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　绪　　论　

　知 识 背 景
几何学是研究空间（或平面）图形的形状、大小和位置关系的

一门科学，简称为几何．“几何”这一名词最早出现于希腊，由希腊

文“土地”和“测量”合成，意思是“测地术”．实际上，希腊人所称的
“几何”是指数学，对测量土地的科学，希腊人用了“测地术”的名

称．
几何学的发展大体上可分为四个时期，独立的几何学的形成

时期是第二个时期，公元前３世纪古希腊数学家欧几里得根据前

人长期积累的几何知识加以系统整理，在公理法的基础上，创造

性地编著了一部系统的几何与数论的书《几何原本》，共十五卷，

其中第十一到第十五卷对立体几何进行了论述．
由于时代的局限性，《几何原本》也存在基础部分尚欠严密，

个别证明存在疏误，有以偏概全、罗列堆砌的缺点；全书也没有一

个直接联系实际的问题，但《几何原本》仍不失为一本伟大的科学

经典著作．随着人类认识空间的扩大，其缺陷逐渐被１９世纪许多

数学家修改和补充，直到１８９９年，德国数学家希尔伯特出版了一

本《几何学基础》，才确立了几何学的更科学的形式演绎系统，摆

脱了从直观和经验出发的传统模式，并建立了公理化的形式几何

系统，平面的基础性质的三个公理及三个推论就记录在其中．
立体几何是几何学的一个分支，其本质是研究空间形体的位

置关系和数量关系，并且侧重位置关系的讨论．立体几何研究的

主要对象是空间的点、直线、平面、多面体和旋转体．
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　知 识 体 系
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第一讲

基 础 导 学

１．１　平面

一、重难点突破

　　　 　　

对于平面的概念可利用现实中的例子结合平面的描述性概念帮助理解．
平面是一个只描述而不定义的最基本的概念．我们在日常生活中常见的地

面、黑板面、平静的水面等都给我们以平面的形象，但它们都有大小，我们只

能把它们看成平面的一部分．事实上，立体几何中的平面已不再具有其形象

物体的一切具体属性，是一种理想化的绝对的平面且可以无限延展的空间

图形．
平面是无限延展的，因此，平面没有边界，不计大小，不计厚薄，也无所谓

面积．此特征可联系直线的无限延伸性帮助理解．一个平面把空间分成两

部分．
当从适当的角度和距离观察桌面时，感到它们都很像平行四边形．因此，

通常画平行四边形来表示平面．有时根据需要也可用其他平面图形（如矩形、

菱形、三角形等）表示平面．当平面是水平放置时，通常把平行四边形的锐角

画成４５°，横边画成邻边的两倍长．画直立平面时，要有一组对边为铅垂线．
当一个平面的一部分被另一个平面遮住时，应把被遮部分的线段画成虚

线或不画，但是这与平面几何中添加的辅助线应画成虚线不同．
平面通常用一个希腊字母α、β、γ等来表示，如平面α，平面β，平面γ等；

也可用表示平行四边形的两个相对的顶点的字母来表示，如平面ＡＣ．
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图１－１－１

　　　 　　

公理和推论中的“有且只有一个”，容易与“只有一个”混淆，学习时应注

意现实生活中的“只有一个”与数学中的“只有一个”的区别与联系．公理和推

论中的“有”说明图形是存在的，“只有一个”说明图形是惟一的．数学中的“只

有一个”并不保证符合条件的图形一定存在，所以不能用“只有一个”来代替
“有且只有一个”．符合某一条件的图形既然存在，而且只能有一个，就说明这

个图形完全是确定的，因此“有且只有一个”和“确定”是同义词．例如，在数学

中，如果仅说“有一个平面”只说明存在一个平面，而不能说只有一个平面；如

果说“只有一个平面”是说有的话顶多只有一个，但并不保证平面存在．

　　　 　　

对公理三的推论３的理解和证明，可借助于实际例子及平行线的定义帮

助分析．如一扇门，将相对的两条边固定后，门就被固定了，这是一个人们不

可否认的事实．下面我们用数学语言进行严格的推论和证明．
因为当两条直线在同一平面内，且不相交时叫做平行线，所以两条平行

直线ａ和ｂ必在某个平面α内．就是说，过两条平行直线有一个平面．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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图１－１－２

如果过ａ和ｂ还有一个平面β，那么在ａ上的任意

一点Ａ 一定在β内，这样过点Ａ和直线ｂ有两个平面

分别为α和β，这和推论１矛盾，所以过平行直线ａ和ｂ
的平面只有一个．
公理３及其三个推理是确定平面的依据，也是空

间问题转化为平面问题的依据．

二、开放课堂

图１－１－３

　　如图１－１－３所示的纸片表面是平面的一部分吗？

　　如图１－１－３所示的纸片表面不是平面的一部分．因为

假设如图所示的纸片表面是平面的一部分，由于直线ＡＢ上

有两点Ａ、Ｂ在平面α上，根据公理１：如果一条直线上的两点在一个平面内，

那么这条直线上所有的点都在这个平面内．可知ＡＢ直线在平面α内，事实上

直线ＡＢ上只有两点在纸片表面上，所以假设不成立，故如图所示的纸片表

面不是平面的一部分．
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　　王老先生过生日的那一天，他的大公子携太太和小公子、二公子携

太太和小公主都来为他祝寿．王老先生的夫人拿出生日蛋糕问孙子和

孙女，咱们家三代共８口人，蛋糕只允许切三刀，每人一块，你俩说应该

如何切啊？结果，小公子的方案可把蛋糕切成６块，小公主的方案可把

蛋糕切成７块，奶奶说他们俩的方案都不对，奶奶三刀就把蛋糕切成了

８块！你知道小公子、小公主的方案吗？王老先生的夫人是如何用三刀

把蛋糕切成８块的？还有一个方案，你知道吗？

　　小公子的方案

是：先平行下两

刀，再相交下一刀，即可把蛋糕切成６
块；小公主的方案我还没想出来，但

王老先生的夫人是交叉下两刀，然后

横向一刀，利用这三刀把蛋糕切成８
块的．

　　小公子的方案

是：交叉切下三

刀，使这三刀切于蛋糕表面上的三线

交于一点；小公主的方案是：交叉切

三刀，使切于蛋糕表面上的三线两两

相交且不共点．王老先生的夫人的下

刀方法同甲生．

　　两同学回答都有其正确的一面，但又有一定的片面性．其实我们把

蛋糕比做空间，“三刀”比做三个平面，则问题等价于三个平面如何能把

空间分成６部分、７部分、８部分．
设三个平面分别为Ｐ、Ｑ、Ｒ，先考虑两个平面Ｐ、Ｑ的位置：

（１）平面Ｐ和平面Ｑ 相交，此时Ｐ、Ｑ两个平面分空间成Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、

Ⅳ四个部分．然后考虑第三个平面Ｒ与Ｐ、Ｑ的位置．

①当平面Ｒ与平面Ｐ、Ｑ都相交时，此时，平面Ｒ将平面Ｐ、Ｑ所分的

四个部分各分为两部分，因而，三平面分空间成八部分（图１－１－４（１））．
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图１－１－４

　　②当平面Ｒ与平面Ｐ、Ｑ的交线平行时：

（ⅰ）Ｒ与平面Ｐ、Ｑ相交时，此时，Ｒ将空间Ⅰ、Ⅱ、Ⅳ三部分各一分

为二，设为Ⅰ′、Ⅰ″、Ⅱ′、Ⅱ″、Ⅳ′、Ⅳ″，而不能分空间Ⅲ，因而，三平面分

空间成七部分（图１－１－４（２））．
（ⅱ）Ｒ与平面Ｐ 与Ｑ 之一平行时，此时，Ｒ仅将空间中某相邻两个

空间各一分为二，如将空间Ⅰ、Ⅱ分成Ⅰ′、Ⅰ″、Ⅱ′、Ⅱ″四部分，而不能分

空间Ⅲ、Ⅳ，因而三平面分空间成六部分（图１－１－４（３））．
（ⅲ）若平面Ｒ过平面Ｐ、Ｑ的交线时，必将两个相对的空间一分为

二，例如将空间Ⅱ、Ⅳ两部分分为Ⅱ′、Ⅱ″、Ⅳ′、Ⅳ″，而不能分空间Ⅰ、Ⅲ，

因而，三平面将空间分成六部分（图１－１－４（４））．
（２）若平面Ｐ和平面Ｑ 平行时，此时Ｐ、Ｑ两平面分空间成三部分．
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　　①当平面Ｒ与平面Ｐ、Ｑ都相交时，平面Ｒ各将三个空间一分为

二，因而三平面将空间分成六部分（图１－１－４（５））．

②若平面Ｒ平行于Ｐ、Ｑ之一时，此时，Ｒ将三个空间中的一个一分

为二，因而三平面将空间分成四部分（图１－１－４（６））．
综上所述，三个平面将空间分成几部分的情况为：

（１）三个平面相互平行时，将空间分成四个部分．
（２）三个平面中有且只有两个平面平行时，将空间分成六个部分．
（３）三个平面两两相交的情况：

①三条交线重合时，将空间分成六个部分；

②三条交线互相平行时，将空间分成七部分；

③三条交线两两相交时，将空间分成八部分．

三、灵活应用

典例分析

　　【例１】　用集合符号表示下列图中点、直线、平面

之间的关系．

图１－１－５

　　因为线是点的
集合，面是点或线
的集合，因 此 点、
线、面之间的位置
关 系，通 常 使 用
“∈、瓝、、∩”等
符号来表示，它们
是借用的集合符

号，读法上仍用几
何语言，注意个别
记法有所不同，如ｌ
∩α＝Ｏ，对点Ｏ不
使用｛Ｏ｝的记法．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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　　【解题技巧】　点与直线、点与平面是元素与集合

的关系；直线与平面、平面与平面、直线与直线是集合

与集合的关系．

　　【答案】　（１）Ａ瓝α；（２）ｌ∩α＝Ｏ；（３）α∩β＝ＡＢ；

（４）面ＡＢＤ∩面ＣＢＤ＝ＢＤ，面ＣＢＤ∩面ＥＦＧＨ＝

ＦＧ，ＥＦ∩面ＡＢＤ＝Ｅ，ＥＦ∩面ＣＢＤ＝Ｆ，ＨＧ∩面

ＡＢＤ＝Ｈ，ＨＧ∩面ＣＢＤ＝Ｇ．

　　【例２】　已知△ＡＢＣ在平面α外，它的三边所在

的直线分别交α于Ｐ、Ｑ、Ｒ．
求证：Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线．

　　【解题技巧】　利用公理２，只需证明Ｐ、Ｑ、Ｒ为平

面ＡＢＣ与平面α的公共点即可．

　　【证明】　因为Ｐ∈α，Ｐ∈平面ＡＢＣ，所以Ｐ必在

α与平面ＡＢＣ 的交线上，同理可证Ｑ、Ｒ也在α与平

面ＡＢＣ的交线上．所以Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线．

　　 证明点共线
时，通常证明这些
点都在两平面的交

线上，或先由某两
点作一直线，再证
明其他点也在此直

线上．

图１－１－６

　　【例３】　如图１－１－６所示，

已知空间四边形ＡＢＣＤ，Ｅ、Ｈ 分

别是边ＡＢ、ＡＤ 的中点，Ｆ、Ｇ 分

别是边ＢＣ、ＣＤ 上的点，且ＣＦＣＢ＝

ＣＧ
ＣＤ＝２

３．求证：直线ＥＦ、ＧＨ、ＡＣ

交于一点．

　　【解题技巧】　先证明两线交于一点，再证明这点

在第三条直线上．在平面内的两条直线，不平行，则

相交．

　　【证明】　因为Ｅ、Ｈ分别是边ＡＢ、ＡＤ的中点，所以

ＥＨ瓛１
２ＢＤ．

　　证明直线共点
时，常采用证两直
线的交点在第三条

直线上的方法，而
第三条直线又往往

是两平面的交线．
证明三线共点问题

实际上可转化为证

明三点共线问题．
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因为Ｆ、Ｇ分别是边ＢＣ、ＣＤ 上的点，且ＣＦＣＢ＝ＣＧ
ＣＤ

＝２
３

，所以ＦＨ瓛２
３ＢＤ．所以ＥＨ∥ＦＧ且ＥＨ≠ＦＧ，

所以四边形ＥＦＧＨ 是梯形，则ＥＦ与ＧＨ 必相交，设

交点为Ｐ．因为ＥＦ平面ＡＢＣ，所以Ｐ∈平面ＡＢＣ，

同理Ｐ∈平面ＡＤＣ，又平面ＡＢＣ∩平面ＡＤＣ＝ＡＣ，

故Ｐ∈ＡＣ，即ＥＦ、ＧＨ、ＡＣ交于一点Ｐ．
　　【例４】　已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是两两相交且不共点的四

条直线．求证：直线ａ、ｂ、ｃ、ｄ共面．

　　【解题技巧】　首先对四条直线的位置进行分类，

然后根据部分条件利用公理３的推论先确定一个平

面，再证其他直线也在该平面内．

图１－１－７
　　【证明】　（１）无三线共点情况，如图１－１－７（１）

所示，设ａ∩ｄ＝Ｍ，ｂ∩ｄ＝Ｎ，ｃ∩ｄ＝Ｐ，ａ∩ｂ＝Ｑ，ａ∩
ｃ＝Ｒ，ｂ∩ｃ＝Ｓ．
因为ａ∩ｄ＝Ｍ，所以ａ、ｄ可确定一个平面α．
因为Ｎ∈ｄ，Ｑ∈ａ，所以Ｎ∈α，Ｑ∈α，所以ＮＱ

α，即ｂα．
同理ｃα．所以ａ、ｂ、ｃ、ｄ共面．
（２）有三线共点的情况，如图１－１－７（２）所示，设

ｂ、ｃ、ｄ三线相交于点Ｋ，与ａ分别交于Ｎ、Ｐ、Ｍ 且Ｋ

瓝ａ．
因为Ｋ 瓝ａ，所以Ｋ和ａ确定一个平面，设为β．

　　证明直线共面
通常有两种方法：

（１）先由部分
直线确定平面，再
证其他直线也在此

平面内；（２）先由部
分直线确定平面

α，再由其他直线确
定平面β，然后证
明两平面重合．
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因为Ｎ∈ａ，ａβ，所以Ｎ∈β．所以ＮＫβ即ｂβ．
同理ｃβ，ｄβ．所以ａ、ｂ、ｃ、ｄ共面．
由（１）、（２）知ａ、ｂ、ｃ、ｄ共面．

合作解题

图１－１－８

　　【例５】　已知正方体

ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｅ、Ｆ
分别为Ｄ１Ｃ１、Ｂ１Ｃ１ 的中点，

ＡＣ∩ＢＤ＝Ｐ，Ａ１Ｃ１∩ＥＦ＝

Ｑ．
（１）求证：Ｄ、Ｂ、Ｆ、Ｅ四

点共面．
（２）若 Ａ１Ｃ 交 平 面

ＤＢＦＥ 于Ｒ 点，试问Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线吗？

　　【解题技巧】　（１）欲证Ｄ、Ｂ、Ｆ、Ｅ四点共面，只需

证ＥＦ∥ＤＢ，因而只需证ＥＦ∥Ｄ１Ｂ１即可，而易知ＥＦ
是△Ｄ１Ｂ１Ｃ１的中位线，Ｄ１Ｂ１∥ＤＢ，所以ＥＦ∥ＤＢ．

（２）即判断Ｒ点是否在直线ＰＱ 上．

　　通过【例５】　
的解题分析掌握证

明多点共面、多点
共线问题的证明方

法，提高探索问题
的能力．一般利用
公理３及其推论证
明共面问题，利用
公理２证明共线问
题．

　　【证明】　（１）如图，Ｅ、Ｆ分别为Ｄ１Ｃ１、Ｂ１Ｃ１ 的中

点，所以ＥＦ是△Ｄ１Ｂ１Ｃ１ 的中位线，所以ＥＦ∥Ｂ１Ｄ１，

在正方体ＡＣ１中，Ｂ１Ｄ１∥ＢＤ．所以ＥＦ∥ＢＤ．
所以ＥＦ、ＢＤ确定一个平面，即Ｄ、Ｂ、Ｆ、Ｅ四点

共面．
（２）？ 　　 想 一 想

（２）小题的结
论是怎样的？为什

么？
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四、思维训练

　　１．下列说法中，正确的是（　　）

Ａ平行四边形是一个平面

Ｂ直线ＡＢ不能全在平面内

Ｃ平面α和平面β只有一个公共点

Ｄ圆可以确定一个平面

　　２．一条直线和在这条直线外不同的三点可以确

定平面的个数可能是（　　）

Ａ０或１　　　　　Ｂ０或１或４

Ｃ１或３或４ Ｄ３或４

　　根据三点的不
同位置分类讨论．

　　３．空间三个平面如果每两个都相交，那么它们的

交线的条数是（　　）

Ａ一条 Ｂ两条

Ｃ三条 Ｄ一条或三条

　　三个平面可能
共线，可能不共线．

　　４．下面是一些命题的叙述语（Ａ、Ｂ表示点，ａ表

示直线，α、β表示平面）

①因为Ａα，Ｂα，所以ＡＢα；

②因为Ａ∈α，Ｂ∈α，所以ＡＢ∈α；

③因为Ａ∈α，Ａ∈β，所以α∩β＝Ａ；

④因为ａ∈α，ａ∈β，所以α∩β＝ａ；

⑤因为Ａ瓝ａ，ａα，所以Ａ瓝α；

⑥因为Ａ瓝α，ａα，所以Ａ瓝ａ．
其中命题和叙述说法都正确的个数是（　　）

Ａ１　　　Ｂ２　　　Ｃ３　　　Ｄ４

　　注意直线和平
面均视为点的集

合．

　　５．用一个平面截一个正方体得到的多边形，其中

边数最多的是（　　）
　　正方体一共有
六个面．
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Ａ四边形 Ｂ五边形

Ｃ六边形 Ｄ七边形
　　６．已知△ＡＢＣ的平面直观图△Ａ′Ｂ′Ｃ′是边长为

ａ的正三角形，那么原三角形ＡＢＣ的面积为（　　）

Ａ槡３
２ａ２ Ｂ槡３

４ａ２

Ｃ槡６
２ａ２ 槡Ｄ ６ａ２

　　直观图面积是

原图形面积的槡２
４

倍．

　　７．平面内一条直线把平面分成　　 　个部分；

两条直线最多把平面分成　　　　个部分；三条直线

最多把平面分成　　　　个部分；ｎ条直线最多把平

面分成　　　　个部分．

　　利用不完全归
纳法．

　　８．已知Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四点不共面，则与这四个点距

离相等的平面有　　　　个．
　　抓住点、面的
相对位置关系，合
理分类．

　　９．已知正方体ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，点Ｅ、Ｆ、Ｇ、

Ｈ、Ｍ、Ｎ 分别是ＡＢ、ＢＣ、ＣＣ１、ＡＡ１、Ｃ１Ｄ１、Ｄ１Ａ１ 的中

点．求证：Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ、Ｍ、Ｎ 六点共面．

　　 可先确定平
面，然后证明平面
重合．

　　１０．如图１－１－９，设ＡＢＣＤ 的各边和对角线

所在的直线与平面α依次相交于Ａ１、Ｂ１、Ｃ１、Ｄ１、Ｅ１、

Ｆ１．
求证：Ａ１、Ｂ１、Ｃ１、Ｄ１、Ｅ１、Ｆ１六点在同一直线上．

图１－１－９

　　即证 Ａ１、Ｂ１、
Ｃ１、Ｄ１、Ｅ１、Ｆ１ 六点

既在平面α上，又
在β上．

　　１１．在棱长为ａ的正方体ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１中，
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Ｍ、Ｎ 分别是ＡＡ１、Ｄ１Ｃ１ 的中点，过Ｄ、Ｍ、Ｎ 三点的
平面与正方体的下底面相交于直线ｌ．

（１）画出ｌ的位置；
（２）设ｌ∩Ａ１Ｂ１＝Ｐ，求线段ＰＢ１的长．

　　充分利用公理
２，并注意形数结
合．

答案与解析

【合作解题】

（２）Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线．在正方体ＡＣ１中，记平面Ａ１ＡＣＣ１为α，平面ＢＤＥＦ为β．

因为Ａ１Ｃ１∩ＥＦ＝Ｑ，所以Ｑ∈Ａ１Ｃ１，Ｑ∈α；Ｑ∈ＥＦ，Ｑ∈β．所以Ｑ是α与β
的公共点．同理，Ｐ点也是α与β的公共点．所以α∩β＝ＰＱ，又Ａ１Ｃ∩β＝Ｒ，

Ｒ∈Ａ１Ｃ，Ｒ∈α，Ｒ∈β．　所以Ｒ∈ＰＱ．Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线．
【思维训练】　

１．Ｄ　２．Ｃ　３．Ｄ　４．Ａ（只有⑥正确）

５．Ｃ　（因为正方体一共有六个面，故用一个平面去截，最多是六边形）

６．Ｃ　 Ｓ＝槡３
４ａ２·４

槡２
＝槡６

２ａ（ ）２ 　７．２，４，７，ｎ
２＋ｎ＋２

２ ．

８．７　（由于四点不共面，故四点不可能都在平面的同侧，当平面的一侧有一点

图１－１－１０

而另一侧有三点时，满足条件的平面有４个；当平面

的两侧各有两个点时，满足条件的平面有３个．综

上，与四点距离都相等的平面共有７个．）

９．如图１－１－１０，连结Ａ１Ｃ１、ＨＧ，因为Ｍ、Ｎ 为Ｄ１Ａ１、

Ｄ１Ｃ１的中点，所以 ＭＮ∥Ａ１Ｃ１，又正方体ＡＣ１ 中，

Ａ１Ｃ１∥ＨＧ，所以 ＭＮ∥ＨＧ．所以 ＭＮ 和ＨＧ 确定

一个平面α．所以四点 Ｍ、Ｎ、Ｇ、Ｈ 共面于α，同理，

ＭＧ∥ＮＦ．所以ＭＧ和ＮＦ 确定一个平面β．所以Ｍ、

Ｇ、Ｎ、Ｆ共面于β，又Ｍ、Ｎ、Ｇ三点不共线，平面α、平面β都过Ｍ、Ｎ、Ｇ三点，

由公理３知，平面α与平面β重合，所以Ｍ、Ｎ、Ｇ、Ｈ 共面于α，同理可证Ｅ∈

α．所以Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ、Ｍ、Ｎ 六点共面．

１０．设ＡＢＣＤ所在平面为β，因为Ａ∈β，Ｂ∈β，所以ＡＢβ．又Ａ１∈ＡＢ，所以

Ａ１∈β，又Ａ１∈α，所以Ａ１点在平面α与平面β的交线上．设交线为ｌ，则Ａ１

∈ｌ，同理可证：Ｂ１、Ｃ１、Ｄ１、Ｅ１、Ｆ１ 都在直线ｌ上．所以Ａ１、Ｂ１、Ｃ１、Ｄ１、Ｅ１、
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