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重点、难点突破专题

专题一 函　数 １⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．函数的性质及应用 １⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．函数的图象 ７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练一（理科） １３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练一（文科） １６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题二 数　列 ２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．数列的通项与求和 ２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．数列的综合应用 ２５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练二（理科） ３１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练二（文科） ３４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题三 三角函数 ３８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．三角函数的图象与性质 ３８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．三角函数的综合应用 ４４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练三（理科） ５０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练三（文科） ５３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题四 平面向量 ５７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．向量的运算与数量积 ５７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．向量在几何、物理中的应用 ６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练四（理科） ６７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练四（文科） ７０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题五 不等式 ７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．不等式的解法 ７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．不等式的证明 ７９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练五（理科） ８３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练五（文科） ８６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题六 逻辑用语、推理证明及算法初步 ９０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．常用逻辑用语 ９０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．推理与证明 ９３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　３．算法及程序框图 ９８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练六（理科） １０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练六（文科） １０５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题七 直线与圆锥曲线 １０８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．直线与圆 １０８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．直线与圆锥曲线 １１３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练七（理科） １１９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练七（文科） １２２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题八 计数原理、框图及概率 １２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．流程图与结构图（文） １２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．排列　组合与二项式定理（理） １３１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．概率与统计（理） １３５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．概率与统计（文） １４１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯



　专题提升训练八（理科） １４６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练八（文科） １４９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题九 直线、平面及简单几何体 １５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．直线、平面间的位置关系 １５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．空间角与距离 １５７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　３．空间向量及其应用（理） １６３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练九（理科） １６９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练九（文科） １７３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题十 导数与复数 １７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．导数（文） １７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．导数的应用（理） １８３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．复　数 １８９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练十（理科） １９３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练十（文科） １９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题十一 几何证明、极坐标与参数方程及特殊不等式 ２００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．平面与圆柱、圆锥面的截线 ２００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．极坐标与参数方程 ２０４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　３．柯西不等式与排序不等式（理） ２０８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练十一（理科） ２１２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练十一（文科） ２１４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

数学思想方法专题

专题十二 最值问题 ２１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．函数的最值 ２１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．三角函数的最值 ２２２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练十二（理科） ２２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　专题提升训练十二（文科） ２２８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题十三 应用题、探究题 ２３２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　１．函数应用题 ２３２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　２．数列应用题 ２３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　３．探究性问题 ２４２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题十四 数形结合思想 ２４９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

专题十五 分类讨论思想 ２５５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

解题指导专题

专题十六 怎样解选择题、填空题 ２６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

模拟考场

模拟测试一（理科） ２７４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

模拟测试一（文科） ２７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

模拟测试二（理科） ２８２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

模拟测试二（文科） ２８７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

模拟测试三（理科） ２９１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

模拟测试三（文科） ２９５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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重点、难点突破专题

专题一　函　数

１．函数的性质及应用

　　１．单调函数的性质
（１）若ｆ（ｘ）在区间 Ｍ 是上是增

函数，ｘ１、ｘ２∈Ｍ，则ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）
ｘ１＜ｘ２．

（２）若ｆ（ｘ）在区间 Ｍ 是上是减
函数，ｘ１、ｘ２∈Ｍ，则ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）
ｘ１＞ｘ２．

２．函数的单调性与奇偶性有关的
综合知识

（１）若偶函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］
单调递增，则ｆ（ｘ）在区间［－ｂ，－ａ］
上单调递减．若ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］单
调递减，则ｆ（ｘ）在区间［－ｂ，－ａ］上
单调递增．

（２）若奇函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］
单调递增，则ｆ（ｘ）在区间［－ｂ，－ａ］
上也单调递增．若ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］
单调递减，则ｆ（ｘ）在区间［－ｂ，－ａ］
上也单调递减．

３．奇函数的反函数仍是奇函数；
偶函数在定义域上没有反函数．

【预测考题１】２００６山东淄博高三期末，１０ 单调增函数ｆ（ｘ）对任意ｘ、ｙ∈Ｒ，满
足ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ），若ｆ（ｋ·３ｘ）＋ｆ（３ｘ－９ｘ－２）＜０恒成立，则ｋ的取
值范围是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．（－２槡２－１，２槡２＋１）　　　　 　Ｂ．（－∞，２槡２－１）

Ｃ．（０，２槡２－１） Ｄ．［２槡２－１，＋∞）
解析：令ｘ＝ｙ＝０，得ｆ（０）＝０，
特殊化法：令ｆ（ｘ）＝ｘ，
由于ｆ（ｋ·３ｘ）＋ｆ（３ｘ－９ｘ－２）＜０，

∴ｋ·３ｘ＋３ｘ－９ｘ－２＜０恒成立．
又令３ｘ＝ｔ，得ｔ２－（１＋ｋ）ｔ＋２＞０对于ｔ＞０恒成立．

设ｆ（ｔ）＝ｔ２－（１＋ｋ）ｔ＋２，则Δ＝（１＋ｋ）２－８＜０或
Δ≥０，

１＋ｋ≤０，

ｆ（０）≥０
烅
烄

烆 ．

∴ｋ＜２槡２－１．
故选Ｂ．

答案：Ｂ
【预测考题２】２００６山东诸诚等一模，１１ 已知函数ｙ＝ｆ（ｘ）是Ｒ上的偶函数，且

ｆ（ｘ）在（－∞，０）上是增函数，若ｆ（ａ）≥ｆ（２），则ａ的取值范围是 （　　）⋯

Ａ．ａ≤２ Ｂ．ａ≥－２
Ｃ．ａ≤－２或ａ≥２ Ｄ．－２≤ａ≤２
解析：∵函数ｙ＝ｆ（ｘ）在Ｒ上是偶函数，

∴ｆ（２）＝ｆ（－２），
又∵ｆ（ｘ）在（－∞，０）上是增函数，且ｆ（ａ）≥ｆ（２），

∴ｆ（ａ）≥ｆ（－２），

∴｜ａ｜≤２，即－２≤ａ≤２．
故选Ｄ．

答案：

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
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一、求函数的解析式，再根据解析式研究函数
的有关性质

【例１】已知ｆ（ｘ）是定义在Ｒ上的奇函数，当ｘ≥０时

ｆ（ｘ）＝ｘ２－１
３ｘ３．

（１）求函数ｆ（ｘ）的解析式；
（２）讨论函数ｆ（ｘ）在区间（－∞，０］上的单调性；
（３）设ｇ（ｘ）是函数ｆ（ｘ）在区间［０，＋∞）上的导函
数，问是否存在实数ａ，满足ａ＞１，并且使ｇ（ｘ）

在区间［１，ａ］上的值域为［１
ａ

，１］，若存在，求出

ａ；若不存在，说明理由．
思路分析：求ｆ（ｘ）的解析式，需根据ｆ（ｘ）的有
关性质（奇偶数、周期性等）用待定系数法进行求
解．对于单调性的研究，可以利用定义，也可以利
用导数的性质来进行研究。值域（最值）的研究
有时利用函数的单调性比较简单．
解：（１）设ｘ＜０，则－ｘ＞０．由题意，得

ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）＝－（ｘ２＋１
３ｘ３）．

∴函数ｆ（ｘ）的解析式为

ｆ（ｘ）＝
ｘ２－１

３ｘ３，（ｘ≥０），

－ｘ２－１
３ｘ３，（ｘ＜０）

烅

烄

烆
．

（２）由（１）知，当ｘ∈（－∞，０］时，ｆ（ｘ）＝

－ｘ２－１
３ｘ３，

∴ｆ′（ｘ）＝－２ｘ－ｘ２．
令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝０或ｘ＝－２．
∴在区间（－∞，－２）上ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）是

减函数．
在区间（－２，０）上ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）是增

函数．
（３）显然ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上的导函数是ｆ′（ｘ）

＝２ｘ－ｘ２．
∴ｇ（ｘ）＝２ｘ－ｘ２＝－（ｘ－１）２＋１．
∴ｇ（ｘ）在［１，ａ］上是减函数，且ｇ（１）＝１．

∴ｇ（ａ）＝２ａ－ａ２＝１
ａ

，即ａ３－２ａ２＋１＝０．

∴（ａ－１）（ａ２－ａ－１）＝０．

１

已知ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ（ａ＞０，ａ≠１，ｂ为常数）的图象经过点（１，１），且０＜

ｆ（０）＜１，设ｍ＝１
２

［ｆ－１（ｘ１）＋ｆ－１（ｘ２）］，ｎ＝ｆ－１（ｘ１＋ｘ２

２
），其中ｘ１、

ｘ２是两个不相等的正实数，则ｍ与ｎ的大小关系是　　　　．
解析：由已知ａ１＋ｂ＝１，ａ≠１，∴ｂ＝－１．
又ｆ（０）＝ａｂ∈（０，１），∴ａ＞１．
∴ｆ（ｘ）＝ａｘ－１．ｆ－１（ｘ）＝１＋ｌｏｇａｘ．

∴ｍ＝１
２

（１＋ｌｏｇａｘ１＋１＋ｌｏｇａｘ２）＝１＋１
２ｌｏｇａ （ｘ１ｘ２）＝

１＋ｌｏｇａ ｘ１ｘ槡 ２．

ｎ＝１＋ｌｏｇａ
ｘ１＋ｘ２

２ ．

∵ｘ１＋ｘ２

２ ＞ ｘ１ｘ槡 ２　（ｘ１≠ｘ２），∴ｍ＜ｎ．

答案：ｍ＜ｎ

１

设ｆ（ｘ）的定义域为ｘ∈Ｒ，且ｘ≠ｋ
２

，ｋ∈Ｚ，且ｆ（ｘ＋１）＝

－ １
ｆ（ｘ）．如果ｆ（ｘ）为奇函数，当０＜ｘ＜１

２
时，ｆ（ｘ）＝３ｘ．

（１）求ｆ（２００７
４

）；

（２）当２ｋ＋１
２＜ｘ＜２ｋ＋１（ｋ∈Ｚ）时，求ｆ（ｘ）；

（３）是 否 存 在 这 样 的 正 整 数 ｋ，使 得 当 ２ｋ＋ １
２ ＜ｘ＜

２ｋ＋１（ｋ∈Ｚ）时，ｌｏｇ３ｆ（ｘ）＞ｘ２－ｋｘ－２ｋ有解？

解：（１）由已知可得ｆ（ｘ＋２）＝－ １
ｆ（ｘ＋１）＝ｆ（ｘ），

∴ｆ（ｘ）是以２为周期的周期函数．

∴ｆ（２００７
４

）＝ｆ（５００＋７
４

）＝ｆ（７
４

）

＝ｆ（７
４－２）＝ｆ（－１

４
）＝－ｆ（１

４
）＝－３

１
４．

（２）∵２ｋ＋１
２＜ｘ＜２ｋ＋１，ｋ∈Ｚ，

∴１
２＜ｘ－２ｋ＜１，－１

２＜ｘ－２ｋ－１＜０，０＜２ｋ＋１－ｘ＜１
２．

∴ｆ（２ｋ＋１－ｘ）＝３２ｋ＋１－ｘ．

又ｆ（２ｋ＋１－ｘ）＝ｆ（１－ｘ）＝－ｆ（ｘ－１）＝－ｆ（ｘ＋１）＝ １
ｆ（ｘ）

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
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　 纸上得来终觉浅，绝知此事要躬行。———陆游



解得ａ＝１（舍去）或ａ＝ 槡１－ ５
２

（舍去）或ａ＝

槡１＋ ５
２ ．

∴存在满足题意的实数ａ＝ 槡１＋ ５
２

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

　　本题考查函数的奇偶性，运用导数求单调
区间的方法，考查综合分析问题的能力．要注意
题设条件对答案的影响：如将已知中的奇函数改
为偶函数，如何求解析式？（３）中的定义域改为

［１
２

，ａ］又如何求解？请同学们认真思考．

∴ｆ（ｘ）＝ １
ｆ（２ｋ＋１－ｘ）＝３ｘ－２ｋ－１．

（３）∵ｌｏｇ３ｆ（ｘ）＞ｘ２－ｋｘ－２ｋ，

∴ｘ－２ｋ－１＞ｘ２－ｋｘ－２ｋ，

ｘ２－（ｋ＋１）ｘ＋１＜０． （）

Δ＝（ｋ＋１）２－４＝ｋ２＋２ｋ－３．
①若ｋ＝１，则Δ＝０，（）式无解；

②若ｋ＞１，则Δ＞０，从而

ｋ＋１－ ｋ２＋２ｋ槡 －３
２ ＜ｘ＜ｋ＋１＋ ｋ２＋２ｋ槡 －３

２
，

２ｋ＋１
２＜ｘ＜２ｋ＋１

烅

烄

烆
．

但是
ｋ＋１＋ ｋ２＋２ｋ槡 －３

２ ＜ｋ＋１＋ ｋ２＋２ｋ槡 ＋１
２ ＝ｋ＋１＜２ｋ＋１

２
，

∴ｘ∈．
综上所述，不存在满足条件的整数ｋ

檪
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檪
檪
檪
檪
檪
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檪
檪
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檪
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檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 ．

二、关于抽象函数及其性质的研究
【例２】定义在（０，＋∞）内的函数ｆ（ｘ），对任意的ｘ，

ｙ∈（０，＋∞）都有ｆ（ｘｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ），当且仅
当ｘ＞１时ｆ（ｘ）＞０成立．

（１）设ｘ，ｙ∈（０，＋∞），求证：ｆ（ｙ
ｘ

）＝ｆ（ｙ）－

ｆ（ｘ）；
（２）设ｘ１，ｘ２∈（０，＋∞），ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），试比较

ｘ１，ｘ２的大小；

（３）解不等式ｆ（ ａｘ槡 －１）＞ｆ（ａｘ －３）（０＜
ａ＜１）．
思路分析：抽象函数是指没有给出具体的函数解
析式或图象，只给出一些函数符号及其满足的条
件的函数，如函数的定义域、解析递推式、特定点
的函数值、特定的运算性质等．它是高中函数部
分的难点，也是大学高等数学函数部分与中学数
学的一个街接点．由于抽象函数没有具体的解析
表达式作为载体，因此理解研究起来比较困难．
但由于此类试题既能考查函数的概念和性质，又
能考查学生的思维能力，所以备受命题者的青
睐，那么怎样求解抽象函数问题呢？我们可以利
用“特殊模型法”“函数性质法”“特殊化方法”“联
想类比转化法”等多种方法从多角度、多层面去
分析研究抽象函数问题．
对于抽象函数的问题，关键是根据给定的式

子进行赋值或进行变量的代换．
有关抽象函数的不等式其实就是研究抽象

函数的单调性，在把抽象函数不等式转化为普
通不等式时，不能忘记抽象函数的定义域要求．
解：（１）∵对任意的ｘ、ｙ∈（０，＋∞）有，ｆ（ｘ）＋
ｆ（ｙ）＝ｆ（ｘｙ），

∴ｆ（ｙ
ｘ

）＋ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ
ｘ

·ｘ）＝ｆ（ｙ）．

∴ｆ（ｙ
ｘ

）＝ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）．

２

设定义在［－２，２］上的偶函数ｆ（ｘ）在区间［０，２］上单调递减，若

ｆ（１－ｍ）＜ｆ（ｍ），求实数ｍ的取值范围．
解：因为ｆ（ｘ）是偶函数，
所以ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）＝ｆ（｜ｘ｜），
所以不等式ｆ（１－ｍ）＜ｆ（ｍ）ｆ（｜１－ｍ｜）＜ｆ（｜ｍ｜）．
又当ｘ∈［０，２］时，ｆ（ｘ）是减函数．

所以

｜１－ｍ｜＞｜ｍ｜，

－２≤１－ｍ≤２，

－２≤ｍ≤２
烅
烄

烆 ，

解得－１≤ｍ＜１
２．

２

已知定义在区间（－ｍ，ｍ）（ｍ＞０）上，值域为Ｒ的函数ｆ（ｘ）满
足：①当０＜ｘ＜ｍ时，ｆ（ｘ）＞０；②对于定义域内任意的实数ａ、

ｂ均满足：ｆ（ａ＋ｂ）＝ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）
１－ｆ（ａ）ｆ（ｂ）．

（１）试求ｆ（０）；
（２）判断并证明函数ｆ（ｘ）的单调性；

（３）若函数ｆ（ｘ）存在反函数ｇ（ｘ），当ｎ∈Ｎ时，求证：ｇ（１
７

）＋

ｇ（１
１３

）＋…＋ｇ（ １
ｎ２＋３ｎ＋３

）＜ｇ（１
２

）．

（１）解：令ａ＝０，ｂ＝０，则有ｆ（０）＝ｆ（０）＋ｆ（０）
１－ｆ２（０），

∴ｆ（０）＝０．
（２）解：令ａ＝ｘ，ｂ＝－ｘ，得ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝０．
所以函数ｆ（ｘ）为奇函数．
设任意的ｘ１，ｘ２，且０＜ｘ１＜ｘ２＜ｍ，则ｍ＞ｘ２－ｘ１＞０，

∴ｆ（ｘ２－ｘ１）＞０且ｆ（ｘ２）ｆ（ｘ１）＞０．
∴ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）＝ｆ（ｘ２）＋ｆ（－ｘ１）

＝ｆ［ｘ２＋（－ｘ１）］［１－ｆ（ｘ２）ｆ（－ｘ１）］

＝ｆ（ｘ２－ｘ１）［１＋ｆ（ｘ２）ｆ（ｘ１）］＞０，

∴函数ｆ（ｘ）在区间（０，ｍ）（ｍ＞０）上单调递增
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檪
檪
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檪
檪 ．

３

专题一　函　数 　



（２）∵ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＞０

ｆ（ｘ１

ｘ２
）＞０

ｘ１

ｘ２
＞１ｘ１＞ｘ２，∴ｘ１＞ｘ２．

（３）由（２）知，ｆ（ｘ）是在（０，＋∞）上的增函

数，于是ｆ（ ａｘ槡 －１）＞ｆ（ａｘ－３）等价于

ａｘ槡 －１＞０，

ａｘ－３＞０，

ａｘ槡 －１＞ａｘ－３
烅
烄

烆 ，


ａｘ－３＞０，

ａｘ槡 －１＞ａｘ－３｛ ，


ａｘ＞３，

ａｘ－１＞（ａｘ－３）２｛ ，
ａｘ＞３，

ａ２ｘ－７ａｘ＋１０＜０｛ ，


ａｘ＞３，
（ａｘ－２）（ａｘ－５）＜０｛ ，

ａｘ＞３，

２＜ａｘ＜５｛ ，

３＜ａｘ＜５ｌｏｇａ３＞ｘ＞ｌｏｇａ５．
∴ 原 不 等 式 的 解 集 为 （ｌｏｇａ５，ｌｏｇａ３）

（０＜ａ＜１）

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
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櫔
櫔
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櫔
櫔
櫔
櫔
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櫔
櫔
櫔
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櫔
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櫔
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櫔
櫔
櫔
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櫔
櫔
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毆
毆毆

毆

．

　　本题将函数与不等式两大不同的知识块在
网络交汇处融为一体，具有很强的综合性和时
代性．高考试题中，对于解不等式要求较高，往
往与二次函数、指数函数、对数函数等有关概念
和性质密切相关．
从近几年的高考试题来看，解不等式的内

容年年都有，有的是直接考查解不等式，有的则
是间接考查解不等式（如本例），其难度系数一般
在０．６左右．对不等式的的基本性质以及各种类
型的不等式的解法要求熟练掌握，对思维能力和
运算化简能力有较高要求．

又函数ｆ（ｘ）为奇函数且ｆ（０）＝０，
因此函数ｆ（ｘ）在区间（－ｍ，ｍ）（ｍ＞０）上单调递增．

（３）证明：∵函数ｆ（ｘ）在区间（－ｍ，ｍ）（ｍ＞０）上单调递增，

∴函数ｆ（ｘ）必存在反函数ｇ（ｘ），且ｇ（ｘ）也为奇函数，

∴函数ｇ（ｘ）在Ｒ上单调递增；
且当ｘ＞０时，ｍ＞ｇ（ｘ）＞０．

由ｆ（ａ＋ｂ）＝ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）
１－ｆ（ａ）ｆ（ｂ）可得：ａ＋ｂ＝ｇ［ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）

１－ｆ（ａ）ｆ（ｂ）］，

令ｆ（ａ）＝ｘ，ｆ（ｂ）＝ｙ，则ａ＝ｇ（ｘ），ｂ＝ｇ（ｙ），则上式可改写

为：ｇ（ｘ）＋ｇ（ｙ）＝ｇ（ｘ＋ｙ
１－ｘｙ

）对任意的ｘ，ｙ∈Ｒ都成立．

∵ １
ｎ２＋３ｎ＋３＝ １

（ｎ＋１）（ｎ＋２）＋１

＝

１
（ｎ＋１）（ｎ＋２）

１＋ １
（ｎ＋１）（ｎ＋２）

＝

１
ｎ＋１－ １

ｎ＋２

１＋ １
ｎ＋１

· １
ｎ＋２

，

∴ｇ（ １
ｎ２＋３ｎ＋３

）＝ｇ（１
ｎ＋１

）＋ｇ（－ １
ｎ＋２

）

＝ｇ（１
ｎ＋１

）－ｇ（１
ｎ＋２

）；

ｇ（１
７

）＋ｇ（１
１３

）＋ｇ（１
２１

）＋…＋ｇ（ １
ｎ２＋３ｎ＋３

）

＝［ｇ（１
２

）－ｇ（１
３

）］＋［ｇ（１
３

）－ｇ（１
４

）］＋…＋［ｇ（１
ｎ＋１

）－

ｇ（１
ｎ＋２

）］

＝ｇ（１
２

）－ｇ（１
ｎ＋２

）＜ｇ（１
２

）
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三、函数性质的实际应用
【例３】通过研究学生的学习行为，心理学家发现，学
生的接受能力依赖于老师引入概念和描述问题

所用的时间，讲座开始时，学生的兴趣激增；中间
有一段不太长的时间，学生的兴趣保持较理想的
状态，随后学生的注意力开始分散，分析结果和
实验表明，用ｆ（ｘ）表示学生掌握和接受概念的
能力（ｆ（ｘ）值越大，表示接受的能力越强），ｘ表
示提出和讲授概念的时间（单位：分），可有以下
的公式：

ｆ（ｘ）＝
－０．１ｘ２＋２．６ｘ＋４３，（０＜ｘ≤１０），

５９，　　　　　　　　（１０＜ｘ≤１６），

－３ｘ＋１０７，　　　　 （１６＜ｘ≤３０）
烅
烄

烆 ．
（１）开讲后多少分钟，学生的接受能力最强？能
维持多少时间？

（２）开讲后５分钟与开讲后２０分钟比较，学生的
接受能力何时强一些？

（３）一个数学难题，需要５５的接受能力以及１３
分钟时间，老师能否及时在学生一直达到所
需接受能力的状态下讲授完这个难题？

３

能源紧缺是一个社会问题，为合理用电，缓解电力紧张，某市将
试行“峰谷电价”计费方法，在高峰用电时段，即居民户每日

８时至２２时，电价为每千瓦时０．５６元，其余时段电价为每千瓦
时０．２８元．而目前没有实行“峰谷电价”的居民户电价为每千瓦
时０．５３元，若总用电量为Ｓ千瓦时，设高峰时段用电量为ｘ千
瓦时．
（１）写出实行“峰谷电价”的电费ｙ１＝ｇ１（ｘ）及现行电价的电费

ｙ２＝ｇ２（Ｓ）的函数解析式及电费总差额ｆ（ｘ）＝ｙ２－ｙ１ 的解

析式；
（２）对于用电量按时均等的电器（在任何相同的时间内，用电量
相同），采用峰谷电价的计费方法后是否能省钱？

（３）若每户实行“峰谷电价”的居民需缴纳安装“分时段电
能计量表”的成本费１００元．在用电量按时均等的条件
下，一户居民要在一年内收回安装“分时段电能计量
表”的成本费，每户每月用电至少要不低于多少千瓦时
（结果取整数）？
解：（１）若总用电量为Ｓ千瓦时，设高峰时段用电量为ｘ千瓦
时，则低谷时段用电量为（Ｓ－ｘ）千瓦时，ｙ１＝０．５６ｘ＋（Ｓ－ｘ）×
０．２８＝０．２８Ｓ＋０．２８ｘ，ｙ２＝０．５３Ｓ
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　 伟大的事业，需要决心，能力，组织和责任感。———易卜生



思路分析：高考中，借助函数知识解应用题一直
是考查的重点，而且背景越来越广泛．解应用题
的关键是如何把实际问题转化为数学问题．因而
审题时要着重弄清楚题目中涉及到哪些量，这些
量之间存在哪些联系，如何建立函数关系式等．
本例已给出解析式，重点是要明白解析式中两变
量的实际意义．
解：（１）当０＜ｘ≤１０时，

ｆ（ｘ）＝－０．１ｘ２＋２．６ｘ＋４３＝－０．１×（ｘ－
１３）２＋５９．９，故ｆ（ｘ）递增，
最大值为ｆ（１０）＝－０．１×（－３）２＋５９．９＝

５９；
当１６＜ｘ≤３０时，ｆ（ｘ）递减，

ｆ（ｘ）＜－３×１６＋１０７＝５９．
因此，开讲后１０分钟，学生达到最高的接受

能力（值为５９），并维持６分钟．
（２）ｆ（５）＝－０．１×（５－１３）２＋５９．９＝５９．９－

６．４＝５３．５，ｆ（２０）＝－３×２０＋１０７＝４７＜５３．５．
因此开讲后５分钟，学生的接受能力比开讲

２０分钟强一些．
（３）当０＜ｘ≤１０时，令ｆ（ｘ）＝５５，
则－０．１×（ｘ－１３）２＝－４．９，
（ｘ－１３）２＝４９，所以ｘ＝２０或６，但０＜ｘ≤

１０，故ｘ＝６．
则１６＜ｘ≤３０时，令ｆ（ｘ）＝５５，

则－３ｘ＋１０７＝５５，所以ｘ＝１７１
３．

因此学生达到（或超过）５５的接受能力的时

间为１７１
３－６＝１１１

３＜１３（分钟），老师来不及

在学生一直达到所需接受能力的状态下讲授完

这道难题

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

　　此题是一道分段函数、二次函数性质的题
目，通过方程、不等式的互相转化，使问题得以
解决．同时也考查了基本计算能力和理解能力．

电费总差额

ｆ（ｘ）＝ｙ２－ｙ１＝０．２５Ｓ－０．２８ｘ（０≤ｘ≤Ｓ）．
（２）可以省钱．

令ｆ（ｘ）＞０，即０．２５Ｓ－０．２８ｘ＞０ｘ
Ｓ ＜２５

２８．

对于用电量按时均等的电器而言，高峰用电时段的时间与

总时间的比为１４
２４＝７

１２＜２５
２８

，能保证ｆ（ｘ）＞０，即ｙ１＜ｙ２．

所以用电量按时均等的电器采用“峰谷电价”的计费方法
后能省线．

（３）由（２）知，根据按时均等用电可知：ｘ
Ｓ ＝７

１２
，即ｘ＝７

１２Ｓ．

令ｆ（ｘ）＝０．２５Ｓ－０．２８ｘ≥１００，

即０．２５Ｓ－０．２８·７
１２Ｓ≥１００，

得Ｓ≥１１５４．
答：每月用电量至少不低于９７千瓦时，才能在一年内收回

成本．

３

现代社会对破译密码的要求越来越高，有一种密码把英文的明
文（真实文）按字母分解，其中英文字母按顺序ａ，ｂ，ｃ，…，ｘ，ｙ，ｚ
（不分大小写）依次对应１，２，３，４，…，２５，２６这２６个自然数．给
出如下一变换公式：

ｘ′＝

ｘ＋１，
２ 　（ｘ∈Ｎ，１≤ｘ≤２６，ｘ不能被２整除），

ｘ
２＋１３，　（ｘ∈Ｎ，１≤ｘ≤２６，ｘ能被２整除）

烅

烄

烆
．

将明文转换为密文，如８→８
２＋１３＝１７，即ｈ变为ｑ；５→５＋１

２ ＝

３，即ｅ变为ｃ．按上述规定，将明文ｇｏｏｄ译成密文是　　　　．

解析：ｇ→７→７＋１
２ ＝４→ｄ．ｏ→１５→１５＋１

２ ＝８→ｈ．ｄ→４→４
２＋１３

＝１５→ｏ．
答案：

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

ｄｈｈｏ

１ 若函数ｙ＝ｆ（ｘ＋１）的定义域是［－２，３］，则ｙ＝ｆ（２ｘ－１）

的定义域为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．［０，５
２

］　　　　　　　Ｂ．［－１，４］

Ｃ．［－５，５］ Ｄ．［－３，７］

解析：∵ｘ∈［－２，３］，∴ｘ＋１∈［－１，４］，令－１≤２ｘ－１

≤４，解得ｘ∈［０，５
２

］．

答案：Ａ

２ 已知定义域为（－１，１）的奇函数ｙ＝ｆ（ｘ）又是减函数，

且ｆ（ａ－３）＋ｆ（９－ａ２）＜０，则ａ的取值范围是… （　　）

５
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Ａ．（槡２ ２，３） Ｂ．（３，槡１０）

Ｃ．（槡２ ２，４） Ｄ．（－２，３）
解析：∵ｆ（ｘ）是定义在（－１，１）上的奇函数又是减函数，
且ｆ（ａ－３）＋ｆ（９－ａ２）＜０，∴ｆ（ａ－３）＜ｆ（ａ２－９），

∴
－１＜ａ－３＜１，

－１＜ａ２－９＜１，

ａ－３＞ａ２－９
烅
烄

烆 ．
　∴ａ∈（槡２ ２，３）．

答案：Ａ

３ 若ａ＞１且ａ－ｘ＋ｌｏｇａｙ＜ａ－ｙ＋ｌｏｇａｘ，则ｘ、ｙ之间的关

系为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．ｘ＞ｙ＞０ Ｂ．ｘ＝ｙ＝０
Ｃ．ｙ＞ｘ＞０ Ｄ．不能确定，与ａ取值有关
解析：构造函数ｆ（ｘ）＝ｌｏｇａｘ－ａ－ｘ．∵ａ＞１，∴ｆ（ｘ）是
（０，＋∞）上的增函数．由ａ－ｘ＋ｌｏｇａｙ＜ａ－ｙ＋ｌｏｇａｘ
ｌｏｇａｘ－ａ－ｘ＞ｌｏｇａｙ－ａ－ｙ，∴ｘ＞ｙ＞０．
答案：Ａ

４ 已知当ｘ、ｙ∈Ｒ＋时，ｆ（ｘｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ），若ｘ１，ｘ２，

…，ｘ２００６∈Ｒ＋，且ｆ（ｘ１·ｘ２·…·ｘ２００６）＝８，则ｆ（ｘ１
２）

＋ｆ（ｘ２
２）＋…＋ｆ（ｘ２００６

２）的值为　　　　．
解析：由已知可得ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）＋…＋ｆ（ｘ２００６）＝８，又

ｆ（ｘ１
２）＋ｆ（ｘ２

２）＋…＋ｆ（ｘ２００６
２）＝２［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）＋

…＋ｆ（ｘ２００６）］＝２×８＝１６．
答案：１６

５ ２００６广东汕头模拟，１２ 给定实数ｘ，定义［ｘ］为不大于

ｘ的最大整数，｛ｘ｝为ｘ的小数部分，且ｘ＝［ｘ］＋｛ｘ｝，
则下列结论：①ｘ－１＜［ｘ］≤ｘ；②ｘ－［ｘ］是周期函数；

③ｘ－［ｘ］是偶函数；④－１＜｛ｘ｝＜１．
其中不正确

獉獉獉
的是　　　　　．

解析：由［ｘ］为不大于ｘ的最大整数，可得ｘ－１＜［ｘ］≤ｘ，
即①正确；又（ｘ＋１）－［ｘ＋１］＝ｘ－［ｘ］，即ｘ－［ｘ］是周期
函数，即②正确；而２．２－［２．２］＝０．２，－２．２－［－２．２］＝
－２．２＋３＝０．８，即ｘ－［ｘ］不是偶函数，③不正确；由ｘ＝
［ｘ］＋｛ｘ｝，即［ｘ］为不大于ｘ的最大整数，可得０≤｛ｘ｝＜１，
即④不正确．故应填③④．
答案：③④

６ 设函数ｆ（ｘ）＝２ｘ＋ａ·２－ｘ－１（ａ为实数）．
（１）若ａ＜０，用函数单调性定义证明：ｙ＝ｆ（ｘ）在（－∞，

＋∞）上是增函数；
（２）若ａ＝０，ｙ＝ｇ（ｘ）的图象与ｙ＝ｆ（ｘ）的图象关于直
线ｙ＝ｘ对称，求函ｙ＝ｇ（ｘ）的解析式．

（１）证明：设任意实数ｘ１＜ｘ２，则

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝（２ｘ１ ＋ａ·２－ｘ１ －１）－（２ｘ２ ＋ａ·

２－ｘ２ －１）

＝（２ｘ１ －２ｘ２ ）＋ａ（２－ｘ１ －２－ｘ２ ）＝ （２ｘ１ －２ｘ２ ）·

２ｘ１＋ｘ２ －ａ
２ｘ１＋ｘ２

．

∵ｘ１＜ｘ２，∴２ｘ１＜２ｘ２，∴２ｘ１ －２ｘ２ ＜０；

∵ａ＜０，∴２ｘ１＋ｘ２－ａ＞０．
又２ｘ１＋ｘ２ ＞０，∴ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＜０，∴ｆ（ｘ）是增

函数．
（２）解析：当ａ＝０时，ｙ＝ｆ（ｘ）＝２ｘ－１，∴２ｘ＝ｙ＋１，

∴ｘ＝ｌｏｇ２（ｙ＋１），ｙ＝ｇ（ｘ）＝ｌｏｇ２（ｘ＋１）．

７ ２００６山东高三综合测试（一），１３ 二次函数 ｆ１ （ｘ）、

ｆ２（ｘ）满足条件：（１）ｆ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）在（－∞，

＋∞）上单调递增；（２）ｇ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）－ｆ２（ｘ）对任意实数

ｘ１、ｘ２（ｘ１ ≠ｘ２）都有ｇ
（ｘ１）＋ｇ（ｘ２）

２ ＜ｇ（ｘ１＋ｘ２

２
），则

ｆ１（ｘ）＝　　　　，ｆ２（ｘ）＝　　　　．（写出符合条件的
一组即可）
解析：由二次函数ｆ１（ｘ）、ｆ２（ｘ）满足条件：ｆ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）

＋ｆ２（ｘ）在（－∞，＋∞）上单调递增可得，ｆ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）

＋ｆ２（ｘ）必为一次函数，且一次项系数为正，两个二次函

数的二次项系数互为相反数；又由ｇ
（ｘ１）＋ｇ（ｘ２）

２ ＜

ｇ（ｘ１＋ｘ２

２
）可得二次函数ｇ（ｘ）开口向下，由此可得二次

函数ｆ１（ｘ）二次项系数为负、ｆ２（ｘ）二次项系数为正．故
可得答案ｆ１（ｘ）＝－ｘ２＋ｘ，ｆ２（ｘ）＝ｘ２．（写出任意一组
符合上述条件的二次函数都可以）
答案：－ｘ２＋ｘ　ｘ２

８ 设函数ｆ（ｘ）＝ｍｘ＋２
ｘ－１
的图象关于直线ｙ＝ｘ对称．

（１）求ｍ的值，并用定义判断ｆ（ｘ）在（１，＋∞）上的单调性；
（２）若直线ｙ＝ａ（ａ∈Ｒ）与ｆ（ｘ）的图象无公共点，且

ｆ（｜ｔ－２｜＋３
２

）＜２ａ＋ｆ（４ａ），求实数ｔ的取值范围．

解：由ｙ＝ｍｘ＋２
ｘ－１
得ｘ＝ｙ＋２

ｙ－ｍ
，∴ｆ－１（ｘ）＝ｘ＋２

ｘ－ｍ．

（１）由已知得，ｆ（ｘ）＝ｆ－１（ｘ），

∴ｍ＝１．从而ｆ（ｘ）＝ｘ＋２
ｘ－１．

对任意１＜ｘ１＜ｘ２，则

ｘ２－ｘ１＞０，ｘ２－１＞０，ｘ１－１＞０．

∴ ｆ （ｘ１ ）－ ｆ （ｘ２ ）＝ ｘ１＋２
ｘ１－１ － ｘ２＋２

ｘ２－１ ＝

３（ｘ２－ｘ１）
（ｘ１－１）（ｘ２－１）＞０，

∴ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）．
∴由定义得ｆ（ｘ）在（１，＋∞）上为减函数．

（２）由（１）知，ｆ（ｘ）＝１＋ ３
ｘ－１≠１，即ｆ（ｘ）值域为

（－∞，１）∪（１，＋∞）．
∴由已知得：ａ＝１，

于是，ｆ（｜ｔ－２｜＋３
２

）＜２ａ＋ｆ（４ａ）ｆ（｜ｔ－２｜＋

３
２

）＜２＋ｆ（４）＝４＝ｆ（２）．

由①可得：｜ｔ－２｜＋３
２＞２，即｜ｔ－２｜＞１

２
，

６

　 不会宽容人的人，是不配受到别人宽容的。———贝尔奈



∴ｔ＜３
２
或ｔ＞５

２．

９ 已知函数ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋１（ａ，ｂ为实数）ｘ∈Ｒ，Ｆ（ｘ）

＝
ｆ（ｘ），　（ｘ＞０）．
－ｆ（ｘ），　（ｘ＜０）｛ ．

（１）若ｆ（－１）＝０，且函数ｆ（ｘ）的值域为［０，＋∞），求

Ｆ（ｘ）的表达式；
（２）在（１）的条件下，当ｘ∈［－２，２］时，ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｋｘ
是单调函数，求实数ｋ的取值范围；

（３）设ｍ·ｎ＜０，ｍ＋ｎ＞０，ａ＞０且ｆ（ｘ）为偶函数，判断

Ｆ（ｍ）＋Ｆ（ｎ）能否大于零？
解：（１）∵ｆ（－１）＝０，∴ａ－ｂ＋１＝０．
又ｘ∈Ｒ，ｆ（ｘ）≥０恒成立，

∴
ａ＞０，

Δ＝ｂ２－４ａ≤０｛ ，∴ｂ
２－４（ｂ－１）≤０，ｂ＝２，ａ＝１．

∴ｆ（ｘ）＝ｘ２＋２ｘ＋１＝（ｘ＋１）２．

∴Ｆ（ｘ）＝
（ｘ＋１）２，（ｘ＞０），

－（ｘ＋１）２，（ｘ＜０）｛ ．
（２）ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｋｘ＝ｘ２＋２ｘ＋１－ｋｘ＝ｘ２＋（２－

ｋ）ｘ＋１＝（ｘ＋２－ｋ
２

）２＋１－
（２－ｋ）２

４
，

当ｋ－２
２ ≥２或ｋ－２

２ ≤－２时，

即ｋ≥６或ｋ≤－２时，ｇ（ｘ）在［－２，２］上是单调
函数．

（３）∵ｆ（ｘ）是偶函数，

∴ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋１，Ｆ（ｘ）＝
ａｘ２＋１，（ｘ＞０），

－ａｘ２－１，（ｘ＜０）｛ ．
∵ｍ·ｎ＜０，设ｍ＞ｎ，则ｎ＜０．
又ｍ＋ｎ＞０，ｍ＞－ｎ＞０，∴｜ｍ｜＞｜－ｎ｜．
Ｆ（ｍ）＋Ｆ（ｎ）＝ｆ（ｍ）－ｆ（ｎ）

＝（ａｍ２＋１）－ａｎ２－１＝ａ（ｍ２－ｎ２）＞０，

∴Ｆ（ｍ）＋Ｆ（ｎ）能大于零．

２．函数的图象

　　１．奇函数的图象关于原点对称；
偶函数的图象关于ｙ轴对称．

２．二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图

象的对称轴是ｘ＝－ｂ
２ａ

，顶点坐标是

（－ｂ
２ａ

，４ａｃ－ｂ２

４ａ
）

３．若函数ｆ（ｘ）在定义域内有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ－ｘ），则函数ｆ（ｘ）的图象

关于直线ｘ＝ａ
２
对称．

４．函数ｆ（ｘ）与反函数ｆ－１（ｘ）的
图象关于直线ｙ＝ｘ对称．

５．函数ｙ ＝ ｆ（ｘ）与函数ｙ ＝
－ｆ（ｘ）的图象关于ｘ 轴对称；函数

ｙ＝ｆ（ｘ）与函数ｙ＝ｆ（－ｘ）的图象
关于ｙ轴对称；函数ｙ＝ｆ（ｘ）与函数

ｙ＝ －ｆ（－ｘ）的图象关于原点对称．

【预测考题１】２００６广东中山月考，８ 设ａ＞１，实数ｘ、ｙ满足｜ｘ｜－ｌｏｇａ
１
ｙ＝０，则

ｙ关于ｘ的函数的图象形状大致是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

解析：∵｜ｘ｜＝ｌｏｇａ
１
ｙ

，∴｜ｘ｜＝－ｌｏｇａｙ，ｙ＝ａ－｜ｘ｜（ａ＞１），ｘ∈Ｒ，ｙ＞０．故Ｃ、Ｄ

均为错误，令ｘ＝１，则ｙ＝ａ－１＝１
ａ＜１，选Ｂ

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 ．

７
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６．若函数ｆ（ｘ）在定义域内满足

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ＋ｘ），则函数ｆ（ｘ）的图象
向左或向右平移︱ａ︱个单位后，能与
原来的图象完全重合．

答案：Ｂ
【预测考题２】２００６山东烟台期末，２１ 已知二次函数ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ∈Ｚ）
为偶函数，对于ｘ∈Ｒ，ｆ（ｘ）≤１恒成立，且ｆ（１）＝０．
（１）求ｆ（ｘ）的解析式；

（２）若Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ槡 ），（０≤ｘ≤１），

－ ｆ（ｘ槡 ），（－１≤ｘ＜０烅
烄

烆 ），
求Ｆ（ｘ）＋槡３ｘ的取值范围；

解：（１）∵ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），∴ｂ＝０．
∵ｆ（１）＝０，∴ａ＋ｃ＝０．
又∵ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｃ≤１恒成立，∴ａ＜０，ｃ≤１．∴０＞ａ≥－１．
由ａ∈Ｚ，得ａ＝－１，ｃ＝１，ｆ（ｘ）＝１－ｘ２．

（２）Ｆ（ｘ）＝
１－ｘ槡 ２　　（０≤ｘ≤１），

－ １－ｘ槡 ２　　（－１≤ｘ＜０）烅
烄

烆 ．

当０≤ｘ≤１时，Ｆ（ｘ）＋槡３ｘ＝ １－ｘ槡 ２＋槡３ｘ∈［１，２］．

当－１≤ｘ＜０时，Ｆ（ｘ）＋槡３ｘ＝－ １－ｘ槡 ２＋槡３ｘ＝－Ｆ（－ｘ）＋槡３ｘ∈
［－２，－１）．

∴Ｆ（ｘ）＋槡３ｘ的取值范围是［－２，－１）∪［１，２］

檪
檪
檪
檪
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檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

．

　

一、函数的图象关于点或直线对称或利用对称
性解题

【例１】已知函数ｆ（ｘ）＝－ 槡ａ
ａｘ＋槡ａ

（ａ＞０，ａ≠１）．

（１）证明函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象关于点（１
２

，－１
２

）对称；

（２）求ｆ（－２）＋ｆ（－１）＋ｆ（０）＋ｆ（１）＋ｆ（２）＋
ｆ（３）的值．
思路分析：如何证明函数的图象关于点或直线对
称？即在图象上任取一点Ａ（ｘ，ｙ），并设点Ａ关
于点或直线的对称点为Ｂ（ｘ０，ｙ０），再证明点Ｂ
也在函数的图象上即可．根据这种对称性，可以
研究某些函数值之间的关系．
（１）证明：函数ｆ（ｘ）的定义域为全体实数，任取

一点（ｘ，ｙ），它关于点（１
２

，－１
２

）对称的点的坐

标为（１－ｘ，－１－ｙ）．由已知，ｙ＝－ 槡ａ
ａｘ＋槡ａ

，

则－１－ｙ＝－１＋ 槡ａ
ａｘ＋槡ａ

＝－ ａｘ

ａｘ＋槡ａ
，

ｆ（１－ｘ）＝－ 槡ａ
ａ１－ｘ＋槡ａ

＝－ 槡ａ
ａ
ａｘ＋槡ａ

１

函数ｙ＝ １－ｘ槡 ２

｜ｘ＋４｜＋｜ｘ－３｜
的图象关于 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．ｘ轴对称　　　　　　　Ｂ．直线ｙ＝ｘ对称

Ｃ．原点对称 Ｄ．ｙ轴对称
解析：由１－ｘ２≥０，｜ｘ｜≤１；ｘ＋４＞０，ｘ－３＜０，∴函数ｙ＝

１－ｘ槡 ２

ｘ＋４＋３－ｘ
，即ｙ＝ １－ｘ槡 ２

７ ．故选Ｄ．

答案：Ｄ

１

设函数ｆ（ｘ）满足：

①对任意实数ｘ１，ｘ２，都有ｆ（ｘ１＋ｘ２）＋ｆ（ｘ１－ｘ２）＝２ｆ（ｘ１）ｆ（ｘ２）；

②函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象关于直线ｘ＝１对称；

③ｆ（ｘ）不恒为零，且当ｘ∈（０，１］时，ｆ（ｘ）＜１．
（１）求证：ｆ（ｘ）为偶函数；
（２）求证：ｆ（ｘ）是周期函数；

（３）求ｆ（１
３

）＋ｆ（２
３

）＋ｆ（３
３

）＋ｆ（４
３

）＋ｆ（５
３

）＋ｆ（６
３

）＋…＋

ｆ（２００５
３

）．

（１）证明：因ｆ（ｘ）不恒为零，故存在ｘ０，使得ｆ（ｘ０）≠０．令ｘ１＝
ｘ０，ｘ２＝０，由条件①得ｆ（ｘ０）＋ｆ（ｘ０）＝２ｆ（ｘ０）ｆ（０），

檪
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檪
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檪
檪
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檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 即
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＝－ 槡ａ·ａｘ

ａ＋槡ａ·ａｘ
＝－ ａｘ

ａｘ＋槡ａ
，

∴－１－ｙ＝ｆ（１－ｘ）．

即函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象关于点（１
２

，－１
２

）对称．

（２）解：由（１）有－１－ｆ（ｘ）＝ｆ（１－ｘ）．
即ｆ（ｘ）＋ｆ（１－ｘ）＝－１．
∴ｆ（－２）＋ｆ（３）＝－１，

ｆ（－１）＋ｆ（２）＝－１．
ｆ（０）＋ｆ（１）＝－１．
则ｆ（－２）＋ｆ（－１）＋ｆ（０）＋ｆ（１）＋ｆ（２）＋

ｆ（３）＝－３

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

　　这是证明对称性的一般方法．如果没有
（１），只有（２），则必须先研究对称性才能从中找
到规律即自变量和为１的两个函数值之间的关
系．请同学们从这道例题总结类似问题的解法．

２ｆ（ｘ０）×［ｆ（０）－１］＝０，因ｆ（ｘ０）≠０，故ｆ（０）＝１．
再令 ｘ１ ＝０，ｘ２ ＝ｘ，由条件 ① 得ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝

２ｆ（０）·ｆ（ｘ）＝２ｆ（ｘ），故ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ），从而ｆ（ｘ）为偶函数．
（２）证明：由条件②有：ｆ（１＋ｘ）＝ｆ（１－ｘ），即ｆ（ｘ）＝ｆ（２－ｘ），也即

ｆ（－ｘ）＝ｆ（２＋ｘ），又ｆ（ｘ）为偶函数，故有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），所以

ｆ（ｘ＋２）＝ｆ（ｘ），即ｆ（ｘ）是周期为２的周期函数．
（３）解：∵ｆ（ｘ）是周期为２的函数，∴ｆ（２）＝ｆ（０）＝１，令ｘ１＝
ｘ２＝１，由条件①得ｆ（２）＋ｆ（０）＝２ｆ２（１），∴ｆ２（１）＝１．
又因ｆ（１）＜１，故ｆ（１）＝－１．

又令ｘ１＝ｘ２＝
１
３

，由条件①得

ｆ（２
３

）＋ｆ（０）＝２ｆ２（１
３

）． （）

令ｘ１＝
２
３

，ｘ２＝
１
３

，由条件①得

ｆ（１）＋ｆ（１
３

）＝２ｆ（２
３

）·ｆ（１
３

）． （）

由（）（）联立求得ｆ（１
３

）＝－１或ｆ（１
３

）＝１
２．

若ｆ（１
３

）＝－１，由（）得ｆ（２
３

）＝１，不满足条件③，从而

ｆ（１
３

）＝１
２

，ｆ（２
３

）＝－１
２．

又由条件②有ｆ（１
３

）＝ｆ（５
３

），ｆ（４
３

）＝ｆ（２
３

），故ｆ（１
３

）＋

ｆ（２
３

）＋ｆ（３
３

）＋ｆ（４
３

）＋ｆ（５
３

）＋ｆ（６
３

）＝０．

又由于ｆ（ｘ）的周期为２，

故原式＝３３４×０＋ｆ（２００５
３

）＝ｆ（１
３

）＝１
２
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二、关于二次函数的问题
【例２】已知ｙ＝ｆ（ｘ）是定义在 Ｒ上的奇函数，当

ｘ≤０时，ｆ（ｘ）＝２ｘ＋ｘ２．
（１）求ｘ＞０时ｆ（ｘ）的解析式；
（２）是否在存在这样的正数ａ、ｂ，当ｘ∈［ａ，ｂ］时

ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ），且ｇ（ｘ）的值域为［１
ｂ

，１
ａ

］？若存

在，求出所有的ａ，ｂ的值；若不存在，请说明理由．
思路分析：二次函数在高中数学和大学数学中是
极其重要的内容，应用相当广泛，借助于图象可
与一元二次方程，一元二次不等式有机地联系起
来．给定定义域求值域，常常带有字母参数，这时
关于定义域与对称轴位置关系的讨论就是一个

重要的考查点．借助于函数的图象，研究一元二
次方程根的分布也是一个重要考点．
解：（１）任取ｘ＞０，则－ｘ＜０，

∴ｆ（－ｘ）＝－２ｘ＋（－ｘ）２．
对ｆ（ｘ）是奇函数，－ｆ（ｘ）＝－２ｘ＋ｘ２，
即ｆ（ｘ）＝２ｘ－ｘ２（ｘ＞０）．
（２）分下述三种情况：

①当０＜ａ＜ｂ≤１时，１ａ＞１，即当ｘ＞０时，

２

已知关于ｘ的方程ｘ２＋（１
２－２ｍ）ｘ＋ｍ２－１＝０（ｍ是与ｘ无关

的实数）的两个实根在区间［０，２］内，求ｍ的取值范围．

解：设函数ｆ（ｘ）＝ｘ２＋（１
２－２ｍ）ｘ＋ｍ２－１，

由右图知，方程的两根都在区间［０，２］
内的充要条件为

（１
２－２ｍ）２－４（ｍ２－１）≥０，

０＜－

１
２－２ｍ

２ ＜２，

ｆ（０）＝ｍ２－１≥０，

ｆ（２）＝４＋２（１２－２ｍ）＋ｍ２－１≥０

烅

烄

烆
，

即

ｍ≤１７
８

，

１
４＜ｍ＜９

４
，

ｍ≤－１或ｍ≥１，
（ｍ－２）２≥０

烅

烄

烆 ．

故ｍ的取值范围为［１，１７
８

］
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ｆ（ｘ）的最大值为１，故此时不可能使ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．
②若０＜ａ＜１＜ｂ时，此时若ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ），

则ｇ（ｘ）的最大值为ｇ（１）＝ｆ（１）＝１而１ａ＝１得

ａ＝１，这与０＜ａ＜１＜ｂ矛盾．
③若１≤ａ＜ｂ，因为当ｘ≥１时，ｆ（ｘ）是减

函数，则ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝２ｘ－ｘ２，于是有

１
ｂ＝ｇ（ｂ）＝－ｂ２＋２ｂ

１
ａ＝ｇ（ａ）＝－ａ２＋２

烅

烄

烆
ａ


（ａ－１）（ａ２－ａ－１）＝０，
（ｂ－１）（ｂ２－ｂ－１）＝０｛ ．

当注意到１≤ａ＜ｂ 时，解得ａ＝１，ｂ＝

槡１＋ ５
２

，故当ａ＝１，ｂ＝ 槡１＋ ５
２
时满足题意

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
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櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

　　本例对称轴ｘ＝１是固定的，讨论定义域
［ａ，ｂ］与对称轴ｘ＝１的位置关系就分三种情
况，需要结合图象帮助分析，以寻找最大值和最
小值的位置．

２

已知方程ａｘ２＋２（２ａ－１）ｘ＋４ａ－７＝０，ａ∈Ｎ，问ａ为何值时，
方程至少有一个整数解？

解：将原方程化为ａ（ｘ＋２）２＝２ｘ＋７，显然ｘ≠－２，

∴ａ＝ ２ｘ＋７
（ｘ＋２）２

（ｘ≠－２）．

∵ａ∈Ｎ，

∴２ｘ＋７≥（ｘ＋２）２，解得：

－３≤ｘ≤１，且ｘ∈Ｚ，ｘ≠－２，

∴ｘ只能在－３，－１，０，１中取值．
验证得：仅当ｘ＝－３，ｘ＝－１时ａ为正整数，代入求得ａ＝

１或ａ＝５

檪
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．

三、利用函数图象解题
【例３】求函数ｕ＝ ２ｔ槡 ＋４＋ ６－槡 ｔ的最值．
思路分析：本例带有两个根式，如何去掉根号是
关键．显然需要用换元法，只换一个根号，如令

ｘ＝ ２ｔ槡 ＋４，则增加了一个新元且仍有一个根
号，不合适．因此需要把两个根号全换元．换元的
过程需要注意新元的取值范围．

解：令ｘ＝ ２ｔ槡 ＋４，ｙ＝ ６－槡 ｔ，

则ｘ２＋２ｙ２＝１６（０≤ｘ≤４，０≤ｙ≤ 槡２ ２）
所给函数化为以ｕ为

参数的直线系ｙ＝－ｘ＋
ｕ，它与椭圆ｘ２＋２ｙ２＝１６
在第一象限的部分（包括
端点）有公共点，如右图所

示，ｕｍｉｎ 槡＝２ ２，相切于第

一象限时有ｕｍａｘ，此时由方程组：
ｙ＝－ｘ＋ｕ，

ｘ２＋２ｙ２＝１６｛ ．
得３ｘ２－４ｕｘ＋２ｕ２－１６＝０．

解Δ＝０，得ｕ 槡＝±２ ６，

又直线在第一象限，故ｕｍａｘ 槡＝２ ６

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

　　该题若用常规法较难求解，但换元以后可
借助线性归划的思想，再运用数形结合则起到
了事半功倍的效果．考查了逻辑思维，计算与迁
移能力，以及化归与转化的思想．

３

已知函数ｆ（ｘ）＝｜ｘ２＋２ｘ｜，若关于ｘ的方程ｆ２（ｘ）＋ｂｆ（ｘ）＋ｃ
＝０有７个不同的实数解，则ｂ，ｃ的大小关系为 （　　）⋯⋯⋯

Ａ．ｂ＞ｃ　　　　　　　　　Ｂ．ｂ≥ｃ与ｂ≤ｃ中至少有一个正确

Ｃ．ｂ＜ｃ Ｄ．不能判定
解析：令ｆ（ｘ）＝ｔ，则ｆ２（ｘ）＋ｂｆ（ｘ）＋
ｃ＝０①变为ｔ２＋ｂｔ＋ｃ＝０②，要使①有

７个解，即②必须有两解，即ｆ（ｘ）＝
｜ｘ２＋２ｘ｜与ｆ（ｘ）＝ｔ有７个交点（如
右图），所以方程②必有两个解，而

ｆ（ｘ）＝ｔ中的一条直线必过ｆ（ｘ）＝ｘ２＋２ｘ的顶点，故②式有一
解为ｔ１＝１，另一直线与ｆ（ｘ）＝｜ｘ２＋２ｘ｜的图象有４个交点，故

②式的另一解ｔ２ 必在（０，１）上，所以ｔ１＋ｔ２＝－ｂ＞０ｂ＜０，

ｔ１ｔ２＝ｃ＞０，所以ｂ＜ｃ，故选Ｃ．
答案：Ｃ

３

设ｙ＝（ｌｏｇ２ｘ）２＋（ｔ－２）ｌｏｇ２ｘ－ｔ＋１，若ｔ在［－２，２］上变化时，

ｙ恒取正值，求实数ｘ的取值范围．
解：设ｙ＝ｆ（ｔ）＝（ｌｏｇ２ｘ－１）ｔ＋［（ｌｏｇ２ｘ）２－２ｌｏｇ２ｘ＋１］，则ｆ（ｔ）
为一次函数．当ｔ∈［－２，２］时，ｆ（ｔ）＞０恒成立，

则
ｆ（－２）＞０，

ｆ（２）＞０｛ ，
即

（ｌｏｇ２ｘ）２－４ｌｏｇ２ｘ＋３＞０，

（ｌｏｇ２ｘ）２－１＞０｛ ．

∴ｌｏｇ２ｘ＜－１或ｌｏｇ２ｘ＞３，∴０＜ｘ＜１
２
或ｘ＞８．

故ｘ的取值范围是（０，１
２

）∪（８，＋∞）
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　 如烟往事俱忘却，心底无私天地宽。———陶铸



１ 若奇函数ｆ（ｘ）＝ｋａｘ－ａ－ｘ（ａ＞０且ａ≠１）在Ｒ上是增函

数，那么ｇ（ｘ）＝ｌｏｇａ（ｘ＋ｋ）的大致图象是 （　　）⋯⋯

解析：∵ｆ（ｘ）为奇函数，

∴ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）．
∴ｋａ－ｘ－ａｘ＝ａ－ｘ－ｋａｘ．
∴ｋ＝１．
又ｆ（ｘ）为增函数，

∴ｆ（ｘ）＝ａｘ－ａ－ｘ为增函数，
则ａ＞１即ｇ（ｘ）＝ｌｏｇａ（ｘ＋１）（ａ＞１）．
∴图象为Ｃ．

答案：Ｃ

２ 设二次函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋ａ（ａ＞０），若ｆ（ｍ）＜０，则

ｆ（ｍ－１）的值为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．正数

Ｂ．负数

Ｃ．非负数

Ｄ．正数、负数和零都有可能

解析：∵ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋ａ的对称轴为ｘ＝１
２

，且ｆ（１）＞

０，ｆ（０）＞０，而ｆ（ｍ）＜０，

∴ｍ∈（０，１），

∴ｍ－１＜０，

∴ｆ（ｍ－１）＞０．
答案：Ａ

３ 某工厂六年来生产某种产品的情况是：前三年年产量的

增长速度越来越快，后三年年产量保持不变，则该厂六
年来这种产品的总产量与时间ｔ的函数关系可用图象表
示的是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

解析：前三年年产量的增长速度越来越快，总产量Ｃ与
时间ｔ（年）的函数关系，在图上反映出来，当ｔ∈［０，３］时
是选项Ａ、Ｃ中的形状；又后三年年产量保持不变，总产
量Ｃ与时间ｔ（年）的函数关系应如选项 Ａ所示．于是
选Ａ．
答案：Ａ

４ 设定义域为Ｒ的函数ｆ（ｘ）＝
１

｜ｘ－１｜　（ｘ≠１）

１　　　ｘ
烅
烄

烆 ＝１
，若关

于ｘ的方程ｆ２（ｘ）＋ｂｆ（ｘ）＋ｃ＝０有３个不同的实数解

ｘ１、ｘ２、ｘ３，则ｘ１
２＋ｘ２

２＋ｘ３
２等于　　　　．

解析：关于ｆ（ｘ）的方程有两个重根１或有一根１和一非
正根，ｘ１，ｘ２，ｘ３为ｆ（ｘ）＝１的三个根，三根分别为０，１，

２，故ｘ１
２＋ｘ２

２＋ｘ３
２＝５．

答案：５

５ 已知函数ｙ＝ｆ（ｘ）是偶函数，

ｙ＝ｇ（ｘ）是奇函数，它们的定义
域为［－π，π］，且它们在ｘ∈［０，

π］上的图象如右图所示，则不等

式ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）＞０的解集为　　　　．

解析：由已知画出ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）的图象，根据ｆ（ｘ）和

ｇ（ｘ）同号，得到答案：（－π，－π
３

）∪（０，π
３

）．

答案：（－π，－π
３

）∪（０，π
３

）

６ 已知函数ｆ（ｘ）＝ｋｘ＋ｂ的图象与ｘ、ｙ轴分别相交于点

Ａ、Ｂ，→ＡＢ＝２ｉ＋２ｊ（ｉ、ｊ分别是与ｘ、ｙ轴正半轴同方向的
单位向量），函数ｇ（ｘ）＝ｘ２－ｘ－６．
（１）求ｋ、ｂ的值；
（２）当ｘ满足ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ）时，若ｇ（ｘ）≥－５ｘ＋ｍ 恒成
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立，求ｍ的取值范围．

解：（１）由已知得Ａ（－ｂ
ｋ

，０），Ｂ（０，ｂ），则 →ＡＢ＝（ｂ
ｋ

，ｂ），

于是ｂ
ｋ ＝２，ｂ＝２．

∴ｋ＝１，ｂ＝２．
（２）由ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ），得ｘ＋２≥ｘ２－ｘ－６，即（ｘ＋

２）（ｘ－４）≤０，得 －２≤ｘ≤４，
由题意，得：ｘ２－ｘ＋６≥－５ｘ＋ｍ 对任意的ｘ∈

［－２，４］恒成立 ．
记ｈ（ｘ）＝ｘ２ ＋４ｘ＋６－ｍ，其对称轴方程为：

ｘ＝－２．
∴ｈ（ｘ）在ｘ∈［－２，４］是单调递增函数．
∴ｈ（ｘ）ｍｉｎ＝ｈ（－２）＝２－ｍ．
由ｘ２－ｘ＋６≥－５ｘ＋ｍ对任意的ｘ∈［－２，４］恒成

立，得２－ｍ≥０，解得：ｍ≤２．

７ 函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象与直线ｘ＝２的公共点的个数为

　　　　．
解析：根据函数的定义，对于每一个ｘ的值，都有唯一的

ｙ的值和它相对应．由于定义域未知，故答案为０个
或１个．
答案：０个或１个

８ ２００６广东湛江测试（二），１９ 设ｆ（ｘ）是定义在［－１，１］

上的偶函数，当ｘ∈［－１，０］时，ｆ（ｘ）＝ｇ（２－ｘ），且当

ｘ∈［２，３］时ｇ（ｘ）＝２ａ（ｘ－２）－４（ｘ－２）３．
（１）求ｆ（ｘ）的表达式；
（２）是否存在正实数ａ（ａ＞６），使函数ｆ（ｘ）的图象的最
高点在直线ｙ＝１２上？若存在，求出正实数ａ的值；
若不存在，请说明理由．
解：（１）当ｘ∈［－１，０］时，２－ｘ∈［２，３］，

ｆ（ｘ）＝ｇ（２－ｘ）＝２ａ（－ｘ）－４（－ｘ）３＝４ｘ３－２ａｘ，
得ｆ（ｘ）＝４ｘ３－２ａｘ（ｘ∈［－１，０］）．
∵ｙ＝ｆ（ｘ）在［－１，１］上是偶函数，

∴当ｘ∈［０，１］时，ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ）＝－４ｘ３＋２ａｘ，

∴ｆ（ｘ）＝
４ｘ３－２ａｘ，－１≤ｘ＜０，

－４ｘ３＋２ａｘ，０≤ｘ≤１｛ ．
（２）命题条件等价于［ｆ（ｘ）］ｍａｘ＝１２，因为ｆ（ｘ）为偶

函数，所以只需考虑０≤ｘ≤１的情况．
ｆ′（ｘ）＝－１２ｘ２＋２ａ（０≤ｘ≤１，ａ＞６），

由ｆ′（ｘ）＝０得ｘ＝ ａ槡６
或ｘ＝－ ａ槡６

（舍）．

∵ ａ槡６＞１，当０≤ｘ≤１时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）在

［０，１］上单调递增．
∴［ｆ（ｘ）］ｍａｘ＝ｆ（１）＝１２，∴ａ＝８．
综上，存在ａ＝８使得ｆ（ｘ）的图象的最高点在直线

ｙ＝１２上．

９ 已知ｆ（ｘ）＝ｌｏｇ４（４ｘ＋１）＋ｋｘ（ｋ∈Ｒ）是偶函数．
（１）求ｋ的值；
（２）证明：对任意实数ｂ，函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象与直线ｙ＝

１
２ｘ＋ｂ最多只有一个交点；

（３）设ｇ（ｘ）＝ｌｏｇ４（ａ·２ｘ－４
３ａ），若函数ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）的

图象有且只有一个公共点，求实数ａ的取值范围．

（１）解：ｆ（ｘ）是偶函数ｆ（－１）＝ｆ（１）ｋ＝－１
２

ｆ（ｘ）＝ｌｏｇ４（４ｘ＋１）－１
２ｘ；

（２）证法一：ｆ（ｘ）＝１
２ｘ＋ｂ４ｘ＋１＝４ｘ＋ｂ．假定存在ｘ１、ｘ２

∈Ｒ且ｘ１≠ｘ２，使得４ｘ１ ＋１＝４ｘ１＋ｂ，４ｘ２ ＋１＝４ｘ２＋ｂ，则两式相
减得４ｘ１－４ｘ２＝４ｂ（４ｘ１－４ｘ２）ｂ＝０，但当ｂ＝０时，４ｘ＋１＝４ｘ

是不可能成立的，故假定为假，命题为真；

证法二：ｆ（ｘ）＝１
２ｘ＋ｂｂ＝ｌｏｇ４（４ｘ＋１）－ｘ． ①

令ｇ（ｘ）＝ｌｏｇ４（４ｘ＋１）－ｘ，则ｇ′（ｘ）＝－ １
４ｘ＋１＜０，

所以函数ｇ（ｘ）在定义域Ｒ上是减函数，因此，对任意实
数ｂ，方程①最多只有一个实数解，亦即函数ｙ＝ｆ（ｘ）的

图象与直线ｙ＝１
２ｘ＋ｂ最多只有一个交点；

（３）解析：ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）４ｘ＋１＝ａ（４ｘ－４
３

·２ｘ）．令２ｘ＝

ｔ＞０，则原问题等价于关于ｔ的方程（ａ－１）ｔ２－４
３ａｔ－

１＝０只有一个正实根，从而有：

①若ａ－１＝０，即ａ＝１，则ｔ＝－ ３
４

，不合题意，

舍去；

②若Δ＝１６
９ａ２＋４（ａ－１）＝０，即ａ＝３

４
或ａ＝－３，经

检验，ａ＝－３符合题意；

③方程有一个正根和一个负根，即 －１
ａ－１＜０，即ａ＞１

符合题意．
综上所述，实数ａ的取值范围是｛－３｝∪（１，＋∞）．

２１

　 不傲才以骄人，不以宠而作威。———诸葛亮



专题提升训练一（理科）

一、选择题

１ 由下列各组命题构成“ｐ或ｑ”“ｐ且ｑ”“非ｐ”形式的复

合命题，其中“ｐ或ｑ”为真，“ｐ且ｑ”为假，“非ｐ”为真
的是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．ｐ：３是偶数，ｑ：４是奇数
Ｂ．ｐ：３＋２＝６，ｑ：５＞３
Ｃ．ｐ：ａ∈｛ａ，ｂ｝，ｑ：｛ａ｝｛ａ，ｂ｝

Ｄ．ｐ：ＱＲ，ｑ：Ｎ＝｛正整数｝
解析：由题意得ｐ假ｑ真，故选Ｂ．
答案：Ｂ

２ 设ｆ：ｘ→ｘ２是集合Ａ到集合Ｂ 的映射，如果Ｂ＝｛１，２｝，

则Ａ∩Ｂ一定是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．　 　　Ｂ．或｛１｝　　Ｃ．｛１｝　　　Ｄ．或｛２｝
解析：由ｆ：ｘ→ｘ２是集合Ａ到集合Ｂ 的映射，如果Ｂ｛１，

２｝，则Ａ＝｛－１，１， 槡－ ２，槡２｝或Ａ＝｛－１，１， 槡－ ２｝或Ａ＝
｛－１，１，槡２｝或Ａ＝｛１， 槡－ ２，槡２｝或Ａ＝｛－１， 槡－ ２，槡２｝

或Ａ＝｛１，槡２｝或Ａ＝｛１， 槡－ ２｝或Ａ＝｛－１，槡２｝或Ａ＝
｛－１， 槡－ ２｝，所以Ａ∩Ｂ＝或｛１｝．
答案：Ｂ

３ 已知函数ｆ（ｘ）＝２ｘ２－ｍｘ＋３，当ｘ∈（－２，＋∞）时是

增函数，当ｘ∈（－∞，－２）时是减函数，则ｆ（１）等于…
（　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．－３ Ｂ．１３
Ｃ．７ Ｄ．含有ｍ的变量
解析：∵ｆ（ｘ）在（－２，＋∞）上是增函数，在（－∞，－２）上

是减函数，∴ｆ（ｘ）的对称轴方程为ｘ＝ ｍ
４ ＝－２，

∴ｍ＝－８．这时ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋８ｘ＋３，∴ｆ（１）＝１３．故选Ｂ．
答案：Ｂ

４ 已知函数ｆ（ｘ）＝３ｘ－１，则它的反函数ｙ＝ｆ－１（ｘ）的图

象是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

解析：反函数ｆ－１（ｘ）＝１＋ｌｏｇ３ｘ，根据ｆ－１（ｘ）的定义域
及值域观察可得Ｄ．
答案：Ｄ

５ ２００６河南郑州质检（一），７ 已知函数ｆ（ｘ）＝

ｘ２，０≤ｘ≤１，

－ｘ＋２，１＜ｘ≤２｛ ，
是周期为４的偶函数，则ｆ（６．６）

等于…… （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．０．３６ Ｂ．０．４ Ｃ．０．２４ Ｄ．０．６
解析：ｆ（６．６）＝ｆ（６．６－８）＝ｆ（－１．４）＝ｆ（１．４）＝
－１．４＋２＝０．６．
答案：Ｄ

６ 已知函数ｆ（ｘ）＝ｌｏｇｓｉｎ１（ｘ２－６ｘ＋５）在（ａ，＋∞）上是减

函数，则实数ａ的取值范围为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．（５，＋∞） Ｂ．（３，＋∞）

Ｃ．（－∞，３） Ｄ．［５，＋∞）
解析：定义域为（－∞，１）∪（５，＋∞）．而函数ｘ２－６ｘ＋５
在ｘ≥３ 时为增函数，故 ｆ（ｘ）的单调减区间为
（５，＋∞），从而ａ≥５．
答案：Ｄ

７Ｒ上的函数ｙ＝ｆ（ｘ）不恒为零，同时满足ｆ（ｘ＋ｙ）＝

ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），且当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＞１，则当ｘ＜０时，一
定有 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．ｆ（ｘ）＜－１ Ｂ．－１＜ｆ（ｘ）＜０
Ｃ．ｆ（ｘ）＞１ Ｄ．０＜ｆ（ｘ）＜１
解析：显然ｆ（ｘ）＝２ｘ满足条件，当ｘ＜０时，有０＜２ｘ＜
１，故选Ｄ．
答案：Ｄ

８ 若一系列函数的解析式相同，值域相同，但其定义域不

同，则称这些函数为“同族函数”，那么函数解析式为ｙ＝
ｘ２，值域为｛１，４｝的“同族函数”共有 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．７个 Ｂ．８个

Ｃ．９个 Ｄ．１０个
解析：定义域分别是｛１，２｝｛１，－２｝｛－１，２｝｛－１，－２｝
｛１，－１，２｝｛１，－１，－２｝｛１，２，－２｝｛－１，２，－２｝｛１，－１，

２，－２｝的函数ｙ＝ｘ２．
答案：Ｃ

二、填空题

９ 已知ｆ（ｘ）是定义在Ｒ上的奇函数，且ｆ（ｘ＋４）＝ｆ（ｘ）

对任意ｘ∈Ｒ成立，如果当ｘ∈［０，１］时，ｆ（ｘ）＝２ｘ，则

ｆ（ｌｏｇ１
２
２３）的值是　　　　．

解析：利用ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），以及ｆ（ｘ）以４为周期可
求出．
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答案：－２３
１６

１０若关于ｘ的方程９ｘ＋（４＋ａ）·３ｘ＋４＝０有解，则实数ａ
的取值范围是　　　　．

解析：令３ｘ＝ｔ（ｔ＞０），则ａ＝－ｔ
２＋４
ｔ －４≤－８．

答案：ａ≤－８

１１函数ｆ（ｘ）＝３ａｘ＋２ｂ－２－ａ，ｘ∈［－１，１］，若ｆ（ｘ）≥１

恒成立，则ｂ的最小值为　　　　．
解析：函数ｆ（ｘ）是一次函数，故由题意得

ｆ（－１）≥１，

ｆ（１）≥１｛ ，
即

－４ａ＋２ｂ－３≥０，

２ａ＋２ｂ－３≥０｛ ．

消去ａ，得ｂ≥３
２．

答案：３
２

１２关于ｘ的方程｜ｘ２－４ｘ＋３｜－ａ＝ｘ有三个不相等的实

数根，则实数ａ的值是　　　　．
解析：如下图所示，要使关于ｘ的方程｜ｘ２－４ｘ＋３｜－ａ
＝ｘ有三个不相等的实数根，则ｆ（ｘ）＝｜ｘ２－４ｘ＋３｜与

ｙ＝ｘ＋ａ的图象必有三个不同的交点，所以ｙ＝ｘ＋ａ的
图象经过（１，０）或者ｙ＝ｘ＋ａ的图象与ｆ（ｘ）＝｜ｘ２－４ｘ

＋３｜的图象相切．从而可得实数ａ＝－１或ａ＝－３
４．

答案：－１或－３
４

１３在经济学中，定义Ｍｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋１）－ｆ（ｘ），称Ｍｆ（ｘ）

为函数ｆ（ｘ）的边际函数，某企业的一种产品的利润函
数Ｐ（ｘ）＝－ｘ３＋３０ｘ２＋１０００（ｘ∈［１０，２５］且ｘ∈Ｎ），
则它的边际函数 ＭＰ（ｘ）＝　　　　　　　　　　．
（注：用多项式表示）
解析：ＭＰ（ｘ）＝－（ｘ＋１）３＋３０（ｘ＋１）２＋１０００－（－ｘ３

＋３０ｘ２＋１０００）＝－３ｘ２＋５７ｘ＋２９．
由ｘ∈［１０，２５］，ｘ＋１∈［１０，２５］且ｘ∈Ｎ，得ｘ∈

［１０，２４］且ｘ∈Ｎ．
答案：－３ｘ２＋５７ｘ＋２９（ｘ∈［１０，２４］且ｘ∈Ｎ）

１４已知函数ｆ（ｘ）＝｜ｘ２－２ａｘ＋ｂ｜（ｘ∈Ｒ）．给出下列命题：

①ｆ（ｘ）必是偶函数；

②当ｆ（０）＝ｆ（２）时，ｆ（ｘ）的图象必关于直线ｘ＝１
对称；

③若ａ２－ｂ≤０，则ｆ（ｘ）在区间［ａ，＋∞）上是增函数；

④ｆ（ｘ）有最大值｜ａ２－ｂ｜．

其中正确命题的序号是　　　　　　．
解析：当ａ２－ｂ≤０时，ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ａｘ＋ｂ，图象的对称
轴为ｘ＝ａ，开口向上，③对．
答案：③

三、解答题

１５２００６上海奉贤高三期末，２２ 函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒ满足

ｆ（ｘ＋１）＝ａｆ（ｘ），ａ是不为０的常数，当０≤ｘ≤１时，

ｆ（ｘ）＝ｘ（１－ｘ），
（１）若函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒ是周期函数，写出符合条件ａ
的值；

（２）若ｎ≤ｘ≤ｎ＋１（ｎ≥０，ｎ∈Ｚ），求ｙ＝ｆ（ｘ）的表达式ｙ
＝ｆｎ（ｘ）；

（３）若函数ｙ＝ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上的值域是闭区间，求ａ
的取值范围；
解析：（１）当ａ＝１时，Ｔ＝１．ａ＝－１时，Ｔ＝２．

（２）ｎ≤ｘ≤ｎ＋１（ｎ≥０，ｎ∈Ｚ）时

ｆｎ（ｘ）＝ａｆｎ－１（ｘ－１）＝ａ２ｆｎ－１（ｘ－２）＝…＝ａｎｆ１（ｘ－ｎ）

∴ｆｎ（ｘ）＝ａｎ（ｘ－ｎ）（ｎ＋１－ｘ）．
（３）∵ｆｎ（ｘ）＝ａｎ（ｘ－ｎ）（ｎ＋１－ｘ），

∴－１
４｜ａ｜ｎ≤ｆｎ（ｘ）≤１

４｜ａ｜ｎ

当｜ａ｜＞１时，ｆ（ｘ）∈（－∞，＋∞）舍去；

当ａ＝１时ｆ（ｘ）∈［０，１
４

］符合；

当ａ＝－１时ｆ（ｘ）∈［－１
４

，１
４

］符合；

当０＜ａ＜１时ｆ（ｘ）∈［０，１
４

］符合；

当－１＜ａ＜０时ｆ（ｘ）∈［０，１
４

］符合；

∴ａ∈［－１，０）∪（０，１］．

１６２００６山东青州一模，２０ 因居民住房拆迁的需要，准备

在某小区建造总面积为４００００ｍ２完全相同的住房若干

栋．已知面积为Ｍ 的一栋房子，其造价是由地面部分造

价和基础部分造价组成，地面部分的造价与Ｍ 槡Ｍ成正
比，基础部分的造价与槡Ｍ成正比．据统计，一栋面积为
１６００ｍ２的住房造价是１７６．８万元，其中地面部分的费
用是基础部分的３６％，试确定：建造多少栋房子，可使总
费用最少？并求出总费用．
解：设建造ｎ栋房子，可使总费用最少．

则Ｍ＝４００００
ｎ ．

设面积为Ｍ 的一栋房子的造价为

ｙ＝ｋ１Ｍ 槡Ｍ＋ｋ２槡Ｍ，

∴
１７６．８＝ｋ１×１６００×４０＋４０ｋ２，

１６００ｋ１×４０＝４０ｋ２×３６％｛ ．

∴ｋ２＝
１３
４．

则总造价Ｗ＝ｎｙ＝４００００
Ｍ

·ｙ＝４００００（Ｍ 槡Ｍｋ１

Ｍ ＋

４１
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ｋ２ 槡Ｍ
Ｍ

）＝４００００（槡Ｍｋ１＋
ｋ２

槡Ｍ
）≥２×４００００ ｋ１ｋ槡 ２，

当且仅当Ｍ＝ｋ２

ｋ１
时取最小值，即４００００

ｎ ＝４００００
９ ．

∴ｎ＝９时，Ｗ 取最小值．

又ｋ１ｋ２＝（ｋ２）２×
３６

１６００００
，

∴Ｗｍｉｎ＝２×４００００×１３
４× ６

４００＝３９００．

∴当建造９栋房子时，总费用最少为３９００万元．

１７定义在（－１，１）上的函数ｆ（ｘ）满足：对任意ｘ、ｙ∈（－１，

１）都有ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）＝ｆ（ｘ＋ｙ
１＋ｘｙ

）．

（１）求证：函数ｆ（ｘ）是奇函数；
（２）如果当ｘ∈（－１，０）时，有ｆ（ｘ）＞０，求证：ｆ（ｘ）在

（－１，１）上是单调递减函数；

（３）在（２）的条件下解不等式：ｆ（ｘ＋１
２

）＋ｆ（１
１－ｘ

）＞０．

（１）证明：令ｘ＝ｙ＝０，则ｆ（０）＋ｆ（０）＝ｆ（０），故ｆ（０）＝０．

令ｙ＝－ｘ，则ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ－ｘ
１－ｘ２）＝ｆ（０）＝０．

∴ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），
即函数ｆ（ｘ）是奇函数．

（２）证明：设ｘ１＜ｘ２∈（－１，１），则ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝

ｆ（ｘ１）＋ｆ（－ｘ２）＝ｆ（ｘ１－ｘ２

１－ｘ１ｘ２
）．

∵ｘ１＜ｘ２∈（－１，１），

∴ｘ１－ｘ２＜０，－１＜ｘ１ｘ２＜１．

因此－１＜
ｘ１－ｘ２

１－ｘ１ｘ２
＜０，

∴ｆ（ｘ１－ｘ２

１－ｘ１ｘ２
）＞０，即ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）．

∴函数ｆ（ｘ）在（－１，１）上是减函数．

（３）解：不 等式 ｆ（ｘ＋ １
２

）＋ｆ（ １
１－ｘ

）＞０，化为

ｆ（ｘ＋１
２

）＞ｆ（１
ｘ－１

）．

∵函数ｆ（ｘ）在（－１，１）上是减函数，

∴

－１＜ｘ＋１
２＜１，

－１＜ １
ｘ－１＜１，

ｘ＋１
２＜ １

ｘ－１

烅

烄

烆
．

解得：－３
２＜ｘ＜－１．

∴原不等式的解集为｛ｘ｜－３
２＜ｘ＜－１｝．

１８函数ｆ（ｘ）＝ｌｏｇａ（ｘ－３ａ）（ａ＞０且ａ≠１），当点Ｐ（ｘ，ｙ）

是函数ｙ＝ｆ（ｘ）图象上的点时，Ｑ（ｘ－２ａ，－ｙ）是函数

ｙ＝ｇ（ｘ）图象上的点．
（１）写出函数ｙ＝ｇ（ｘ）的解析式；
（２）当ｘ∈［ａ＋２，ａ＋３］时，恒有｜ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜≤１，试确

定ａ的取值范围．
解：（１）设Ｐ（ｘ０，ｙ０）是ｙ＝ｆ（ｘ）图象上的点，Ｑ（ｘ，ｙ）是

ｙ＝ｇ（ｘ）图象上的点，则

ｘ＝ｘ０－２ａ，

ｙ＝－ｙ０｛ ．

∴
ｘ０＝ｘ＋２ａ，

ｙ０＝－ｙ｛ ．
∴－ｙ＝ｌｏｇａ（ｘ＋２ａ－３ａ），

∴ｙ＝ｇ（ｘ）＝ｌｏｇａ
１

ｘ－ａ
（ｘ＞ａ）．

（２）ｘ－３ａ＞０，

ｘ－ａ＞０｛ ．
∴ｘ＞３ａ．
∵ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）在［ａ＋２，ａ＋３］上有意义，

∴３ａ＜ａ＋２，∴０＜ａ＜１．
∵｜ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜≤１恒成立，

∴｜ｌｏｇａ（ｘ－３ａ）（ｘ－ａ）｜≤１恒成立．


－１≤ｌｏｇａ［（ｘ－２ａ）２－ａ２］≤１，

０＜ａ＜１｛ ，

ａ≤（ｘ－２ａ）２－ａ２≤１
ａ．

对ｘ∈［ａ＋２，ａ＋３］上恒成立，令ｈ（ｘ）＝（ｘ－２ａ）２

－ａ２，其对称轴ｘ＝２ａ．２ａ＜２，２＜ａ＋２，

∴当ｘ∈［ａ＋２，ａ＋３］时，ｈ（ｘ）ｍｉｎ＝ｈ（ａ＋２），

ｈ（ｘ）ｍａｘ＝ｈ（ａ＋３）．

∴
ａ≤ｈ（ｘ）ｍｉｎ

１
ａ≥ｈ（ｘ）烅

烄

烆
ｍａｘ


ａ≤４－４ａ，

１
ａ≥９－６ａ烅

烄

烆 ．

０＜ａ≤ 槡９－ ５７
１２ ．

１９已知方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０有两个相异的实根．
求证：若ｋ≠０，则方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＋ｋ（２ｘ＋ｐ）＝０也有
两个相异的实根，并且仅有一个根在前一个方程的两根
之间．
证明：（１）∵方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０有相异的两个实根，

∴Δ１＝ｐ２－４ｑ＞０．
又∵ｋ≠０，

∴方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＋ｋ（２ｘ＋ｐ）＝０的判别式

Δ２＝（ｐ＋２ｋ）２－４（ｑ＋ｋｐ）＝ｐ２＋４ｋｐ＋４ｋ２－４ｑ－
４ｋｐ＝ｐ２－４ｑ＋４ｋ２＞０．

∴方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＋ｋ（２ｘ＋ｐ）＝０有两个相异实根
（２）设ｆ１（ｘ）＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ，ｆ２（ｘ）＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＋

ｋ（２ｘ＋ｐ），且ｘ１、ｘ２是ｆ１（ｘ）＝０的两根．
则ｆ２（ｘ１）ｆ２（ｘ２）＝［ｘ１

２＋（ｐ＋２ｋ）ｘ１＋（ｑ＋ｋｐ）］·
［ｘ２

２＋（ｐ＋２ｋ）ｘ２＋（ｑ＋ｋｐ）］

＝（２ｋｘ１＋ｋｐ）（２ｋｘ２＋ｋｐ）＝ｋ２（４ｑ－ｐ２）＜０．
∴方程ｆ２（ｘ）＝０在ｘ１与ｘ２之间只有一个实根．

２０设ｆ（ｘ）的定义域为ｘ∈Ｒ且ｘ≠ｋ
２

，ｋ∈Ｚ，且ｆ（ｘ＋１）＝

－ １
ｆ（ｘ），如果ｆ（ｘ）为奇函数，当０＜ｘ＜１

２
时，ｆ（ｘ）＝３ｘ．

５１
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