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第一章　解三角形

目标导航

１．通过对任意三角形边长和角度关系的探索，掌握正弦定理、余弦定理，并能够解决一些简单的

三角形度量问题．

２．能够运用正弦定理、余弦定理等知识和方法解决一些与测量和几何计算有关的实际问题．

内容提要
本章是在学习了三角函数、平面向量等知识的基础上，进一步学习解三角形的知识．解三角形知

识在数学和其他学科中有着广泛的应用，例如航海测量、地理测量、天文测量等领域都会应用到本章

知识．本章的主要内容是两个重要定理，即正弦定理和余弦定理，以及这两个定理在解斜三角形中的

应用．这两个定理是我们学习有关三角形知识的继续和发展，它进一步揭示了三角形的边角之间的关

系，在生产、生活中有着广泛的应用．

学法指导

１．学习本章知识应加强与向量知识的联系：在证明正弦、余弦定理时要注意与向量联系，将三角

形中的量与向量中的量发生联系，特别是角的联系．

２．学习本章知识应加强与三角函数知识的联系．

３．学习本章过程中应注意正、余弦定理之间的联系．正弦定理和余弦定理是相通的，利用正弦定

理解决的问题也可以用余弦定理解决，反之亦然，只是繁简程度不同．

４．要熟练掌握两个定理的几种变形形式，积极总结适用正、余弦定理的题目特点，达到快速解决

问题的目的．

１．１　正弦定理和余弦定理

１．１．１　正弦定理

【案例１】某工厂有一个大烟囱ＡＢ，且烟囱

的底部Ｂ是不可到达的，现要测量它的高度，应

怎样去解决这个问题呢？

思路分析：由于建筑物的底部Ｂ 是不可到

达的，所以不能直接测量出建筑物的高．

由解直角三角形的知识，只要能测出一点Ｃ

到建筑物的顶部Ａ 的距离ＣＡ，并测出由点Ｃ观

察Ａ 的仰角，就可以计算出建筑物的高．所以应

该设法借助解三角形的知识测出ＣＡ的长．

解析：选择一条水平基线ＨＧ（如图），使Ｈ、

Ｇ、Ｂ三点在同一条直线上．

由在Ｇ、Ｈ 两点用测角仪器测得Ａ 的仰角

分别是α、β，ＣＤ＝ａ，测角仪器的高是ｈ．

１

１．１　正弦定理和余弦定理　　
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那么，在△ＡＣＤ中，根据正弦定理可得

ＡＣ＝ ａｓｉｎβ
ｓｉｎ（α－β），ＡＢ＝ＡＥ＋ｈ＝ＡＣｓｉｎα＋

ｈ＝ａｓｉｎαｓｉｎβ
ｓｉｎ（α－β）＋ｈ．

【案例２】某海轮以３０海里／时的速度航行，

在Ａ点测得海面上油井Ｐ 在南偏东６０°，向北航

行４０分钟后到达Ｂ 点，测得油井Ｐ 在南偏东

３０°，海轮改为北偏东６０°的航向再行驶８０分钟

到达Ｃ点．求Ｐ、Ｃ间的距离．

解析：如图，在△ＡＢＰ中，

ＡＢ＝３０×４０
６０＝２０，∠ＡＰＢ＝

３０°，∠ＢＡＰ＝１２０°．

由正弦定理，得 ＡＢ
ｓｉｎ∠ＢＰＡ ＝

ＢＰ
ｓｉｎ∠ＢＡＰ．

即２０
１
２

＝ＢＰ
槡３
２

，解得ＢＰ＝２０槡３．

在△ＢＰＣ中，ＢＣ＝３０×８０
６０＝４０．

由已知∠ＰＢＣ＝９０°．

∴ＰＣ＝ ＰＢ２＋ＢＣ槡 ２ ＝ （２０槡３）２＋４０槡 ２ ＝

２０槡７（海里）．

∴Ｐ、Ｃ间的距离为２０槡７海里．

１．正弦定理：在一个三角形中，　　　　，即

　　　　　　．

２．三角形的元素：一般地，　　　　　　　

　　　　　叫做三角形的元素．

３．解三角形：已知三角形的几个元素求其他

元素的过程叫做解三角形．

４．如何证明正弦定理？

证法一：（１）当△ＡＢＣ 是直角三角形，且

∠Ｃ＝９０°时，根据直角三角形中的边角关系，知

ａ
ｃ＝ｓｉｎＡ，ｂ

ｃ＝ｓｉｎＢ，即 ａ
ｓｉｎＡ＝ｃ，ｂ

ｓｉｎＢ＝ｃ，

∴ ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ＝ｃ．

∵∠Ｃ＝９０°，∴ ａ
ｓｉｎＡ＝

ｂ
ｓｉｎＢ＝ ｃ

ｓｉｎＣ．

（２）当△ＡＢＣ 是锐角三

角形时，设边ＡＢ上的高是ＣＤ，根据直角三角形

的边角关系，得

ＣＤ＝ａｓｉｎＢ，ＣＤ＝ｂｓｉｎＡ，

所以ａｓｉｎＢ＝ｂｓｉｎＡ，得到 ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ．

同理，在△ＡＢＣ中，ｂ
ｓｉｎＢ＝ ｃ

ｓｉｎＣ．

∴ ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ＝ ｃ
ｓｉｎＣ．

（３）当△ＡＢＣ是钝角三

角形时 （不妨设 ∠Ｃ 为钝

角），过点Ｃ作ＣＤ⊥ＡＢ．

根据直角三角形的边角关系，知 ＣＤ＝

ｂｓｉｎＡ，ＣＤ＝ａｓｉｎＢ．

∴ｂｓｉｎＡ＝ａｓｉｎＢ，即 ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ．

过Ｂ点作ＢＥ⊥ＡＣ交ＡＣ 的延长线于Ｅ，

根据直角三角形的边角关系，得ＢＥ＝ｃｓｉｎＡ，

ＢＥ＝ａｓｉｎ（π－Ｃ）．

∴ｃｓｉｎＡ＝ａｓｉｎ（π－Ｃ）＝ａｓｉｎＣ．

∴ ａ
ｓｉｎＡ＝ ｃ

ｓｉｎＣ
，即 ａ

ｓｉｎＡ＝ ｂ
ｓｉｎＢ＝ ｃ

ｓｉｎＣ．

由上述三种情况可知在△ＡＢＣ中，ａ
ｓｉｎＡ＝

ｂ
ｓｉｎＢ＝ ｃ

ｓｉｎＣ．

证法二：若△ＡＢＣ 是锐

角三角形，过点 Ａ 作ＡＤ⊥

ＢＣ，垂 足 为 Ｄ，Ｄ 在 线 段

ＢＣ内．

向量 →ＡＢ 与 →ＡＤ 的夹角为∠ＢＡＤ＝ π
２－

∠Ｂ，向量 →ＡＣ与 →ＡＤ 的夹角∠ＣＡＤ＝π
２－∠Ｃ．

由向量的减法法则，得 →ＡＢ－ →ＡＣ＝ →ＣＢ，

∴ →ＡＤ·（→ＡＢ－ →ＡＣ）＝ →ＡＤ· →ＣＢ，

∴ →ＡＤ· →ＡＢ－ →ＡＤ· →ＡＣ＝０（∵ →ＡＤ⊥ →ＣＢ），

即｜ →ＡＤ｜｜ →ＡＢ｜ｃｏｓ（π
２－Ｂ）－｜ →ＡＤ｜｜ →ＡＣ｜

ｃｏｓ（π２－Ｃ）＝０，

｜ →ＡＤ｜（ｃｓｉｎＢ－ｂｓｉｎＣ）＝０，

∴ｃｓｉｎＢ＝ｂｓｉｎＣ，即 ｂ
ｓｉｎＢ＝ ｃ

ｓｉｎＣ．

同理，ａ
ｓｉｎＡ＝ ｃ

ｓｉｎＣ．

∴ ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ＝ ｃ
ｓｉｎＣ．

若△ＡＢＣ 是钝角三角形，请同学们自己

仿证．

证法三：如图，以△ＡＢＣ的顶点Ａ 为原点，

２
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边ＡＣ所在射线为ｘ 轴的正

半轴建立直角坐标系．这时顶

点Ｂ可看作角Ａ 终边上一个

点，它到原点的距离ｒ＝ｃ．

设点Ｂ的坐标为（ｘ，ｙ），

由三角函数的定义可得ｘ＝ｃｃｏｓＡ，ｙ＝ｃｓｉｎＡ，即

点Ｂ为（ｃｃｏｓＡ，ｃｓｉｎＡ）．容易知道，ＡＣ边上高ＢＥ

就等于Ｂ点的纵坐标ｃｓｉｎＡ，于是△ＡＢＣ的面积

Ｓ△ＡＢＣ＝１
２ＡＣ·ＢＥ＝１

２ｂｃｓｉｎＡ．

同理可得Ｓ△ＡＢＣ＝１
２ｃａｓｉｎＢ

，Ｓ△ＡＢＣ＝１
２ａｂｓｉｎＣ．

∴１
２ｂｃｓｉｎＡ＝１

２ｃａｓｉｎＢ＝１
２ａｂｓｉｎＣ．

将等式等号分开的式子都除以１
２ａｂｃ，可得

ｓｉｎＡ
ａ ＝ｓｉｎＢ

ｂ ＝ｓｉｎＣ
ｃ

，即 ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ＝ ｃ
ｓｉｎＣ．

　　５．利用正弦定理可以解决怎样的解三角形

问题呢？

答：（１）如果已知三角形的任意两个角与一

边，由三角形内角和定理，可以计算出三角形的

另一角，再利用正弦定理求出另两边．

（２）如果已知三角形的任意两边及其中一边

的对角，应用正弦定理，可以求出另一边的对角

的正弦值，进而确定这个角和其他的边和角．

６．关于已知三角形的两边及其中一边的对

角，如何判断三角形解的情况？

答：已知两边和其中一边的对角，不能唯一

确定三角形的形状，解这类三角形将出现无解、

一解和两解三种情况，应分情况予以说明．

下面以已知ａ、ｂ和Ａ 时解三角形为例加以

说明，具体见下表



：

Ａ＜９０° Ａ≥９０°

ａ≥ｂ
ａ＜ｂ

ａ＞ｂｓｉｎＡ ａ＝ｂｓｉｎＡ ａ＜ｂｓｉｎＡ
ａ＞ｂ ａ≤ｂ

一解 两解
一解

无解 一解



无解

　　也可以这样判定：由“三角形中大边对大角”

可知，若ａ≥ｂ，则Ａ≥Ｂ，从而Ｂ为锐角，有一解；

若ａ＜ｂ，则Ａ＜Ｂ，此时，由正弦定理得ｓｉｎＢ＝

ｂｓｉｎＡ
ａ
的值．①ｓｉｎＢ＞１，无解；②ｓｉｎＢ＝１，一解；

③ｓｉｎＢ＜１，两解．

７．ａ
ｓｉｎＡ＝ ｂ

ｓｉｎＢ＝ ｃ
ｓｉｎＣ＝２Ｒ 是比例式的形

式，我们知道在有意义的前提下比例式有如下性

质：内外项之积相等、更比性质和等比性质，正弦

定理有没有满足上述性质的结论呢？

答：（１）利用更比性质可得ｓｉｎＡ∶ｓｉｎＢ∶

ｓｉｎＣ＝ａ∶ｂ∶ｃ或ｓｉｎＡｓｉｎＢ＝ａ
ｂ

，ｓｉｎＢ
ｓｉｎＣ＝ｂ

ｃ
等．

（２）利用等比性质可得 ａ＋ｂ＋ｃ
ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ＝

ａ＋ｂ
ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ ＝ ｂ＋ｃ

ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ ＝ ａ＋ｃ
ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＣ ＝

ａ
ｓｉｎＡ＝２Ｒ．

【例１】（１）已知在△ＡＢＣ中，ａ＝槡３，ｂ＝槡２，

Ｂ＝４５°，解这个三角形．

（２）在△ＡＢＣ 中，已知ａ＝６０，ｂ＝５０，Ａ＝

３８°，求Ｂ（精确到１°）和ｃ（保留两个有效数字）．

思路分析：本题主要考查利用正弦定理解三

角形问题．在△ＡＢＣ中，已知两边和其中一边的

对角，可运用正弦定理求解，但要注意解的个数

的判定．

解：（１）由正弦定理及已知条件有 槡３
ｓｉｎＡ＝

槡２
ｓｉｎ４５°

，得ｓｉｎＡ＝槡３
２．

∵ａ＞ｂ，∴Ａ＞Ｂ＝４５°．

∴Ａ＝６０°或１２０°．

当Ａ＝６０°时，Ｃ＝１８０°－４５°－６０°＝７５°，

３

１．１　正弦定理和余弦定理　　



ｃ＝ｂｓｉｎＣ
ｓｉｎＢ＝槡２ｓｉｎ７５°

ｓｉｎ４５° ＝槡 槡６＋ ２
２ ．

当Ａ＝１２０°时，Ｃ＝１８０°－４５°－１２０°＝１５°，

ｃ＝ｂｓｉｎＣ
ｓｉｎＢ＝槡２ｓｉｎ１５°

ｓｉｎ４５° ＝槡 槡６－ ２
２ ．

综上，可知Ａ＝６０°，Ｃ＝７５°，ｃ＝槡 槡６＋ ２
２
或

Ａ＝１２０°，Ｃ＝１５°，ｃ＝槡 槡６－ ２
２ ．

（２）∵ｂ＜ａ，∴Ｂ＜Ａ．∴Ｂ是锐角．

又∵ｓｉｎＢ＝ｂｓｉｎＡ
ａ ＝５０ｓｉｎ３８°

６０ ≈０．５１３１，

∴Ｂ＝３１°．

∴Ｃ＝１８０°－（Ａ＋Ｂ）≈１８０°－（３８°＋３１°）＝

１１１°．

∴ｃ＝ａｓｉｎＣ
ｓｉｎＡ≈６０ｓｉｎ１１１°

ｓｉｎ３８° ≈９１．

思维启示：已知三角形的两边及一边的对角

解三角形时，利用正弦定理，要注意判定解的情

况．务必做到不漏解、不多解．

【例２】在△ＡＢＣ中，分别根据下列条件指

出解的个数．

（１）ａ＝４，ｂ＝５，Ａ＝３０°；

（２）ａ＝５，ｂ＝４，Ａ＝６０°；

（３）ａ＝槡３，ｂ＝槡２，Ｂ＝１２０°；

（４）ａ＝槡３，ｂ＝槡６，Ａ＝６０°．

思路分析：本题主要考查已知两边和其中一

边的对角解三角形的解的个数问题，应根据不同

的情况加以判断．

解：（１）∵ａ＜ｂ，ｂｓｉｎＡ＝５
２＜４＝ａ，

∴ｂｓｉｎＡ＜ａ＜ｂ．∴有两解．

（２）∵ａ＞ｂ，Ａ＜９０°，∴Ｂ＜Ａ＜９０°．

∴有一解．

（３）∵Ｂ＞９０°，ａ＞ｂ，∴Ａ＞Ｂ＞９０°．∴无解．

（４）∵ａ＜ｂ，ｂｓｉｎＡ＝槡６×槡３
２＝３槡２

２
，

又∵ａ＜ｂｓｉｎＡ，∴无解．

思维启示：判断满足题意的三角形个数问

题，不需要求解，只要判断解的个数即可．

【例３】在△ＡＢＣ中，角Ａ、Ｂ、Ｃ所对的边分

别为ａ、ｂ、ｃ，且ｃ＝１０，又知ｃｏｓＡ
ｃｏｓＢ＝ｂ

ａ＝４
３

，求ａ、ｂ

及△ＡＢＣ的内切圆的半径．

思路分析：本题综合考查正弦定理及三角函

数的恒等变形问题，三角形内切圆半径的求法．

解决本题的关键是将ｂ
ａ
换成ｓｉｎＢ

ｓｉｎＡ．

解：由ｃｏｓＢ
ｃｏｓＡ＝ｂ

ａ
，ｓｉｎＢ
ｓｉｎＡ＝ｂ

ａ
，可得ｃｏｓＡ

ｃｏｓＢ＝

ｓｉｎＢ
ｓｉｎＡ．

变形为ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝ｓｉｎＢｃｏｓＢ，

∴ｓｉｎ２Ａ＝ｓｉｎ２Ｂ．

又∵ａ≠ｂ，∴２Ａ＝π－２Ｂ，∴Ａ＋Ｂ＝π
２．

∴△ＡＢＣ是直角三角形．

由

ａ２＋ｂ２＝１０２，

ｂ
ａ＝４

３
烅
烄

烆
，

解得ａ＝６，ｂ＝８．

∴内切圆的半径为ｒ＝ａ＋ｂ－ｃ
２ ＝６＋８－１０２ ＝２．

思维启示：要熟练掌握正弦定理的几种等价

变形，本题就是将ｂ
ａ＝ｓｉｎＢ

ｓｉｎＡ
作为突破口，使问题

获解．

【例４】在△ＡＢＣ 中，Ａ＝６０°，３ｃ＝４ｂ，求

ｓｉｎＣ．

思路分析：易知Ｂ＋Ｃ＝１２０°，可借助正弦定

理实施边角转化，再采取消元化归思想建立有关

Ｃ的三角方程解之．

解：∵３ｃ＝４ｂ，∴３×２ＲｓｉｎＣ＝４×２ＲｓｉｎＢ，即

３ｓｉｎＣ＝４ｓｉｎＢ．

∵Ｂ＝１２０°－Ｃ，

∴３ｓｉｎＣ＝４ｓｉｎ（１２０°－Ｃ）＝２槡３ｃｏｓＣ＋

２ｓｉｎＣ．

∴ｓｉｎＣ＝２槡３ｃｏｓＣ．

∵ｓｉｎ２Ｃ＋ｃｏｓ２Ｃ＝１，

∴ｓｉｎ２Ｃ＋（１
２槡３

ｓｉｎＣ）２＝１．

∴ｓｉｎ２Ｃ＝１２
１３．

∵ｓｉｎＣ＞０，∴ｓｉｎＣ＝２
１３槡３９．

思维启示：解决本题的关键是运用正弦定理

进行边角转化，然后利用方程思想求解．

【例５】在△ＡＢＣ中，若ｔａｎＡ∶ｔａｎＢ＝ａ２∶

ｂ２，试判断△ＡＢＣ的形状．

思路分析：可从已知条件出发，寻找三角形

的边角之间的关系，然后判断之．

解：由同角三角函数关系及正弦定理可推得

ｓｉｎＡｃｏｓＢ
ｃｏｓＡｓｉｎＢ＝ｓｉｎ２Ａ

ｓｉｎ２Ｂ．

∵Ａ、Ｂ为三角形的内角，

∴ｓｉｎＡ≠０，ｓｉｎＢ≠０．

４
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∴ｃｏｓＢ
ｃｏｓＡ＝ｓｉｎＡ

ｓｉｎＢ．∴ｓｉｎ２Ａ＝ｓｉｎ２Ｂ．

∴２Ａ＝２Ｂ或２Ａ＝π－２Ｂ．

∴Ａ＝Ｂ或Ａ＝π
２－Ｂ．

∴△ＡＢＣ为等腰三角形或直角三角形．

思维启示：题目中既有边又有角的混合已知

条件，一般需要根据正弦定理将边统一成角的关

系或将角统一成边的关系，这样便于问题解决．

【拓展点１】△ＡＢＣ中，已知ｃｏｓＡ＝４
５

，ｃｏｓＢ＝

５
１３

，则ａ∶ｂ∶ｃ＝ ．

【拓展点２】已知方程ｘ２－（ｂｃｏｓＡ）ｘ＋ａｃｏｓＢ＝０

的两根之和等于两根之积，且ａ、ｂ为△ＡＢＣ

的两边，Ａ、Ｂ 为两个内角，试判断这个三角

形的形状．

【拓展点３】在△ＡＢＣ中，求证：ｃｏｓ２Ａａ２ －ｃｏｓ２Ｂ
ｂ２ ＝

１
ａ２－

１
ｂ２．

【拓展点４】如右图所示，海中小岛

Ａ周围３８海里内有暗礁，某船

正由北向南航行，在Ｂ 处测得

小岛Ａ 在船的南偏东３０°，航行

３０海里后，在Ｃ处测得小岛Ａ

在船的南偏东４５°，如果此船不改变航向，继

续向南航行，有无触礁的危险？

基础达标

一、选择题

１．在△ＡＢＣ中，ａ＝１，ｂ＝槡３，Ａ＝３０°，则Ｂ等于

（　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．６０°　　　　　　　　　Ｂ．６０°或１２０°

Ｃ．３０°或１５０° Ｄ．１２０°

２．在△ＡＢＣ中，Ａ＝６０°，Ｃ＝４５°，ｂ＝２，则此三角

形的最小边长为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．２ Ｂ．２槡３－２

Ｃ．槡３－１ Ｄ．２（槡２－１）

３．△ＡＢＣ中，根据下列条件，确定△ＡＢＣ有两

解的是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．ａ＝１８，ｂ＝２０，Ａ＝１２０°

Ｂ．ａ＝６０，ｃ＝４８，Ｂ＝６０°

Ｃ．ａ＝３，ｂ＝６，Ａ＝３０°

Ｄ．ａ＝１４，ｂ＝１６，Ａ＝４５°

４．已知△ＡＢＣ中，ａ＝槡３，ｂ＝１，Ｂ＝３０°，则其面

积等于 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．槡３２或槡３ Ｂ．槡３２

Ｃ．槡３４或
槡３
２ Ｄ．槡３４

５．在△ＡＢＣ中，若ｓｉｎＡａ ＝ｃｏｓＢ
ｂ

，则Ｂ的值为…

（　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．３０° Ｂ．４５°

Ｃ．６０° Ｄ．９０°

６．在△ＡＢＣ中，ａ（ｓｉｎＢ－ｓｉｎＣ）＋ｂ（ｓｉｎＣ－ｓｉｎＡ）＋

ｃ（ｓｉｎＡ－ｓｉｎＢ）的值是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．１２ Ｂ．０

Ｃ．１ Ｄ．π

７．已知△ＡＢＣ中，ａｃｏｓＢ＝ｂｃｏｓＡ，则△ＡＢＣ为

（　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．等腰三角形

Ｂ．直角三角形

Ｃ．等腰或直角三角形

Ｄ．钝角三角形

８．在△ＡＢＣ中，Ｃ＝２Ｂ，则ｓｉｎ３Ｂ
ｓｉｎＢ
等于 …（　　）

Ａ．ａｂ Ｂ．ｂａ

Ｃ．ａｃ Ｄ．ｃａ

５
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二、填空题

９．三角形的两边分别为３ｃｍ和５ｃｍ，它们所夹

角的余弦为方程５ｘ２－７ｘ－６＝０的根，则这个

三角形的面积是 ．

１０．△ＡＢＣ中，已知ｂ＝２ａ，Ｂ＝Ａ＋６０°，则Ａ＝

．

三、解答题

１１．已知三角形的两角分别是４５°、６０°，它们夹边

的长是１，求最小边长．

１２．如图所示，ＡＢ⊥ＢＣ，ＣＤ＝

３３，∠ＡＣＢ＝１５°，∠ＢＣＤ＝

７５°，∠ＢＤＣ＝４５°，求 ＡＢ

的长．

更上一层

１．在△ＡＢＣ中，已知ｔａｎＡ＝１
２

，ｔａｎＢ＝１
３

，且最

长边为１，求：

（１）角Ｃ的大小；

（２）△ＡＢＣ最短边的长．

２．在△ＡＢＣ中，已知Ａ＋Ｃ＝２Ｂ，ｔａｎＡ·ｔａｎＣ＝

２＋槡３．

（１）求Ａ、Ｂ、Ｃ的值；

（２）若顶点Ｃ 的对边ｃ上的高等于４槡３，求

△ＡＢＣ各边的长．

３．某人在草地上散步，看到他西方有两根相距

６米的标杆，当他向正北方向步行３分钟后，

看到一根标杆在其西南方向上，另一根标杆在

其南偏西３０°方向上，求此人步行的速度．

１．１．２　余弦定理

在河的北岸有Ｃ、Ｄ 两点，某人在河的南岸

进行观测，应通过什么办法观测出Ｃ、Ｄ 两点间

的距离？

解析：测量者可以在河的

南岸 选 定 两 点 Ａ、Ｂ，测 得

ＡＢ＝ａ，并且在Ａ、Ｂ两点分别

测得

∠ＣＢＤ＝α，∠ＡＢＣ＝β，

∠ＤＡＢ＝γ，∠ＣＡＤ＝δ，

在△ＡＢＣ和△ＡＢＤ中应用正弦定理，有

ＢＣ＝ ａｓｉｎ（δ＋γ）
ｓｉｎ［１８０°－（β＋γ＋δ）］＝

ａｓｉｎ（δ＋γ）
ｓｉｎ（β＋γ＋δ）

，

ＢＤ＝ ａｓｉｎγ
ｓｉｎ［１８０°－（α＋β＋γ）］＝

ａｓｉｎγ
ｓｉｎ（α＋β＋γ）．

计算出ＢＣ、ＢＤ 后，再在△ＢＣＤ 中，应用余

弦定理计算出ＣＤ两点间的距离：

ＣＤ ＝ ＢＣ２＋ＢＤ２－２ＢＣ·ＢＤｃｏｓ槡 α ＝

［ａｓｉｎ（δ＋γ）
ｓｉｎ（β＋γ＋δ）

］２＋［ ａｓｉｎγ
ｓｉｎ（α＋β＋γ）］

２－２·ａｓｉｎ（δ＋γ）
ｓｉｎ（β＋γ＋δ）

· ａｓｉｎγ
ｓｉｎ（α＋β＋γ）·ｃｏｓ槡 α．

１．余弦定理：三角形中任何一边的平方等于

　　　　　　　　　　　　

即ａ２＝　　　　　　　　　　　　，

ｂ２＝　　　　　　　　　　　　，

ｃ２＝　　　　　　　　　　　　．

２．余弦定理的推论：

ｃｏｓＡ＝　　　　　　　　　　　　，

ｃｏｓＢ＝　　　　　　　　　　　　，

ｃｏｓＣ＝　　　　　　　　　　　　．

３．如何推导余弦定理？

答：方法一：教科书中，利用向量的数量积推

６

　　第一章　解三角形



导出ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓＣ．

下面，我们来推导另外两个等式．

如图，设 →ＣＢ＝ａ，→ＣＡ＝ｂ，
→ＡＢ＝ｃ，那么ｂ＝ａ－ｃ，且ａ与

ｃ的夹角为Ｂ．

｜ｂ｜２＝ｂ·ｂ＝（ａ－ｃ）·

（ａ－ｃ）＝ａ·ａ＋ｃ·ｃ－２ａ·ｃ

＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓＢ，

∴ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓＢ．

又ａ＝ｂ＋ｃ，且ｂ与ｃ的夹角为π－Ａ．

｜ａ｜２＝ａ·ａ＝（ｂ＋ｃ）·（ｂ＋ｃ）

＝ｂ·ｂ＋ｃ·ｃ＋２ｂ·ｃ

＝ｂ２＋ｃ２＋２ｂｃｃｏｓ（π－Ａ）

＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ，

∴ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ．

方法二：利用解析几何中

的两点间距离公式推导，以Ａ

为原点，ＡＣ 为ｘ 轴建立直角

坐标系，如图，则可得点Ａ、Ｃ

坐标分别为Ａ（０，０），Ｃ（ｂ，０）．

设点Ｂ的坐标为（ｘ，ｙ），由三角函数的定

义，得ｘ
ｃ＝ｃｏｓＡ，ｙ

ｃ＝ｓｉｎＡ．

即点Ｂ的坐标为（ｃｃｏｓＡ，ｃｓｉｎＡ）．

根据两点间距离公式，得

ａ＝｜ＢＣ｜＝ （ｃｃｏｓＡ－ｂ）２＋（ｃｓｉｎＡ－０）槡 ２，

也就是ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ．

同理，可得ｂ２＝ｃ２＋ａ２－２ｃａｃｏｓＢ．

ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓＣ．

方法三：利用平面几何

方法推导．

如 图 所 示，在 △ＡＢＣ

中，设Ａ为锐角，ＣＤ为ＡＢ 边上的高，

则 ＣＤ ＝ ｂｓｉｎＡ，ＡＤ ＝ ｂｃｏｓＡ，ＢＤ ＝

｜ｃ－ｂｃｏｓＡ｜，

在Ｒｔ△ＢＣＤ中，｜ＢＣ｜２＝｜ＣＤ｜２＋｜ＢＤ｜２，

即ａ２＝（ｂｓｉｎＡ）２＋（ｃ－ｂｃｏｓＡ）２．

∴ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ．

当Ａ为直角或钝角时，同理可证ａ２＝ｂ２＋

ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ．

４．余弦定理和勾股定理的区别与联系．

答：勾股定理指出了直角三角形中三边平方

之间的关系，余弦定理则指出了一般三角形中三

边平方之间的关系．由余弦定理及余弦函数的性

质可知，如果一个三角形两边的平方和等于第三

边的平方，那么第三边所对的角是直角；如果小

于第三边的平方，则第三边所对的角是钝角；如

果大于第三边的平方，则第三边所对的角是锐

角．因此，余弦定理可以看作是勾股定理的推广．

５．余弦定理有何作用？

答：等式ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓＣ含有四个量

ａ、ｂ、ｃ及Ｃ，从方程的角度看，已知其中三个量，

可以求出第四个量，可概括为

【例１】在△ＡＢＣ中，已知ａ＝２槡３，ｃ＝槡６＋

槡２，Ｂ＝４５°，求ｂ及Ａ．

思路分析：本题主要考查已知两边及其夹角

解三角形的问题，可通过余弦定理先求出第三

边．在求出第三边后，求Ａ 应有两种思路：一是

利用余弦定理的变形形式，根据三边求其余弦

值，进一步求解；二是利用两边和一边对角结合

正弦定理求解．

（１）解：由余弦定理，得ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓＢ＝

（２槡３）２ ＋（槡６＋槡２）２ －２×（槡６＋槡２）×２槡３×

ｃｏｓ４５°＝８．

∴ｂ＝２槡２．

（２）解 法 一：由 余 弦 定 理，得 ｃｏｓＡ ＝

ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ ＝
（２槡２）２＋（槡６＋槡２）２－（２槡３）２

２×２槡２×（槡６＋槡２）
＝１

２
，

∴Ａ＝６０°．

解法二：由正弦定理，得

ｓｉｎＡ＝ａ
ｂｓｉｎＢ＝２槡３

２槡２
ｓｉｎ４５°＝槡３

２
，

槡６＋槡２＞２．４＋１．４＝３．８，２槡３＜２×１．８＝

３．６，

∴ｃ＞ａ．∴０＜Ａ＜９０°．∴Ａ＝６０°．

思维启示：通过本题我们应该体会到在解三

角形时，如果正弦定理和余弦定理均可选用，那

么求边时两个定理均可应用，而求角时则应用余

弦定理，这样可以免去判断取舍的麻烦．

【例２】在△ＡＢＣ 中，已知ｂ＝３，ｃ＝３槡３，

Ｂ＝３０°，求ａ．

思路分析：已知两边和其中一边对角解三角

形，一般用正弦定理，但也可以用余弦定理求解．

７
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解法一：（利用正弦定理）

由正弦定理可得ｓｉｎＣ＝ｃｓｉｎＢｂ ＝槡３
２．

∵ｃ＞ｂ，∴Ｃ＞Ｂ．

∴Ｃ有两解（锐角或钝角）．

①当Ｃ＝６０°时，则有Ａ＝９０°，于是ａ＝６．

②当Ｃ＝１２０°时，则有Ａ＝３０°，于是ａ＝３．

∴ａ＝６或３．

解法二：（利用余弦定理）

把ｂ＝３，ｃ＝３槡３，Ｂ＝３０°代入ｂ２＝ａ２＋ｃ２－

２ａｃｓｉｎＢ，可得

３２＝ａ２＋（３槡３）２－２ａ·３槡３·ｃｏｓ３０°，即

ａ２－９ａ＋１８＝０．

解之得ａ＝６或３．

思维启示：用正弦定理解三角形时要注意解

的个数，往往需要讨论边角关系，而用余弦定理

求角时，结果是钝角、直角还是锐角从余弦值的

正负情况便可以判断出来；如果求边则类似于本

题，一般可借助一元二次方程求解，它的根的个

数即是三角形解的个数．

【例３】已知△ＡＢＣ的面积Ｓ＝槡３，ａ＝２槡３，

ｂ＝２，解三角形．

思路分析：由Ｓ△ＡＢＣ ＝１
２ａｂｓｉｎＣ及已知条件

可求得角Ｃ，再由余弦定理求ｃ边，再由正弦定

理或余弦定理求其余角．

解：∵Ｓ＝１
２ａｂｓｉｎＣ，即槡３＝１

２
·２槡３·２·

ｓｉｎＣ，

∴ｓｉｎＣ＝１
２．

∴Ｃ＝３０°或１５０°．

若Ｃ＝３０°，则ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓＣ＝１２＋

４－２×２槡３×２×槡３
２＝４．

∴ｃ＝２．

∴ｓｉｎＡ＝ａｓｉｎＣ
ｃ ＝

２槡３×１
２

２ ＝槡３
２．

∴Ａ＝６０°或１２０°．

当Ａ＝６０°时，Ｂ＝９０°，不满足Ａ＞Ｂ（舍去，

因为ａ＞ｂ）；

当Ａ＝１２０°时，Ｂ＝３０°．

若Ｃ＝１５０°，则ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓＣ＝１２＋

４－２×２槡３×２×ｃｏｓ１５０°＝１６＋８槡３×槡３
２＝２８．

∴ｃ＝２槡７．

∴ｓｉｎＡ＝ａｓｉｎＣｃ ＝
２槡３×１

２
２槡７

＝槡２１
１４ ≈０．３２７３．

∴Ａ≈１９．１０°＝１９°６′．

∴Ｂ＝１０°５４′．

思维启示：选择正弦定理求角时，一定要注

意分类讨论．

【例４】已知△ＡＢＣ的一个角为６０°，面积为

１０槡３ｃｍ２，周长为２０ｃｍ，求此三角形各边的长．

思路分析：此题所给的题设条件除一个角

外，面积、周长都不是构成三角形的基本元素，故

可设出边长，利用所给条件建立方程，通过解方

程（组）求得．

解：设△ＡＢＣ 的三边长分别为ａ、ｂ、ｃ，且

Ｂ＝６０°，

则依题意，有

ｃｏｓ６０°＝ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ
，

１
２ａｃｓｉｎ６０°＝１０槡３，

ａ＋ｂ＋ｃ＝２０

烅

烄

烆 ，

即

ｂ２＝ａ２＋ｃ２－ａｃ，

ａｃ＝４０，

ａ＋ｂ＋ｃ＝２０
烅
烄

烆 ．

　

①

②

③

由③得

ｂ２＝［２０－（ａ＋ｃ）］２＝４００＋ａ２＋ｃ２＋２ａｃ－

４０（ａ＋ｃ）． ④

将①代入④，得４００＋３ａｃ－４０（ａ＋ｃ）＝０．

再将②代入上式，得ａ＋ｃ＝１３．

由
ａ＋ｃ＝１３，

ａｃ＝４０｛ ，
解得

ａ１＝５，

ｃ１＝８｛ ，
或

ａ２＝８，

ｃ２＝５｛ ．

此时，ｂ１＝７，ｂ２＝７．

所以三角形三边长分别为 ５ｃｍ、７ｃｍ、

８ｃｍ．

思维启示：注意正、余弦定理的结构特征，灵

活地把题目条件进行变形，构造正、余弦定理形

式解题．例如，已知△ＡＢＣ中三边ａ、ｂ、ｃ的关系

式：ａ２ －ｃ２ ＝ｂ２ －ｂｃ，则可将此关系式变形为

ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ ＝１
２

，此时由余弦定理可得ｃｏｓＡ＝

１
２

，从而可求得Ａ＝π
３．根据条件合理选择公式

建立有关未知量的方程组进行计算，但要确保公

式的使用能较简捷地联系所要解决的问题．

【例５】已知△ＡＢＣ中，ｓｉｎＡ∶ｓｉｎＢ∶ｓｉｎＣ＝２∶

槡６∶（槡３＋１），求△ＡＢＣ各角的度数．

思路分析：本题主要考查正、余弦定理的综

合运用．可运用正弦定理将三角的正弦比转化为

８
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三边的比，然后通过余弦定理求解．

解：∵ｓｉｎＡ∶ｓｉｎＢ∶ｓｉｎＣ＝２∶槡６∶（槡３＋１），

∴ａ∶ｂ∶ｃ＝２∶槡６∶（槡３＋１）．

∴令ａ＝２ｋ，ｂ＝槡６ｋ，ｃ＝（槡３＋１）ｋ．

由余弦定理，有

ｃｏｓＡ＝ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ ＝６＋（槡３＋１）２－４
２槡６（槡３＋１）

＝槡２
２

，

∴Ａ＝４５°．

ｃｏｓＢ＝ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ ＝４＋（槡３＋１）２－６
２×２×（槡３＋１）

＝１
２．

∴Ｂ＝６０°．

∴Ｃ＝１８０°－Ａ－Ｂ＝１８０°－４５°－６０°＝７５°．

思维启示：根据问题给出的条件ｓｉｎＡ∶

ｓｉｎＢ∶ｓｉｎＣ＝２∶槡６∶（槡３＋１）转化为ａ∶ｂ∶ｃ＝

２∶槡６∶（槡３＋１），然后设出ａ＝２ｋ，ｂ＝槡６ｋ，ｃ＝

（槡３＋１）ｋ．为使用余弦定理求角创造条件，这是

解答本题的关键一步；在已知三边求角时，一般

先求小角后求大角，因为同一个三角形中大边对

大角，所以较小的边所对的角一定是锐角．如果

用余弦定理先求大角，由于大角可能是钝角，余

弦值为负值，应求相应锐角的补角，这样计算较

复杂．

【拓展点１】已知锐角三角形的三边长为５、１２、

ｘ，则ｘ的取值范围是 ．

【拓展点２】在△ＡＢＣ 中，已知ｔａｎＢ＋ｔａｎＣ＝

槡３（ｔａｎＢｔａｎＣ－１），Ｂ＞Ｃ，且ｂ、ｃ是方程ｘ２－

２槡３ｘ＋ｍ＝０的两个实数根，△ＡＢＣ 面积

为槡３
２．

（１）求ｍ的值；

（２）求△ＡＢＣ的三边长．

【拓 展点 ３】如图所示，在

△ＡＢＣ 中，已 知 ＢＣ＝

１５，ＡＢ∶ＡＣ＝７∶８，

ｓｉｎＢ＝４槡３
７

，求ＢＣ 边上

的高ＡＤ 的长．

基础达标

一、选择题

１．△ＡＢＣ中，ＡＢ＝５，ＢＣ＝６，ＡＣ＝８，则△ＡＢＣ

的形状是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．锐角三角形　 　　Ｂ．直角三角形

Ｃ．钝角三角形 Ｄ．非钝角三角形

２．在△ＡＢＣ中，ａ２－ｃ２＋ｂ２＝ａｂ，则角Ｃ为 （　　）

Ａ．６０° Ｂ．４５°或１３５°

Ｃ．１２０° Ｄ．３０°

３．在△ＡＢＣ中，ｓｉｎＡ∶ｓｉｎＢ∶ｓｉｎＣ＝３∶５∶７，

则△ＡＢＣ的最大角为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．３０°　 　Ｂ．６０°　 　Ｃ．９０°　 　Ｄ．１２０°

４．在△ＡＢＣ 中，已知ａ＝６，ｂ＝４，Ｃ＝１２０°，则

ｓｉｎＢ的值是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．槡２１７ Ｂ．槡５７１９

Ｃ．槡３３８ Ｄ．－ 槡５７
１９

５．△ＡＢＣ中，ｓｉｎ２Ａ＝ｓｉｎ２Ｂ＋ｓｉｎＢｓｉｎＣ＋ｓｉｎ２Ｃ，

则Ａ等于 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．３０° Ｂ．６０° Ｃ．１５０° Ｄ．１２０°

６．已知△ＡＢＣ的面积为１４
（ａ２＋ｂ２－ｃ２），则角Ｃ

的度数为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．１３５° Ｂ．１２０°

Ｃ．６０° Ｄ．４５°

７．在△ＡＢＣ中，已知Ｂ＝４５°，ｃ＝２槡２，ｂ＝４槡３
３

，

则Ａ的值是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．１５° Ｂ．７５°

Ｃ．１０５° Ｄ．７５°或１５°

８．在△ＡＢＣ中，已知Ｃ＝１２０°，两边ａ、ｂ是方程

９
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ｘ２－３ｘ＋２＝０的两根，则ｃ等于 （　　）⋯⋯

槡 槡Ａ．５ Ｂ．７

槡 槡Ｃ．１１ Ｄ．１３

二、填空题

９．在△ＡＢＣ中，Ａ＝６０°，ｃ＝２，Ｓ△ＡＢＣ＝槡３
２

，则ａ＝

．

１０．在△ＡＢＣ中，三边的长为连续自然数，且最

大角是钝角，这个三角形三边的长分别为

．

三、解答题

１１．在△ＡＢＣ中，ｂ＝７，Ｂ＝π
３

，Ｓ△ＡＢＣ ＝１０槡３．求

边ａ、ｃ的长．

１２．已知ａ、ｂ、ｃ是△ＡＢＣ中角Ａ、Ｂ、Ｃ的对边，Ｓ

是△ＡＢＣ的面积．若ａ＝４，ｂ＝５，Ｓ＝５槡３，求

ｃ的长度．

更上一层

１．在△ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ分别是角Ａ、Ｂ、Ｃ的对边，

已知ａ、ｂ、ｃ满足ｂ２＝ａｃ，且ａ２－ｃ２＝ａｃ－ｂｃ，求

Ａ的大小及ｂｓｉｎＢｃ
的值．

２．一块直径为３０ｃｍ的圆形铁板，已截去直径分

别为２０ｃｍ、１０ｃｍ的圆形铁板各一块，现要求

在所剩余的铁板中再截出同样大小的铁板两

块，问这两块铁板的半径最大为多少厘米？

３．在△ＡＢＣ中，Ａ最大，Ｃ最小，且Ａ＝２Ｃ，ａ＋

ｃ＝２ｂ，求此三角形的三边之比．

１．２　应用举例（一）

【案例１】已知ｓｉｎＡ＝ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ
ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ

，试判定

△ＡＢＣ的形状．

解析：由ｓｉｎＡ＝ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ
ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ

，得

ｓｉｎＡ（ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ）＝ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ．

由正、余 弦 定 理，得 ａ
２Ｒ

（ａ
２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ ＋

ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ
）＝ｂ

２Ｒ＋ｃ
２Ｒ

，

上式化简，得

ｂ（ａ２＋ｃ２－ｂ２）＋ｃ（ａ２ ＋ｂ２ －ｃ２）＝２ｂ２ｃ＋

２ｂｃ２，

即（ａ２－ｂ２－ｃ２）（ｂ＋ｃ）＝０，

∴ａ２＝ｂ２＋ｃ２，故△ＡＢＣ是直角三角形．
【案例２】在△ＡＢＣ中，角Ａ、Ｂ、Ｃ的对边分

别为ａ、ｂ、ｃ，求证：ａ
２－ｂ２

ｃ２ ＝ｓｉｎ（Ａ－Ｂ）
ｓｉｎＣ ．

思路分析：等式特点，左边皆为边的形式，右

边皆为角的形式，可以考虑从一边借助正、余弦

定理实施边角转化证向另一边．

证法一：右边＝ｓｉｎＡｃｏｓＢ－ｃｏｓＡｓｉｎＢ
ｓｉｎＣ

０１
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　　＝
ａ·ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ －ｂ·ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ
ｃ

＝２ａ２－２ｂ２

２ｃ２ ＝ａ２－ｂ２

ｃ２

＝左边．

∴原式得证．

证法二：左边＝
（ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ）－ｂ２

ｃ２

＝ｃ
２－２ｂｃｃｏｓＡ

ｃ２ ＝ｃ－２ｂｃｏｓＡ
ｃ

＝ｓｉｎＣ－２ｓｉｎＢｃｏｓＡ
ｓｉｎＣ

＝ｓｉｎ（Ａ＋Ｂ）－２ｓｉｎＢｃｏｓＡ
ｓｉｎＣ

＝ｓｉｎ（Ａ－Ｂ）
ｓｉｎＣ ．

１．正弦定理：在△ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ分别是Ａ、

Ｂ、Ｃ的对边，则　　　　　　　　　　　　．

２．余弦定理：在△ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ分别是Ａ、

Ｂ、Ｃ的对边，则ａ２＝　　　　　　　　，ｂ２＝

　　　　　　，ｃ２＝　　　　　　．

３．在△ＡＢＣ中，若ａ２＝ｂ２＋ｃ２－ｂｃ，则Ａ＝

　　　　　　；若ａ２＝ｂ２＋ｃ２＋ｂｃ，则Ａ＝　　　

　　　；若ａ２＝ｂ２＋ｃ２ 槡－ ２ｂｃ，则Ａ＝　　　　；若

ａ２＝ｂ２＋ｃ２ 槡＋ ３ｂｃ，则Ａ＝　　　　　　．

４．在 △ＡＢＣ 中，若 ａｃｏｓＡ ＝ｂｃｏｓＢ，则

△ＡＢＣ的形状为　　　　　　．

正弦定理和余弦定理是解斜三角形和判定

三角形类型的重要工具，其主要作用是将已知条

件中的边、角关系转化为角的关系或边的关系．

【例１】在△ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ分别表示Ａ、Ｂ、Ｃ

所对边长，若（ａ２ ＋ｂ２）ｓｉｎ（Ａ－Ｂ）＝（ａ２ －ｂ２）

ｓｉｎ（Ａ＋Ｂ），判断△ＡＢＣ的形状．

思路分析：本题主要考查应用正、余弦定理

判定三角形的形状．题目条件中给出的关系式既

有边也有角，需利用正、余弦定理转化为角的关

系或边的关系，下面用两种方法分别求解．

解法一：∵（ａ２＋ｂ２）ｓｉｎ（Ａ－Ｂ）＝（ａ２－ｂ２）

ｓｉｎ（Ａ＋Ｂ），

∴（ａ２＋ｂ２）（ｓｉｎＡｃｏｓＢ－ｃｏｓＡｓｉｎＢ）

＝（ａ２－ｂ２）（ｓｉｎＡｃｏｓＢ＋ｃｏｓＡｓｉｎＢ），

化简，得ａ２ｃｏｓＡｓｉｎＢ＝ｂ２ｓｉｎＡｃｏｓＢ．

∵ａ＝２ＲｓｉｎＡ，ｂ＝２ＲｓｉｎＢ，

∴ｓｉｎ２ＡｃｏｓＡｓｉｎＢ＝ｓｉｎＡｓｉｎ２ＢｃｏｓＢ，

即ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝ｓｉｎＢｃｏｓＢ，

即ｓｉｎ２Ａ＝ｓｉｎ２Ｂ．

从而２Ａ＝２Ｂ或２Ａ＋２Ｂ＝π，即Ａ＝Ｂ 或

Ａ＋Ｂ＝π
２．

∴△ＡＢＣ为等腰三角形或直角三角形．

解法 二：由 条 件 化 简 得 ａ２ｃｏｓＡｓｉｎＢ ＝

ｂ２ｓｉｎＡｃｏｓＢ．

∵ｃｏｓＡ＝ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ
，ｃｏｓＢ＝ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ
，

ｓｉｎＢ＝ｂ
２Ｒ

，ｓｉｎＡ＝ａ
２Ｒ

，

将其代入上式，得ａ２·ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ
·ｂ＝ｂ２·

ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ
·ａ
２Ｒ

，

即ａ２（ｂ２＋ｃ２－ａ２）＝ｂ２（ａ２＋ｃ２－ｂ２）．

整理得（ａ２－ｂ２）（ａ２＋ｂ２－ｃ２）＝０．

∴ａ＝ｂ或ａ２＋ｂ２－ｃ２＝０．故△ＡＢＣ为等腰

三角形或直角三角形．

思维启示：根据已知条件判断三角形的形

状，主要有两条途径：（１）化边为角，走三角变形

之路，常用的转化方式有①ａ＝２ＲｓｉｎＡ，ｂ＝

２ＲｓｉｎＢ，ｃ＝２ＲｓｉｎＣ；②ａ
ｂ ＝ｓｉｎＡ

ｓｉｎＢ
，ａ
ｃ ＝ｓｉｎＡ

ｓｉｎＣ
，

ｂ
ｃ＝ｓｉｎＢ

ｓｉｎＣ
；③ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ ＝ｃｏｓＣ，ｂ
２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ ＝

ｃｏｓＡ，ａ
２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ ＝ｃｏｓＢ．

（２）化角为边，走代数变形之路，常用的转化

方式有

①ｓｉｎＡ＝ａ
２Ｒ

，ｓｉｎＢ＝ｂ
２Ｒ

，ｓｉｎＣ＝ｃ
２Ｒ

；

②ｓｉｎＡ
ｓｉｎＢ＝ａ

ｂ
，ｓｉｎＢ
ｓｉｎＣ＝ｂ

ｃ
，ｓｉｎＡ
ｓｉｎＣ＝ａ

ｃ
；

③ｃｏｓＡ＝ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ
，ｃｏｓＢ＝ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ
，

ｃｏｓＣ＝ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ ．

【例２】已知圆内接四边形ＡＢＣＤ的边长分

别为ＡＢ＝２，ＢＣ＝６，ＣＤ＝ＤＡ＝４，求四边形

ＡＢＣＤ的面积．

思路分析：本题主要考查三角函数的基础知

识、余弦定理以及三角形的面积公式等．四边形

为圆内接四边形，故四边形的对角互补，从而可
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知ｓｉｎＡ＝ｓｉｎＣ，再结合四边形的四边已知，易求

出四边形的两条对角线，从而求出其面积．

解：如图所示，连结ＢＤ，设

四边形ＡＢＣＤ的面积为Ｓ，则

Ｓ＝Ｓ△ＡＢＤ ＋Ｓ△ＣＢＤ ＝１
２ＡＢ·

ＡＤ·ｓｉｎＡ＋１
２ＢＣ·ＣＤ·ｓｉｎＣ．

又ｓｉｎＡ＝ｓｉｎＣ（∵Ａ、Ｃ互补），

∴Ｓ＝１
２

（２×４＋６×４）ｓｉｎＡ＝１６ｓｉｎＡ．

又∵ＢＤ２＝ＡＢ２＋ＡＤ２－２ＡＢ·ＡＤ·ｃｏｓＡ

＝ＢＣ２＋ＣＤ２－２ＢＣ·ＣＤ·ｃｏｓＣ，

且ｃｏｓＡ＝－ｃｏｓＣ（∵Ａ、Ｃ互补），

∴６４ｃｏｓＡ＝－３２，即ｃｏｓＡ＝－１
２．

又∵０°＜Ａ＜１８０°，

∴Ａ＝１２０°，即ｓｉｎＡ＝槡３
２

，

∴Ｓ＝１６ｓｉｎＡ 槡＝８ ３．

【例３】已知Ａ、Ｂ、Ｃ是△ＡＢＣ的三个内角，

且满足（ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ）２－ｓｉｎ２Ｃ＝３ｓｉｎＡｓｉｎＢ，求

证：Ａ＋Ｂ＝１２０°，

思路分析：由于Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝１８０°，所以可将

证明Ａ＋Ｂ＝１２０°转化到证明Ｃ＝６０°上来．又已

知条件为三角函数关系，因此应考虑向三角函数

方向转化．在（０°，１８０°）上，余弦函数严格单调，

所以可证明ｃｏｓＣ＝１
２

，这就考虑余弦定理的推

论ｃｏｓＣ＝ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ
，因此应首先把已知条件中

角的关系转化为边的关系．

证 明：由 （ｓｉｎＡ ＋ ｓｉｎＢ）２ － ｓｉｎ２Ｃ ＝

３ｓｉｎＡｓｉｎＢ，可得

ｓｉｎ２Ａ＋ｓｉｎ２Ｂ－ｓｉｎ２Ｃ＝ｓｉｎＡｓｉｎＢ，

又∵ｓｉｎＡ＝ａ
２Ｒ

，ｓｉｎＢ＝ｂ
２Ｒ

，ｓｉｎＣ＝ｃ
２Ｒ

，

∴ａ２

４Ｒ２＋
ｂ２

４Ｒ２－
ｃ２

４Ｒ２＝
ａ
２Ｒ

·ｂ
２Ｒ

，

即ａ２＋ｂ２－ｃ２＝ａｂ．

∴ｃｏｓＣ＝ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ ＝ａｂ
２ａｂ＝１

２．

又∵０°＜Ｃ＜１８０°，∴Ｃ＝６０°．

∴Ａ＋Ｂ＝１８０°－Ｃ＝１２０°．

思维启示：（１）运用余弦定理与正弦定理进

行有关三角形内角的证明时，余弦定理会省去取

舍的麻烦，但同时要注意在根据三角函数值求角

时，应首先确定角的范围．

（２）在将已知条件中角的关系转化为边的关

系时，运用了正弦定理的变形形式：ａ＝２ＲｓｉｎＡ，

ｂ＝２ＲｓｉｎＢ，ｃ＝２ＲｓｉｎＣ．这一转化技巧要求我们

熟练掌握．

【例４】如图，半圆Ｏ的直

径为２，Ａ 为直径的延长线上

的一点，ＯＡ＝２，Ｂ为半圆周上

的动点，以 ＡＢ 为边，向形外

作等边△ＡＢＣ，问Ｂ点在什么

位置时，四边形ＯＡＣＢ 的面积最大？并求出这

个最大面积．

思路分析：本题主要综合考查正、余弦定理

及函数的最值等问题，首先应建立四边形ＡＯＢＣ

面积的函数关系式，然后讨论最值．

解：设∠ＡＯＢ＝ｘ，由ＯＡ＝２，ＯＢ＝１．

知ＡＢ２＝ＯＡ２＋ＯＢ２－２ＯＡ·ＯＢｃｏｓｘ＝５－

４ｃｏｓｘ．

△ＡＢＣ与△ＡＯＢ的面积分别为

Ｓ△ＡＢＣ＝槡３
４ＡＢ２＝槡３

４
（５－４ｃｏｓｘ），

Ｓ△ＡＯＢ＝１
２ＯＡ·ＯＢｓｉｎｘ＝ｓｉｎｘ．

所以四边形ＯＡＣＢ的面积为

Ｓ＝槡３
４

（５－４ｃｏｓｘ）＋ｓｉｎｘ，

整理得Ｓ＝ 槡５ ３
４ ＋２ｓｉｎ（ｘ－６０°）．

由上式可知，当ｘ－６０°＝９０°，即ｘ＝１５０°

时，四边形ＯＡＣＢ的面积最大，且其最大面积为

槡５ ３
４ ＋２．

思维启示：以三角形为背景，余弦定理为辅

助工具建立以ｘ为自变量的三角函数，将问题

转化为三角函数的最值问题．

【拓展点１】如图，在四边

形 ＡＢＣＤ 中，ＢＣ＝ａ，

ＤＣ＝２ａ，四个角Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 度数之比为３∶

７∶４∶１０，求ＡＢ的长．
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【拓展点２】已知△ＡＢＣ的三个内角Ａ、Ｂ、Ｃ的对

边分别为ａ、ｂ、ｃ．关于ｘ的不等式ｘ２ｃｏｓＡ＋

４ｘｓｉｎＡ＋６＜０的解集为空集．

（１）求Ａ的最大值；

（２）若ａ＝７
２

，Ｓ△ＡＢＣ＝ 槡３ ３
２

，当Ａ取最大值时，

求ｂ＋ｃ．

【拓展点３】某工厂生产主要产品后，留下大量中

心角为６０°，半径为ａ的扇形边角料，现要废

物利用，从中剪裁下矩形毛坯，要求矩形面积

尽可能大，请问如何裁剪？

基础达标

一、选择题

１．在 △ＡＢＣ 中，若 ａ
ｃｏｓＡ ＝ ｂ

ｃｏｓＢ ＝ ｃ
ｃｏｓＣ

，则

△ＡＢＣ是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．直角三角形　　　Ｂ．等边三角形

Ｃ．钝角三角形 Ｄ．等腰直角三角形

２．在△ＡＢＣ中，ｓｉｎＡ∶ｓｉｎＢ∶ｓｉｎＣ＝３∶２∶４，

则ｃｏｓＣ的值为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．－２
３ Ｂ．２３

Ｃ．－１
４ Ｄ．１４

３．在 △ＡＢＣ 中，若 ２ｃｏｓＢ·ｓｉｎＡ ＝ｓｉｎＣ，则

△ＡＢＣ的形状一定是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．等腰直角三角形 Ｂ．直角三角形

Ｃ．等腰三角形 Ｄ．等边三角形

４．△ＡＢＣ中，角Ａ、Ｂ、Ｃ所对的边分别为ａ、ｂ、ｃ，

则ａｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓＡ的值为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．ｂ Ｂ．ｂ＋ｃ
２

Ｃ．２ｃｏｓＢ Ｄ．２ｓｉｎＢ

５．在△ＡＢＣ中，ａ４＋ｂ４＋ｃ４＝２ｃ２（ａ２＋ｂ２），则Ｃ

等于 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．３０° Ｂ．４５°

Ｃ．６０° Ｄ．４５°或１３５°

６．若把一个直角三角形的三边都增加同样的长

度，则这个新的三角形为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．锐角三角形 Ｂ．直角三角形

Ｃ．钝角三角形 Ｄ．形状不确定

７．在钝角三角形ＡＢＣ中，三边长是连续自然数．

则这样的三角形 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．一个也没有 Ｂ．有无数多个

Ｃ．仅有一个 Ｄ．仅有两个

８．已知三角形的三边长分别是ａ、ｂ、ａ２＋ｂ２＋槡 ａｂ，

则此三角形中的最大角是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．３０° Ｂ．６０°

Ｃ．１２０° Ｄ．１５０°

二、填空题

９．△ＡＢＣ为锐角三角形，三边长分别为１，３，ａ，

则ａ的取值范围是 ．

１０．在 △ＡＢＣ 中，ＢＣ＝３，ＡＢ＝２，且ｓｉｎＣ
ｓｉｎＢ＝

２
５

（槡６＋１），则Ａ＝ ．

三、解答题

１１．在△ＡＢＣ中，若ａ２＝ｂ（ｂ＋ｃ），求证：Ａ＝２Ｂ．

更上一层

１．ａ、ｂ、ｃ为△ＡＢＣ 的三边，已知ａ２－ａ－２ｂ－

２ｃ＝０，ａ＋２ｂ－２ｃ＋３＝０，求此三角形的最大

内角．
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２．△ＡＢＣ 中，已 知 ｔａｎＡ ＋ｔａｎＢ 槡＋ ３ ＝

槡３ｔａｎＡｔａｎＢ，ｃ＝７
２

，Ｓ△ＡＢＣ＝ 槡３ ３
２

，求边长ａ、ｂ

的值．

３．已知 △ＡＢＣ 的外接圆半径为 Ｒ，且满足

２Ｒ（ｓｉｎ２Ａ－ｓｉｎ２Ｃ）＝（槡２ａ－ｂ）ｓｉｎＢ，求△ＡＢＣ

面积的最大值．

１．２　应用举例（二）

【案例１】我舰在敌岛Ａ南偏西５０°相距１２

海里的Ｂ处，发现敌舰正由岛沿北偏西１０°的方

向以１０海里／时的速度航行．问我舰需以多大速

度，沿什么方向航行才能用２小时追上敌舰？

思路分析：先根据方位角画出图，根据题意及

所画出的方位图可知本题实际上可归纳为已知三

角形的两边和它们的夹角，求第三边及角，即

△ＡＢＣ中，已 知 ＡＢ＝１２，ＡＣ＝１０×２＝２０，

∠ＣＡＢ＝１８０°－（１０°＋５０°）＝１２０°，求ＢＣ及∠ＡＢＣ．

由ＢＣ 长进而可求出我舰航行速度，由

∠ＡＢＣ的大小进而可求出我舰航行方向．

解：如图，在△ＡＢＣ中，

∵ ＡＢ ＝ １２，ＡＣ ＝ ２０，

∠ＣＡＢ＝１２０°，

由余弦定理得

ＢＣ２＝ＡＣ２＋ＡＢ２－２·ＡＢ·

ＡＣ·ｃｏｓ∠ＢＡＣ

＝２０２ ＋１２２ －２×２０×１２×

ｃｏｓ１２０°

＝４００＋１４４＋２４０

＝７８４．

∴ＢＣ＝２８．

∴我舰的追击速度是２８
海里

２小时
，即１４海里／时．

在△ＡＢＣ中，由正弦定理，得ＡＣ
ｓｉｎＢ＝ＢＣ

ｓｉｎＡ
，

即ｓｉｎＢ＝ＡＣｓｉｎＡ
ＢＣ ＝

２０×槡３
２

２８ ＝ 槡５ ３
１４ ．

∴∠ＡＢＣ≈３８．２°，５０°－３８．２°＝１１．８°．

故我舰航行的方向约为北偏东１１．８°．

【案例２】如果要测量某铁塔ＰＯ的高度，但

不能到达铁塔的底部，在只能使用简单的测量工

具的前提下，你能设计出哪些测量方法？并提供

每种方法的计算公式．

思路分析：要测量铁塔的高度，只能在铁塔

底部所在的平面上选取两点，量出两点间的距

离，再测量有关角，从而构造三角形求解．

解：测量方法一：

在地 面 上 引 一 条 基 线

ＡＢ，这条基线和塔底在同一

水平面上，且延长后不过塔

底，测出ＡＢ 的长，用经纬仪

测出角β、γ和Ａ 对塔顶Ｐ 的仰角α的大小，则

可求出铁塔ＰＯ的高．

计算方法如下：
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如上图所示，在△ＡＢＯ中，由正弦定理得

ＡＯ＝ ＡＢ·ｓｉｎγ
ｓｉｎ［１８０°－（β＋γ）］＝

ＡＢ·ｓｉｎγ
ｓｉｎ（β＋γ），

在Ｒｔ△ＰＡＯ中，ＰＯ＝ＡＯ·ｔａｎα，

∴ＰＯ＝ＡＢ·ｓｉｎγ·ｔａｎα
ｓｉｎ（β＋γ） ．

测量方法二：

在地面上引一条基线ＡＢ，这一基线与塔底

在同一水平面上，并使Ａ、Ｂ、Ｏ三点在一条直线

上，测出ＡＢ的长和Ａ、Ｂ对塔顶Ｐ 的仰角α、β，

则可求出铁塔ＰＯ的高．

计算方法如下：

如图所示，在△ＰＡＢ中，由

正弦定理得ＰＡ＝ ＡＢ
ｓｉｎ（α－β）

·

ｓｉｎβ＝
ＡＢ·ｓｉｎβ
ｓｉｎ（α－β）

，

在Ｒｔ△ＰＡＯ中，ＰＯ＝ＰＡ·ｓｉｎα，

∴ＰＯ＝ＡＢ·ｓｉｎα·ｓｉｎβ
ｓｉｎ（α－β） ．

测量方法三：

在地 面 上 引 一 条 基 线

ＡＢ，这一基线与塔底在同一

水平面上，且ＡＢ不过点Ｏ．测

出ＡＢ 的长、张角∠ＡＯＢ（设

为θ）及Ａ、Ｂ对塔顶Ｐ 的仰角

α、β，则可求出铁塔ＰＯ的高．

计算方法如下：

如图所示，在 Ｒｔ△ＰＯＡ 中，ＡＯ＝ＰＯ·

ｃｏｔα，

在Ｒｔ△ＰＯＢ中，ＢＯ＝ＰＯ·ｃｏｔβ，

在△ＡＯＢ中，由余弦定理得

ＯＡ２＋ＯＢ２－２ＯＡ·ＯＢ·ｃｏｓθ＝ＡＢ２，

∴ＰＯ＝ ＡＢ
ｃｏｔ２α＋ｃｏｔ２

β－２ｃｏｔα·ｃｏｔβ·ｃｏｓ槡 θ
．

１．坡角：　　　　　　的夹角．如图所示．

ｉ＝ｈ
ｌ＝ｔａｎα．

２．坡比：　　　　　　与　　　　　　之

比，即ｉ＝　　　　　　（其中ｉ为坡比）．

３．仰角与俯角：在同一铅直平面内，　　　

　　　的夹角；当视线在水平线之上时，称为

　　　　　　；当视线在水平线之下时，称为

　　　　　　．如图．

４．方位角：从指北方向线　　　　　　旋转

到目标方向线所成的水平角．如图所示：

５．方向角：相对于　　　　　　的水平角．

如北偏东６０°．

６．基线：在测量上，根据测量需要适当确定

的　　　　　　叫做基线．

７．解斜三角形应用题的步骤：

（１）准确理解题意，分清已知与所求，准确理

解应用题中的有关名称、术语．

（２）根据题意画出图形．

（３）抽象或构造出三角形，标出已知、未知．

（４）将要求解的问题归结到一个或几个三角

形中，通过合理运用正弦定理、余弦定理等有关

知识建立数学模型，然后正确求解，演算过程要

简练，计算要准确，最后作答．

８．解三角形应用题的基本思路

（１）建模思想

解三角形应用问题时，通常都要根据题意，

从实际问题中抽象出一个或几个三角形，然后通

过解这些三角形，得出三角形的边角的大小，从

而得出实际问题的解．这种数学建模思想，从实

际问题出发，经过抽象概括，把它转化为具体问

题中的数学模型，然后通过推理演算，得出数学

模型的解，再还原成实际问题的解，用流程图可

表示为
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１．２　应用举例（二）　　
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