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第一章　基本初等函数（Ⅱ）

　　内内内容容容提提提要要要
三角函数是基本初等函数，它是描述周期现象的重要数学模型，在数学和其他领域中具有重要的作用，在本

章中，我们将通过实例学习三角函数及其基本性质，体会三角函数在解决具有周期变化规律的问题中的作用．
本章包括任意角的概念及弧度制、任意角的三角函数、三角函数的图象与性质．
第一部分主要是把角的概念加以推广，通过引进弧度制，学习弧度制与角度制的换算，从而推导出弧度制下

扇形的弧长公式和面积公式．第二部分通过弧度制，使得角和实数建立起一一对应关系，从而可以把三角函数看
成以实数为自变量的函数．先将锐角三角函数推广到任意角的三角函数，接着又根据三角函数的定义推导出了
同角三角函数的基本关系式和诱导公式．这两组公式是三角恒等变换的重要基础，在求值、化简三角函数式和证
明三角恒等式问题中经常用到．第三部分首先以三角函数线为工具，作出了正弦函数和余弦函数的图象，介绍了
“五点法”作其图象简图的方法，再从图象归纳出正、余弦函数的性质，进而研究函数ｙ＝Ａ（ｓｉｎωｘ＋φ）与ｙ＝ｓｉｎｘ
图象的性质，最后简要介绍了正切函数的图象和性质，以及已知三角函数值如何求角．教材上还说明了物理和工
程技术的许多问题都要用三角函数的图象和性质予以解决．

学学学法法法指指指导导导
本章公式众多，同学们在学习中要对学过的公式做到真正理解、记准、记熟、用活，不断总结公式应用的技

巧．在熟练掌握概念、公式的基础上，不断总结解题的规律，体会化归思想、数形结合思想的具体应用，在解题过
程中注意灵活地加以应用．掌握好正弦函数、余弦函数和ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）的图象和性质（定义域、值域、最大值、
最小值、周期及单调性、奇偶性），它们是历年高考常考内容之一，要注意知识外延和横向联系，特别要重视代数、
不等式、函数、三角函数的综合运用．

１．１　任意角的概念与弧度制

１．１．１　角的概念的推广

在日常生活中，钟表的指针周而复始地转动着，秒针

每跳动一下，我们一秒的时间就不再拥有，试想一下，我
们一节课４０分钟，秒针会旋转多少度呢？为了回答这个
问题，你可能会想到从前我们学过的０°到３６０°的角，现在
看来仅有这些是不够的，必须把角的概念加以推广．
提示：１分钟秒针转过一圈３６０°，则４０分钟时，秒针
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转过４０×３６０°＝１４４００°．

１．角可以看成平面内一条射线绕着它的端点从一
个位置，旋转到另一个位置所成的图形，旋转开始的位
置叫做角的始边，旋转终止的位置叫做角的终边，射线
的端点叫角的顶点；按逆时针方向旋转形成的角叫做正
角，按顺时针方向旋转形成的角叫做负角；如果一条射

线没有任何旋转，称它形成了一个零角；角的三要素是
顶点、始边、终边．

２．在直角坐标系内，使角的顶点与原点重合，角的
始边在ｘ轴的正半轴上，那么角的终边在第几象限，我
们就说这个角是第几象限角．

３．所有与角α终边相同的，连同角α在内，可构成一
个集合Ｓ＝｛β｜β＝α＋ｋ·３６０°，ｋ∈Ｚ｝，即任一与角α终边
相同的角，都可以表示成角α与整数个周角的和．

　

　　一、任意角的概念
角可以看成是一条射线

绕着它的端点从一个位置旋

转到另一个位置所成的图形，
射线旋转时经过的平面部分

为角的内部．如图，射线ＯＡ绕
端点Ｏ 旋转到ＯＢ 位置所成的角，记作∠ＡＯＢ，ＯＡ叫
做∠ＡＯＢ的始边，ＯＢ叫做∠ＡＯＢ的终边；以ＯＢ为始
边，ＯＡ为终边的角记作∠ＢＯＡ．由图知∠ＡＯＢ＝１２０°，

∠ＢＯＡ＝－１２０°．
理解角的概念时要注意角的四要素：顶点、始边、

终边和旋转方向，角可以是任意大小的．
【例１】用集合表示下列各角：“０°到９０°的角”“第一象限
角”“锐角”“小于９０°的角”“０°～９０°的角”．
思路分析：解决本题关键是明确这几类角的定义，
搞清它们之间的关系．
解：０°到９０°的角的集合为｛α｜０°≤α＜９０°｝，
第一象限角的集合为｛α｜ｋ·３６０°＜α＜ｋ·

３６０°＋９０°，ｋ∈Ｚ｝．
锐角的集合为｛α｜０°＜α＜９０°｝．
小于９０°的角的集合为｛α｜α＜９０°｝．
０°～９０°的角的集合为｛α｜０°≤α≤９０°｝．

１
Ａ＝｛小于９０°的角｝，Ｂ＝｛第一象限角｝，则Ａ∩Ｂ等于

（　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．｛锐角｝　　　　　　　　Ｂ．｛小于９０°的角｝

Ｃ．｛第一象限的角｝ Ｄ．以上都不对
解析：小于９０°的角由锐角、零角、负角组成，而第一象限
角包括锐角和其他终边在第一象限的角．所以Ａ∩Ｂ是
由锐角和终边在第一象限的负角组成，应选Ｄ．
答案：Ｄ

１
时钟的分针所转的角是正角还是负角？经过下列时间

分针所转过的角各是多少度？

（１）１２分钟；（２）２小时１５分．
思路分析：首先要由分针旋转的方向确定角的符号，其
次要注意小时与分的换算．
解：分针所转的角是负角，经过１分钟分针所转过的角

是－３６０°
６０°＝－６°．

（１）分针走１２分钟所转过的角是－６°×１２＝
－７２°．

（２）２小时１５分＝１３５分，分针走２小时１５分所
转过的角是－６°×１３５＝－８１０°

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

．

　　二、终边相同的角
（１）研究终边相同的角的前提条件是角的顶点在

坐标原点，角的始边与ｘ轴的非负半轴重合．
（２）所有与角α终边相同的角，连同角α在内，可构成

一个集合Ｓ＝｛β｜β＝α＋ｋ·３６０°，ｋ∈Ｚ｝，即任一与角α终
边相同的角，都可以表示成角α与整数个周角的和．

（３）明确以下几点：ａ．ｋ为整数；ｂ．α为任意角；

２
（１）写出与１５°角终边相同的角的集合；
（２）在（１）的集合中，将适合不等式－１０８０°＜α＜３６０°
的元素α求出来．
思路分析：对于（１），可利用终边相同角公式写出．
对于（２），可在（１）的基础上，利用满足约束条件的

不等式，对其中的ｋ值，采用赋值法求解

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 ．

２

　 读活书，活读书，读书活。———陈鹤琴



ｃ．ｋ·３６０°与α之间用“＋”连结，如ｋ·３６０°－３０°应看
成是ｋ·３６０°＋（－３０°）；ｄ．终边相同的角不一定相等，
但相等的角，终边一定相同；ｅ．终边相同的角有无数多
个，它们相差３６０°的整数倍．
【例２】与－４５７°角终边相同的角的集合是 （　　）⋯⋯

Ａ．｛α｜α＝ｋ·３６０°＋４５７°，ｋ∈Ｚ｝

Ｂ．｛α｜α＝ｋ·３６０°＋９７°，ｋ∈Ｚ｝

Ｃ．｛α｜α＝ｋ·３６０°＋２６３°，ｋ∈Ｚ｝

Ｄ．｛α｜α＝ｋ·３６０°－２６３°，ｋ∈Ｚ｝
解法一：∵－４５７°＝－２×３６０°＋２６３°，∴应选Ｃ．
解法二：∵－４５７°与－９７°角终边相同，又－９７°与

２６３°角终边相同，２６３°角又与ｋ·３６０°＋２６３°角终边
相同．∴应选Ｃ．
答案：

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

Ｃ

讨论三角函数问题时，在同一个式子中两
种角度制不能混用，如与４５°角终边相同的角的
集合不能用｛ｘ｜ｘ＝２ｋπ＋４５°，ｋ∈Ｚ｝表示．正确
的表示方法为｛ｘ｜ｘ＝ｋ·３６０°＋４５°，ｋ∈Ｚ｝或

｛ｘ｜ｘ＝２ｋπ＋π
４

，ｋ∈Ｚ｝．

解：（１）与１５°角终边相同的角的集合是Ｍ＝｛α｜α＝ｋ·

３６０°＋１５°，ｋ∈Ｚ｝．
（２）在Ｍ 中适合－１０８０°＜α＜３６０°的元素是：
取ｋ＝－３时，－３·３６０°＋１５°＝－１０６５°．
取ｋ＝－２时，－２·３６０°＋１５°＝－７０５°．
取ｋ＝－１时，－１·３６０°＋１５°＝－３４５°．
取ｋ＝０时，０·３６０°＋１５°＝１５°，
即元素－１０６５°，－７０５°，－３４５°，１５°为所求．

２
如果角α与ｘ＋４５°具有同一条终边，角β与ｘ－４５°具
有同一条终边，那么α与β间的关系是 （　　）⋯⋯⋯

Ａ．α＋β＝０
Ｂ．α－β＝０
Ｃ．α＋β＝ｋ·３６０°，ｋ∈Ｚ
Ｄ．α－β＝ｋ·３６０°＋９０°，ｋ∈Ｚ
解析：∵α＝ｘ＋４５°＋ｋ１·３６０°，β＝ｘ－４５°＋ｋ２·３６０°，

ｋ１、ｋ２∈Ｚ，

∴α－β＝９０°＋（ｋ１－ｋ２）·３６０°，即α－β＝９０°＋
ｋ·３６０°，ｋ∈Ｚ．
答案：

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

Ｄ

　　三、象限角
当角的顶点与坐标原点重合，角的始边与ｘ轴的

正半轴重合时，那么角的终边（除顶点外）在第几象限
角就是第几象限角；当角的终边落在坐标轴上时，称为
轴线角，这时这个角不属于任何象限．本概念是以“角
的顶点与坐标原点重合，角的始边与ｘ轴正半轴重合”
为前提，否则则不能从终边的位置来判断某角是第几
象限角，轴线角这个概念在教材中没有提到．
【例３】已知角α是第三象限角，则角－α的终边在 （　　）

Ａ．第一象限　　　　　　Ｂ．第二象限

Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限
思路分析：角α与角－α表示两旋转方向相反，转过
的角度相等的两个角．
解：因为α是第三象限角，所以ｋ·３６０°＋１８０°＜
α＜ｋ·３６０°＋２７０°，ｋ∈Ｚ．于是－ｋ·３６０°－２７０°＜
－α＜－ｋ·３６０°－１８０°，ｋ∈Ｚ．所以－α所在范围与
（－２７０°，－１８０°）范围相同，则－α的终边在第二象
限，因此选Ｂ．
答案：

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆
毆

Ｂ

（１）若采用数形结合，角α可看成按逆时针
方向旋转，角－α则看成是按顺时针方向旋转；

（２）写出象限角的步骤：第一步，在０°～３６０°
范围内，终边在第一象限内角的取值范围是

３
求终边为直线ｙ＝－ｘ的角的集合．
思路分析：终边共线且反向的角的写法有二：一是分别
写出每条终边所代表的角的集合，再取并集；二是在其
中一条终边上找出一个角，然后再加上１８０°的整数倍．
解法一：由于ｙ＝－ｘ的图象是第二、四象限的平分
线，故在０°～３６０°间所对应的两个角分别为１３５°及

３１５°，从而角α的集合为Ｓ＝｛α｜α＝ｋ·３６０°＋１３５°或

α＝ｋ·３６０°＋３１５°，ｋ∈Ｚ｝，

∴Ｓ＝｛α｜α＝ｋ·１８０°＋１３５°，ｋ∈Ｚ｝．
解法二：因为终边为ｙ＝－ｘ，当ｘ＜０时的一个角为１３５°，
所以角α的集合为Ｓ＝｛α｜α＝ｋ·１８０°＋１３５°，ｋ∈Ｚ｝．

３

若α是第二象限的角，则２α、α
２
各是第几象限的角？

写出它们的一般表达形式．
思路分析：对象限角进行和、差、倍、分运算，要注意运
用不等式的性质，结果是哪个象限的角，要进行讨论．
解：∵α是第二象限角，

∴ｋ·３６０°＋９０°＜α＜ｋ·３６０°＋１８０°（ｋ∈Ｚ）．
∴２ｋ·３６０°＋１８０°＜２α＜２ｋ·３６０°＋３６０°（ｋ∈Ｚ）．
∴２α是第三或第四象限角或２α的终边与ｙ轴的

负半轴重合．
又∵ｋ·３６０°＋９０°＜α＜ｋ·３６０°＋１８０°（ｋ∈Ｚ），

∴ｋ·１８０°＋４５°＜α
２＜ｋ·１８０°＋９０°（ｋ∈Ｚ）

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 ．

３
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櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

０°＜α＜９０°；第二步，加上３６０°的整数倍，即加上

ｋ·３６０°，ｋ∈Ｚ．其他各象限角的集合，可仿此步
骤写出．

当ｋ＝２ｍ（ｍ∈Ｚ），ｍ·３６０°＋４５°＜α
２＜ｍ·３６０°＋

９０°时，α２
是第一象限角；

当ｋ＝２ｍ＋１（ｍ∈Ｚ），ｍ·３６０°＋２２５°＜α
２＜ｍ·

３６０°＋２７０°时，α２
是第三象限角．

综上，可知α
２
是第一或第三象限角

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

．

【例４】已知角α、β的终边有下列关系，分别求α、β间的
关系式：
（１）α、β的终边关于原点对称；
（２）α、β的终边关于ｙ轴对称．
思路分析：如图．

仔细观察坐标系中α、β的终边位置的关系，适当地
变换其中一个角，使两角终边共线，以便用数量关
系表示出．
解：（１）由于α、β的终边互为反向延长线，故α、β相
差１８０°的奇数倍〔如图（１）〕．
于是α－β＝（２ｋ－１）·１８０°（ｋ∈Ｚ）．
（２）在０°～３６０°间，设α的终边所表示的角为

９０°－θ，由于α、β关于ｙ轴对称〔如图（２）〕，则β的
终边所表示的角为９０°＋θ．
于是α＝９０°－θ＋ｋ１·３６０°（ｋ１∈Ｚ），

β＝９０°＋θ＋ｋ２·３６０°（ｋ２∈Ｚ），
两式相加得α＋β＝（２ｋ＋１）·１８０°（ｋ∈Ｚ）

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

（１）角α、β的终边关于直线ｙ＝ｘ对称，则

α、β之间满足关系α＋β＝ｋ·３６０°＋９０°（ｋ∈Ｚ）．
（２）角α、β的终边关于直线ｙ＝－ｘ对称，

则α、β之间满足关系α＋β＝ｋ·３６０°＋２７０°，
（ｋ∈Ｚ）．

４
若角α与６５°角的终边相同，角β与－１１５°角的终边相
同，那么α与β之间的关系是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．α＋β＝－５０°
Ｂ．α－β＝１８０°
Ｃ．α＋β＝ｋ·３６０°＋１８０°（ｋ∈Ｚ）

Ｄ．α－β＝ｋ·３６０°＋１８０°（ｋ∈Ｚ）
解析：∵ ｛α｜α＝ｋ１ ·３６０°＋６５°，ｋ∈Ｚ｝；｛β｜β＝
ｋ１·３６０°－１１５°，ｋ∈Ｚ｝，

∴α－β＝ｋ·３６０°＋１８０°（ｋ∈Ｚ）．
答案：Ｄ

４
若角α是第二象限的角，求角２α的集合Ａ．记Ｂ＝
｛第一、三象限的角｝，举例说明ＡＢ，ＢＡ．
思路分析：用集合表示角，特别是求角的交、并以及集
合间的关系时，要注意分类讨论思想的运用．
解：∵９０°＋ｋ·３６０°＜α＜１８０°＋ｋ·３６０°（ｋ∈Ｚ），

∴Ａ＝｛２α｜１８０°＋２ｋ·３６０°＜２α＜３６０°＋２ｋ·

３６０°，ｋ∈Ｚ｝．
∴２７０°∈Ａ，２７０°Ｂ．
∴ＡＢ．
∵１°∈Ｂ，１°Ａ，

∴ＢＡ

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

要证明ＡＢ，只需举一特殊值即可，但要
证明ＡＢ时，必须验证集合Ａ 中的任何一个
元素都是集合Ｂ 中的元素

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

．

４
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１ 下列命题中正确的是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．第一象限的角必是锐角

Ｂ．终边相同的角必相等

Ｃ．相等的角终边位置相同

Ｄ．不相等的角终边位置必不相同
解析：根据各种角的定义，利用排除法或特殊角代入
法验证．
答案：Ｃ

２ 与１２０°角终边相同的角是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．－６００°＋ｋ·３６０°（ｋ∈Ｚ）

Ｂ．－１２０°＋ｋ·３６０°（ｋ∈Ｚ）

Ｃ．１２０°＋（２ｋ＋１）·１８０°（ｋ∈Ｚ）

Ｄ．６６０°＋ｋ·３６０°（ｋ∈Ｚ）
解析：根据终边相同的定义进行判断．
答案：Ａ

３ 已知角α、β终边相同，那么α－β的终边在 …（　　）

Ａ．ｘ轴的负半轴上

Ｂ．ｙ轴的负半轴上

Ｃ．ｘ轴的非负半轴上

Ｄ．ｙ轴的非负半轴上
解析：∵角α、β终边相同，∴α＝ｋ·３６０°＋β（ｋ∈Ｚ）．

∴α－β＝ｋ·３６０°＋β－β＝ｋ·３６０°（ｋ∈Ｚ）．
∴α－β的终边在ｘ轴的非负半轴上，选Ｃ．

答案：Ｃ

４ 若α是第四象限角，则π－α在 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．第一象限 Ｂ．第二象限

Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限
注：１８０°＝π弧度，其意义见下节．
解法一：∵α为第四象限角，

∴２ｋπ－π
２＜α＜２ｋπ（ｋ∈Ｚ）．

∴π－２ｋπ＜π－α＜－２ｋπ＋３π
２

（ｋ∈Ｚ）．

∴π－α是第三象限角．选Ｃ．
解法二：∵角α与－α的终边关于ｘ 轴对称，又角α
的终边在第四象限，

∴角－α的终边在第一象限．
又－α与π－α关于原点对称，

∴角π－α的终边在第三象限．故选Ｃ．
答案：Ｃ

５ 若角α、β的终边互为反向延长线，则α与β的关系一

定是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．α＝－β
Ｂ．α＝－２·３６０°＋β
Ｃ．α＝１８０°＋β
Ｄ．α＝（２ｋ＋１）１８０°＋β（ｋ∈Ｚ）
解析：根据角的有关概念进行判断．
答案：Ｄ

６ 终边在直线 ｙ 槡＝ － ３ｘ 上的所有角的集合是

，上述集合中介于－１８０°到１８０°之间的角是

．

解析：终边在ｙ 槡＝－ ３ｘ上的所有角的集合是｛α｜α＝
ｋ·３６０°＋１２０°，ｋ∈Ｚ｝∪｛α｜α＝ｋ·３６０°＋３００°，

ｋ∈Ｚ｝＝｛α｜α＝ｎ·１８０°＋１２０°，ｎ∈Ｚ｝，当ｎ＝－１，

０时，取得介于－１８０°到１８０°之间角为１２０°，－６０°．
答案：｛α｜α＝ｎ·１８０°＋１２０°，ｎ∈Ｚ｝　－６０°，１２０°

７ 已知数集Ａ＝｛ｘ｜ｘ＝４ｋπ，ｋ∈Ｚ｝，Ｂ＝｛ｘ｜ｘ＝２ｋπ，

ｋ∈Ｚ｝，Ｃ＝｛ｘ｜ｘ＝１
２ｋπ，ｋ∈Ｚ｝，Ｄ＝｛ｘ｜ｘ＝ｋπ，ｋ∈

Ｚ｝，则Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四个数集之间的关系是 ．
解析：对于Ｂ中元素ｘ＝２ｋπ，令ｋ＝２ｎ（ｎ∈Ｚ），得ｘ＝
２ｋπ＝４ｎπ（ｎ∈Ｚ），显然ＡＢ，同理，ＢＤ，ＤＣ．
综合得ＡＢＤＣ．

答案：ＡＢＤＣ

８ 已知角２α的终边在ｘ轴的上方（不与ｘ轴重合），求

α终边所在象限．
解：根据题意知ｋ·３６０°＜２α＜ｋ·３６０°＋１８０°，ｋ∈Ｚ，

∴ｋ·１８０°＜α＜ｋ·１８０°＋９０°，ｋ∈Ｚ．
当ｋ＝２ｎ时，ｎ·３６０°＜α＜ｎ·３６０°＋９０°，ｎ∈Ｚ，

∴α是第一象限角；
当ｋ＝２ｎ＋１时，ｎ·３６０°＋１８０°＜α＜ｎ·３６０°＋

２７０°，ｎ∈Ｚ，∴α是第三象限角．
综上，可知α为第一、第三象限角．

９ ２００５全国高考卷Ⅲ，理１文１ 已知α为第三象限的

角，则α
２
所在的象限是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．第一或第二象限　　　Ｂ．第二或第三象限

Ｃ．第一或第三象限 Ｄ．第二或第四象限

解析：∵α为第三象限的角，∴２ｋπ＋π＜α＜２ｋπ＋３π
２．

∴ｋπ＋π
２＜α

２＜ｋπ＋３π
４

（ｋ∈Ｚ）．

５
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当ｋ＝２ｎ（ｎ∈Ｚ）时，２ｎπ＋π
２＜α

２＜２ｎπ＋３π
４

，在

第二象限；

当ｋ＝２ｎ＋１（ｎ∈Ｚ）时，２ｎπ＋３π
２＜α

２＜２ｎπ＋

７π
４

，在第四象限．

答案：Ｄ

１０已知角β的终边在右图中

阴影所表示的范围内，那么

β∈ ．
解析：在０°～３６０°范围内，
终边落在阴影内的角为

３０°＜α＜１５０°与２１０°＜α＜
３３０°，于是所有满足题意的角α为
｛α｜ｋ·３６０°＋３０°＜α＜ｋ·３６０°＋１５０°，ｋ∈Ｚ｝∪｛α｜
ｋ·３６０°＋２１０°＜α＜ｋ·３６０°＋３３０°，ｋ∈Ｚ｝＝｛α｜２ｋ·

１８０°＋３０°＜α＜２ｋ·１８０°＋１５０°，ｋ∈Ｚ｝∪｛α｜（２ｋ＋１）·

１８０°＋３０°＜α＜（２ｋ＋１）·１８０°＋１５０°，ｋ∈Ｚ｝＝｛α｜ｎ·

１８０°＋３０°＜α＜ｎ·１８０°＋１５０°，ｎ∈Ｚ｝．
答案：｛α｜ｎ·１８０°＋３０°＜α＜ｎ·１８０°＋１５０°，ｎ∈Ｚ｝

１１如图，半径为１的圆的圆心位

于坐标原点，点Ｐ从点Ａ（１，０）
出发，依逆时针方向等速沿单
位圆周旋转．已知Ｐ 在１ｓ内
转过的角度为θ（０°＜θ＜１８０°），

经过２ｓ到达第三象限，经过１４ｓ后又恰好回到出发
点Ａ，求θ．
解：∵０°＜θ＜１８０°，且ｋ·３６０°＋１８０°＜２θ＜ｋ·

３６０°＋２７０°（ｋ∈Ｚ），

∴必有ｋ＝０，于是９０°＜θ＜１３５°．
又∵１４θ＝ｎ·３６０°（ｎ∈Ｚ），

∴θ＝ｎ·１８０°
７ ．

从而９０°＜ｎ·１８０°
７ ＜１３５°，７２＜ｎ＜１８９

３６≈５．２５．

∴ｎ＝４或５．故θ＝７２０°
７
或θ＝９００°

７ ．

１２今天是星期三，那么７ｋ（ｋ∈Ｚ）天后的那一天是星期

几？７ｋ（ｋ∈Ｚ）天前的那一天是星期几？１００天后的
那一天是星期几？

解：每星期，从星期一直到星期日，每星期７天，呈现
周期性变化，每７天都要重复出现．

∵今天是星期三，

∴７ｋ（ｋ∈Ｚ）天后的那一天仍是星期三，

７ｋ（ｋ∈Ｚ）天前的那一天仍是星期三．
∵１００＝７×１４＋２，
又∵今天是星期三，

∴１００天后的那一天是星期五．

１．１．２　弧度制和弧度制与角度制的换算

北京到上海有多远？我们回答约１４６３公里，但也
有人回答约９１４英里，请问哪一种回答是正确的？显
然，两种回答都是正确的，但为什么会有不同的数值呢？
那是因为所采用的度量制不同．它们的长度单位是不同
的，但是，它们之间可以换算：１英里＝１．６公里．在角度
的度量里面，是否也有类似的情况呢？
提示：度量角也有两种方法，角度制和弧度制，它们

的换算关系为

１°＝ π
１８０
弧度，１弧度＝（１８０

π
）°，以“弧度”为单位度

量角，更容易建立起角与实数之间的一一对应关系．

１．周角的 １
３６０
为一度的角．用度作单位来度量角的

单位制叫角度制．

２．长度等于半径的弧所对的圆心角叫做１弧度的
角．用弧度作单位来度量角的单位制叫弧度制．弧度用
符号ｒａｄ表示．

３．正角的弧度数是一个正数．负角的弧度数是一个

６

　 错误的知识，有时比无知更加可怕。———秦牧



负数．零角的弧度数是０．如果半径为ｒ的圆的圆心角α
所对弧的长为ｌ，那么，角α的弧度数的绝对值是｜α｜＝
ｌ
ｒ ．比值ｌｒ

与所取圆的半径大小无关．而仅与角的大小

有关．

４．１８０°＝πｒａｄ．１°＝ π
１８０ｒａｄ．１ｒａｄ＝ （１８０

π
）°≈

５７°１８′．

　

　　一、弧度制的定义
【例１】如图所示，圆心角∠ＡＯＣ所
对的弧︵ＡＣ的长ｌ分别为ｒ，２ｒ，

２πｒ，４πｒ，如果圆心角表示正
角，它的弧度数分别是多少？
如果圆心角表示负角，它的弧
度数又分别是多少？

思路分析：从圆心角与弧度的关系出发，结合正角、
负角的概念，分别求出各角的弧度数．当圆心角

∠ＡＯＣ表示正角时，弧长ｌ为ｒ，２ｒ，２πｒ，４πｒ的圆
心角∠ＡＯＣ的弧度数分别是１，２，２π，４π．
当圆心角∠ＡＯＣ表示负角时，弧长ｌ为ｒ，２ｒ，

２πｒ，４πｒ的圆心角∠ＡＯＣ 的弧度数分别是－１，

－２，－２π，－４π

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

（１）角的大小与圆的半径长短无关，仅与弧
长与半径的比值有关；

（２）一般地，正角的弧度数是一个正数．负
角的弧度数是一个负数．零角的弧度数是零．

１
下列诸命题中，真命题是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．一弧度是一度的圆心角所对的弧

Ｂ．一弧度是长度为半径的弧

Ｃ．一弧度是一度的弧与一度的角之和

Ｄ．一弧度是长度等于半径长的弧所对的圆心角，它是
角的一种度量单位

解析：本题考查弧度制下，角的度量单位：１弧度的概念．
根据一弧度的定义：我们把长度等于半径长的弧

所对的圆心角叫做一弧度的角．对照各选项，可知 Ｄ
为真命题．
答案：Ｄ

１
下列四个命题中，不正确的一个是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．半圆所对的圆心角是πｒａｄ
Ｂ．周角的大小等于２π
Ｃ．１弧度的圆心角所对的弧长等于该圆的半径

Ｄ．长度等于半径的弦所对的圆心角的大小是１弧度
解析：本题考查弧度制下，角的度量单位：１弧度的概念．
根据一弧度的定义：我们把长度等于半径长的弧所对

的圆心角叫做一弧度的角．对照各选项，可知Ｄ不正确．
答案：

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

Ｄ

　　二、角度与弧度之间的互化
（１）将角度化成弧度：

３６０°＝２πｒａｄ；１８０°＝πｒａｄ；

１°＝ π
１８０ｒａｄ≈０．０１７４５ｒａｄ．

（２）将弧度化成角度：

２πｒａｄ＝３６０°；πｒａｄ＝１８０°；

１ｒａｄ＝（１８０
π

）°≈５７．３０°＝５７°１８′．

（３）弧度制和角度制的互化是本节的重点，也是难

点．互 化 的 实 质 是 一 种 比 例 关 系： π
１８０° ＝

２
（１）将１１２°３０′化为弧度；

（２）将－５π
１２ｒａｄ化为度．

解：（１）∵１°＝ π
１８０ｒａｄ，

∴１１２°３０′＝ π
１８０×１１２．５ｒａｄ＝５π

８ｒａｄ．

（２）∵１ｒａｄ＝（１８０
π

）°，

∴－５π
１２ｒａｄ＝－（５π

１２ｒａｄ×１８０
π

）°＝－７５°

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

．

７
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这个角的弧度数
这个角的角度数

，将要求的部分解出，再添上相应的单

位即可．
需记住特殊角的弧度数．（见教材，本书略）

【例２】－３００°化为弧度是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．－４π
３　　　　　　Ｂ．－５π

３

Ｃ．－７π
４ Ｄ．－７

６π

思路分析：依据１°＝ π
１８０
弧度进行转换．

解析：∵１°＝ π
１８０ｒａｄ，∴－３００°＝－５π

３ｒａｄ．

∴应选Ｂ．
答案：

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔

毆

毆毆

毆

Ｂ

弧度与角度互化，要牢记πｒａｄ＝１８０°．

２
时钟经过一小时，时针转过了 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．π６ｒａｄ　　　　　　Ｂ．－π
６ｒａｄ

Ｃ．－π
１２ｒａｄ Ｄ．π１２ｒａｄ

解析：由于时钟经过１２小时转了－２πｒａｄ，

所以时钟经过１小时转了－π
６ｒａｄ．

答案：

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

Ｂ

【例３】设角α１＝－５７０°，α２＝７５０°，β１＝
３π
５

，β２＝－７π
３．

（１）将α１、α２用弧度制表示出来，并指出它们各自所
在的象限；

（２）将β１、β２用角度制表示出来，并在－７２０°～０°之
间找出它们有相同终边的所有角．
思路分析：运用弧度与角度的互化公式，用待定系
数法去找一个ｋ，α１、α２ 化为２ｋπ＋α的形式，而β１、

β２化为ｋ·３６０°＋α的形式（ｋ∈Ｚ）．
解：（１）∵１８０°＝πｒａｄ，

∴－５７０°＝－５７０× π
１８０＝－１９π

６ ．

∴α１＝－１９π
６ ＝－２×２π＋５π

６．

同理，α２＝２×２π＋π
６．

∴α１在第二象限，α２在第一象限．

（２）∵β１＝
３π
５＝（３π

５×１８０
π°）＝１０８°，

设θ＝ｋ·３６０°＋β１（ｋ∈Ｚ）．
由－７２０°≤θ＜０°，

∴－７２０°≤ｋ·３６０°＋１０８°＜０°．
∴ｋ＝－２或ｋ＝－１．
∴在－７２０°～０°间与β１ 有相同终边的角是

－６１２°和－２５２°．
同理，β２＝－３６０°－６０°＝－４２０°，且在－７２０°～

０°间与β２有相同的终边的角是－４２０°和－６０°．

３
用弧度制表示顶点在原点，始
边重合于ｘ轴的非负半轴，终
边落在阴影部分的角的集合．
（如图所示）
解：先找准两个边界所对应的
在０°～３６０°范围内的角 ．边界
在第二象限对应的角为１２０°，
边界在第三象限对应的角是２２５°．
如上图所示，以 ＯＢ 为终边的角 ２２５°可看成

－１３５°，化为弧度－３π
４．而１２０°＝２π

３．

∴终边落在阴影部分的角的集合为｛θ｜２ｋπ－３π
４＜

θ＜２ｋπ＋２π
３

，ｋ∈Ｚ｝

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

（１）回答问题要弄清角的大小，防止出现矛
盾不等式而造成混乱．

（２）在表示角的集合时，一定要使用统一单
位（统一制度）．

３

若集合Ａ＝｛α｜α＝ｋπ
２－π

５
，ｋ∈Ｚ｝，Ｂ＝｛α｜－π＜α＜

π｝，求Ａ∩Ｂ．

解：由交集定义，知－π＜ｋπ２－π
５＜π，即－１＜ｋ

２－１
５＜１，

∴－８
５＜ｋ＜１２

５．

由ｋ∈Ｚ，知ｋ＝－１，０，１，２．

当ｋ＝－１，０，１，２时，α＝－７π
１０

，－π
５

，３π
１０

，４π
５

，

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

故

８
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Ａ∩Ｂ＝｛－７π
１０

，－π
５

，３π
１０

，４π
５

｝

檪
檪
檪

．

　　三、弧长公式和扇形面积公式
　　在弧度制下，弧长公式和扇形的面积公式分别为

ｌ＝α·ｒ；Ｓ＝１
２ｌ

·ｒ＝１
２α

·ｒ２．

在角度制下，弧长公式和扇形的面积公式分别为

ｌ＝ｎπｒ
１８０

；Ｓ＝ｎπｒ２

３６０．

【例４】解答下列各题：

（１）求半径为２，圆心角为５π
３
的圆弧的长度．

（２）在半径为６的圆中，求长度为６的弦和它所对
的劣弧围成的弓形面积．

（３）如图（１），在半径为１０，圆心角为π
３
的扇形铁皮

ＡＤＥ上，截去一个半径为４的小扇形ＡＢＣ，求
留下部分环形的面积．
思路分析：引进弧度制后，简化了初中所学的弧长
和扇形面积的计算公式．在弧长（ｌ）、扇形面积（Ｓ）、
圆心角度数（α）和圆半径（Ｒ）这四个量的有关计算
中，应明确“知其二，得其二”．
解：（１）∵半径Ｒ＝２，圆

心角α＝５π
３

，

∴弧长ｌ＝α·Ｒ＝
１０π
３ ．

（２）如图（２）所示．
∵ＡＢ ＝６，ＯＡ ＝

ＯＢ＝６，

∴∠ＡＯＢ＝π
３．

∴扇形 ＡＯＢ 的面积

Ｓ△ＡＯＢ＝
１
２ｌ

·Ｒ

＝１
２α

·Ｒ２

＝１
２×π

３×６２

＝６π．
又∵△ＡＯＢ是等边三角形，

∴Ｓ△ＡＯＢ＝槡３
４×６２ 槡＝９ ３．

∴弓形面积Ｓ＝６π 槡－９ ３．

（３）∵圆心角α＝６０°＝π
３

，

∴Ｓ扇形ＡＤＥ＝
１
２α·ＡＤ２＝５０π

３
，Ｓ扇形ＡＢＣ＝１

２α·

ＡＢ２＝８π
３．

４
已知扇形ＯＡＢ的圆心角α为１２０°，半径为６，求扇形
弧长及所含弓形的面积．
思路分析：正确运用弧度制与角度制换算公式及弧长
面积公式，先把１２０°化为弧度，再用公式ｌ＝｜α｜ｒ求弧

长；用公式Ｓ＝１
２ｌｒ
求扇形面积；用公式Ｓ＝１

２ｒ２ｓｉｎθ，

求三角形的面积，从而得出弓形的面积．

解：∵１２０°＝１２０× π
１８０＝２π

３
，ｒ＝６，∴ｌ＝｜α｜ｒ＝２π

３×

６＝４π．又∵Ｓ扇形＝１
２ｌｒ＝１

２×４π×６＝１２π，Ｓ△ＡＯＢ ＝

１
２ｒ

２ｓｉｎ２π
３ 槡＝９ ３，

∴Ｓ弓形＝Ｓ扇形－Ｓ△ＡＯＢ＝１２π 槡－９ ３

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆
．

弧长公式ｌ＝｜α｜·ｒ以及扇形面积公式

Ｓ＝１
２ｌｒ
都是弧度制下的公式．因此，运用时必

须把角度化成弧度．

４
已知一扇形的中心角是α，其所在圆的半径是Ｒ．
（１）若α＝６０°，Ｒ＝１０ｃｍ，求扇形的弧长及该弧所在的
弓形面积；

（２）若扇形的周长是一定值Ｃ（Ｃ＞０），当α为多少弧度
时，该扇形有最大面积？
解：（１）设弧长为ｌ，弓形面积为Ｓ弓形．

∵α＝６０°＝π
３

，Ｒ＝１０ｃｍ，∴ｌ＝｜α｜Ｒ＝１０π
３ ｃｍ．

∴Ｓ弓形＝Ｓ扇形－Ｓ△＝
１
２ｌＲ－１

２Ｒ２ｓｉｎα＝１
２×１０π

３ ×

１０－１
２×１０２ｓｉｎ６０°＝５０（π３－槡３

２
）ｃｍ２．

（２）∵扇形周长Ｃ＝２Ｒ＋ｌ＝２Ｒ＋｜α｜Ｒ，

∴Ｒ＝ Ｃ
２＋α．

∴Ｓ扇＝１
２αＲ

２＝１
２α

·（Ｃ
２＋α

）２

＝Ｃ２

２α
· １
４＋４α＋α２＝

Ｃ２

２
· １

４＋α＋４
α

≤Ｃ２

２
· １

４＋２ α·４槡 α

＝Ｃ２

１６
，

当且仅当α＝４
α

，即α＝２（α＝－２舍去）时，

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

扇形

９
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∴环形ＢＣＥＤ的面积为Ｓ＝５０π
３ －８π

３＝４２π
３ ＝

１４π．

面积最大，最大面积是Ｃ
２

１６

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

用弧度制表示的弧长和扇形面积公式ｌ＝

｜α｜·ｒ和Ｓ＝１
２ｌ

·ｒ，比角度制的求弧长和面积

公式ｌ＝ｎπｒ
１８０
和Ｓ＝ｎπｒ２

３６０
更简单，在实际中的应用

也更广泛

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 ．

１ 下列命题中的假命题是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．“度”与“弧度”是度量角的两种不同的度量单位

Ｂ．一度的角是圆周的 １
３６０

，一弧度的角是圆周的１
２π

Ｃ．根据弧度的定义，１８０°一定等于π弧度

Ｄ．不论是用角度制还是弧度制度量角，它们均与圆
的半径长短有关

解析：根据角度与弧度的定义，可知无论是角度制还
是弧度制，角的大小与圆的半径长短无关，而是与弧
长和半径的比值有关，应选Ｄ．
答案：Ｄ

２ 下列各对角中，终边相同的是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．３π２
和２ｋπ－３π

２
（ｋ∈Ｚ）

Ｂ．－π
５
和２２π

５

Ｃ．－７π
９
和１１π

９

Ｄ．２０π３
和１２２π

９

解析：１１π
９ ＝２π－７π

９．

答案：Ｃ

３ 已知两弧度的圆心角所对的弦长为２，那么这个圆心

角所对的弧长是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．２　 　　Ｂ．ｓｉｎ２　　 　Ｃ．２
ｓｉｎ１　　Ｄ．２ｓｉｎ１

解析：∵ｓｉｎ１＝１
Ｒ

，∴Ｒ＝ １
ｓｉｎ１．

又∵ｌ＝｜α｜·Ｒ，∈Ｒ∴ｌ＝２· １
ｓｉｎ１＝ ２

ｓｉｎ１．

答案：Ｃ

４ 扇形圆心角为
π
３

，半径长为ａ，则扇形内切圆的面积

与扇形面积之比是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．１∶３ Ｂ．２∶３ Ｃ．４∶３ Ｄ．４∶９

解析：Ｓ扇形＝１
２ｌＲ＝π

６ａ２．

设内切圆的半径为ｒ，则ｒ＝ａ
３．

∴Ｓ圆形＝πａ２

９ ．∴Ｓ圆
Ｓ扇形＝

２
３．故选Ｂ．

答案：Ｂ

５ 集合Ａ＝｛α｜α＝ｋπ＋π
２

，ｋ∈Ｚ｝，Ｂ＝｛α｜α＝２ｋπ±π
２

，

ｋ∈Ｚ｝的关系是 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．Ａ＝Ｂ Ｂ．ＡＢ
Ｃ．ＢＡ Ｄ．以上都不对
解析：集合Ａ中ｋ∈Ｚ，分为奇数和偶数表示，即Ａ＝

｛α｜α＝２ｎπ＋π
２

，ｎ∈Ｚ｝∪｛α｜α＝（２ｎ－１）π＋π
２

，ｎ∈

Ｚ｝＝Ｂ．故选Ａ．
答案：Ａ

６ 扇形周长为６，面积为２，则其圆心角的弧度数是

（　　）

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．１或４ Ｂ．１或２
Ｃ．２或４ Ｄ．１或５
解析：设此扇形的半径为ｒ，圆心角的弧度数是α（０＜

α＜２π），则有
１
２α

·ｒ２＝２，　　　　 　　　　　①

２ｒ＋α·ｒ＝６．　　　
烅
烄

烆 ②
解之，得α＝１或α＝４．

答案：Ａ

７ 设０≤α＜２π，将－１４８５°表示成２ｋπ＋α，ｋ∈Ｚ的形式

是 ．

解析：－１４８５°＝－５×３６０°＋３１５°＝－１０π＋７π
４．
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答案：－１０π＋７π
４

８ 如图，阴影部分用弧度制可表

示为 ．
解析：３３０°可 看 成 －３０°，即

－π
６

，而７５°＝７５× π
１８０＝５π

１２
，

∴｛θ｜２ｋπ－π
６＜θ＜２ｋπ＋

５π
１２

，ｋ∈Ｚ｝．

答案：｛θ｜２ｋπ－π
６＜θ＜２ｋπ＋５π

１２
，ｋ∈Ｚ｝

９ 点Ｐ从（１，０）出发，沿单位圆ｘ２＋ｙ２＝１按逆时针方

向运动２π
３
弧长到达Ｑ点，则Ｑ的坐标为 （　　）⋯

Ａ．（－１
２

，槡３
２

） Ｂ．（－槡３
２

，－１
２

）

Ｃ．（－１
２

，－槡３
２

） Ｄ．（－槡３
２

，１
２

）

解析：由弧长公式ｌ＝｜α｜ｒ，ｌ＝２π
３

，ｒ＝１，得Ｐ点按逆

时针方向转过的角度为α＝２π
３

，可确定直线ＯＰ的方

程为ｙ 槡＝－ ３ｘ（ｘ＜０），与圆的方程ｘ２＋ｙ２＝１联立

可得Ｐ（－１
２

，槡３
２

）．

答案：Ａ

１０若一段圆弧长等于其所在圆的内接正三角形的边

长，则其圆心角的弧度数为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．π３ Ｂ．２π３

槡Ｃ．３ Ｄ．２
解析：设正三角形ＡＢＣ是半径为ｒ的圆Ｏ 的内接三
角形．

∵ＡＢ 槡＝ ３ｒ，∴弧长ｌ 槡＝ ３ｒ．

∴α＝ｌ
ｒ ＝槡３ｒ

ｒ 槡＝ ３．故选Ｃ．

答案：Ｃ

１１在扇形ＡＯＢ中，∠ＡＯＢ＝９０°，
︵ＡＢ＝ｌ，求此扇形的内切圆的
面积．

解：如图，∠ＡＯＢ＝９０°＝π
２．

设扇形ＡＯＢ的半径为Ｒ，

其内切圆半径为ｒ，由弧长公式有ｌ＝π
２Ｒ，

所以Ｒ＝２ｌ
π． ①

又因为ＯＤ＝Ｒ，ＨＤ＝ｒ，ＯＨ 槡＝ ２ｒ，

所以ＯＤ＝ＯＨ＋ＨＤ＝（ 槡１＋ ２）ｒ．

所以ｒ＝ Ｒ
槡１＋ ２

＝（槡２－１）Ｒ． ②

把①代入②，得ｒ＝（槡２－１）·２ｌ
π＝２（槡２－１）ｌ

π ．

所以内切圆的面积Ｓ＝πｒ２＝π［２（槡２－１）ｌ
π

］２＝

（ 槡１２－８ ２）ｌ２

π ．

１２设半径为１２ｃｍ，长为８πｃｍ的弧所对圆心角为α，

α∈（０，２π），求出与角α终边相同的角的集合Ａ，并判

断Ａ是否为Ｂ＝｛θ｜θ＝π
６＋ｋπ

２
，ｋ∈Ｚ｝的真子集．

解：由｜α｜＝ｌ
ｒ
得α＝２π

３∈（０，２π），∴与α终边相同的

角的集合Ａ＝｛α｜α＝２π
３＋２ｋπ，ｋ∈Ｚ｝．在Ｂ＝｛θ｜θ＝

π
６＋ｋπ

２
，ｋ∈Ｚ｝中，令ｋ＝４ｍ＋１，ｍ∈Ｚ，则θ＝π

６＋

π
２＋２ｍπ＝２π

３＋２ｍπ，ｍ∈Ｚ，∴ＡＢ．又∵π
６∈Ｂ，而

π
６Ａ，∴ＡＢ，即Ａ为Ｂ 的真子集．

１３如图，已知一长为槡３ｃｍ，宽为１ｃｍ的长方形木块在

桌面上作无滑动的翻滚，翻滚到第三面时，被一小木
板挡住，使木块底面与桌面成３０°的角．求点Ａ 走过
的路程及走过的弧所在的三个扇形的面积的和．

解：ＡＡ︵１所对的圆半径是２，圆心角为π
２

，Ａ１Ａ︵２所对的

半径是１，圆心角是π
２

，Ａ２Ａ︵３所对的圆半径为槡３，圆

心角为π
３．所以Ａ点走过的路程是３段圆弧之和，即

２×π
２＋１×π

２ 槡＋ ３×π
３＝ 槡９＋２ ３

６ πｃｍ．３段弧所在

的扇形总面积是１
２×２×π＋１

２×π
２＋１

２槡３×槡３π
３ ＝

７π
４ｃｍ２．
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１．２　任意角的三角函数

１．２．１　三角函数的定义

中央电视塔多高？为了测量中央电视塔的高度，假
设在距离电视塔２３３．９米的地方测得中央电视塔的避
雷针顶端的仰角为６０°，你能推测出电视塔的高度吗？
提示：要回答此问题实质只要用初中学过的锐角三

角函数即可．

图形 定义 定义域 函数值的符号

ｓｉｎＡ＝ａ
ｃ

ｃｏｓＡ＝ｂ
ｃ

ｔａｎＡ＝ａ
ｂ

Ａ∈（０，π
２

）

∵ａ＞０，ｂ＞０，

ｃ＞０，

∴ａ
ｃ ＞０，ｂ

ｃ ＞

０，ａ
ｂ ＞０

　　从此表可以看到锐角三角函数的定义、定义域及函
数值的符号．
所以根据定义可知中央电视塔的高度为２３３．９×

ｔａｎ６０°≈４０５米．

１．设α是一个任意角，α的终边上一点Ｐ（除端点外）

的坐标是（ｘ，ｙ），它与原点的距离是ｒ（ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２＞

０），那么ｙｒ
叫做角α的正弦，记作ｓｉｎα，即ｓｉｎα＝ｙ

ｒ
；

ｘ
ｒ
叫做角α的余弦，记作ｃｏｓα，即ｃｏｓα＝ｘ

ｒ
；

ｙ
ｘ
叫做角α的正切，记作ｔａｎα，即ｔａｎα＝ｙ

ｘ
；

ｘ
ｙ
叫做角α的余切，记作ｃｏｔα，即ｃｏｔα＝ｘ

ｙ
；

ｒ
ｘ
叫做角α的正割，记作ｓｅｃα，即ｓｅｃα＝ｒ

ｘ
；

ｒ
ｙ
叫做角α的余割，记作ｃｓｃα，即ｃｓｃα＝ｒ

ｙ ．

这些函数都是以角α为自变量，以比值为函数值，
我们将它们统称为三角函数．

２．六个三角函数的定义域：

三角函数 定义域

ｓｉｎα Ｒ

ｃｏｓα Ｒ

ｔａｎα ｛α｜α≠π
２＋ｋπ，ｋ∈Ｚ｝

ｃｏｔα ｛α｜α≠ｋπ，ｋ∈Ｚ｝

ｓｅｃα ｛α｜α≠ｋπ＋π
２

，ｋ∈Ｚ｝

ｃｓｃα ｛α｜α≠ｋπ，ｋ∈Ｚ｝

３．三角函数在各象限的符号：

４．终边相同的角的三角函数值的关系．
公式一：ｓｉｎ（２ｋπ＋α）＝ｓｉｎα，

ｃｏｓ（２ｋπ＋α）＝ｃｏｓα，

ｔａｎ（２ｋπ＋α）＝ｔａｎα，其中ｋ∈Ｚ．
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　　一、任意角的三角函数的定义
注意：（１）任意角的三角函数是在坐标系中定义

的，角的范围（自变量取值）是全体实数．
（２）一个任意角α的三角函数值只依赖于α的大

小（即只与这个角的终边位置有关），而与Ｐ点在终边
上的位置无关．

（３）正弦、余弦、正切、余切、正割、余割都是以角为
自变量，以比值为函数值的函数．

（４）ｓｉｎα不是ｓｉｎ与α的乘积，而是一个比值；三角
函数记号是一个整体，离开自变量的“ｓｉｎ”“ｔａｎ”等是没
有意义的．
每个词的第一个字母“ｓ”或“ｃ”或“ｔ”都不能大写．

【例１】已知角α的终边经过点Ｐ（３ａ，－４ａ）（ａ≠０），求

ｓｉｎα、ｃｏｓα、ｔａｎα、ｓｅｃα、ｃｓｃα、ｃｏｔα的值．
思路分析：在由三角函数的定义求三角函数时，应
先确定α终边位置．由于含有参数ａ，而ａ的条件为

ａ≠０，所以必须对ａ进行讨论，这一点不可忽视．
解：∵ｘ＝３ａ，ｙ＝－４ａ，

∴ｒ＝ （３ａ）２＋（－４ａ）槡 ２＝５｜ａ｜（ａ≠０）．
（１）当ａ＞０时，ｒ＝５ａ，α是第四象限角．

ｓｉｎα＝ｙ
ｒ ＝－４ａ

５ａ ＝－４
５

，ｃｏｓα＝ｘ
ｒ ＝３ａ

５ａ＝３
５

，

ｔａｎα＝ｙ
ｘ ＝－４ａ

３ａ ＝－４
３

，ｃｏｔα＝－３
４

，

ｓｅｃα＝ｒ
ｘ ＝５ａ

３ａ＝５
３

，ｃｓｃα＝ｒ
ｙ ＝ ５ａ

－４ａ＝－５
４．

（２）当ａ＜０时，ｒ＝－５ａ，α是第二象限角．

于是ｓｉｎα＝ ４
５

，ｃｏｓα＝ － ３
５

，ｔａｎα＝ － ４
３

，

ｃｏｔα＝－３
４

，ｓｅｃα＝－５
３

，ｃｓｃα＝５
４

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

．

（１）当角α的终边上点的坐标以参数形式
给出时，要根据问题的实际及解题的需要对参
数进行分类讨论．

（２）求任意角的三角函数，有时需要确定角
所在的象限，相应地以此来确定三角函数的符
号，这是容易出现错误的地方．

１
已知角α的终边经过Ｐ（－２，－３），求角α的正弦、余
弦、正切值．

解：∵ｘ＝－２，ｙ＝－３，ｒ 槡＝ １３，

∴ｓｉｎα＝ｙ
ｒ ＝ －３

槡１３
＝－ 槡３ １３

１３
，

ｃｏｓα＝ｘ
ｒ ＝ －２

槡１３
＝－ 槡２ １３

１３
，

ｔａｎα＝ｙ
ｘ ＝－３

－２＝３
２．

１
已知角α的终边在直线ｙ＝－３ｘ上，则１０ｓｉｎα＋３ｓｅｃα＝

．
思路分析：由角α的终边落在直线ｙ＝－３ｘ上，所以可设其
终边上一点为Ｐ（ｋ，－３ｋ）（ｋ≠０），再分ｋ＞０与ｋ＜０求解．
解：设角α终边上任一点为Ｐ（ｋ，－３ｋ）（ｋ≠０），则ｘ＝

ｋ，ｙ＝－３ｋ，ｒ＝ ｋ２＋（－３ｋ）槡 ２ 槡＝ １０｜ｋ｜．

（１）当ｋ＞０时，ｒ 槡＝ １０ｋ，α是第四象限角，

ｓｉｎα＝ｙ
ｒ ＝ －３ｋ

槡１０ｋ
＝－ 槡３ １０

１０
，ｓｅｃα＝ｒ

ｘ ＝ 槡１０ｋ
ｋ ＝

槡１０，∴１０ｓｉｎα＋３ｓｅｃα＝１０×（－ 槡３ １０
１０

） 槡＋３ １０＝

槡 槡－３ １０＋３ １０＝０．

（２）当ｋ＜０时，ｒ 槡＝－ １０ｋ，α为第二象限角，

ｓｉｎα＝ｙ
ｒ ＝ －３ｋ

槡－ １０ｋ
＝ 槡３ １０

１０
，

ｓｅｃα＝ｒ
ｘ ＝ 槡－ １０ｋ

ｋ 槡＝－ １０，

∴１０ｓｉｎα＋３ｓｅｃα＝１０× 槡３ １０
１０ ＋３×（ 槡－ １０）＝

槡 槡３ １０－３ １０＝０．
综合以上两种情况均有１０ｓｉｎα＋３ｓｅｃα＝０．

答案：

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔櫔
櫔
櫔
櫔
櫔

毆

毆毆

毆

０

要清楚当ｋ＞０时，Ｐ（ｋ，－３ｋ）是第四象限内的
点，角α的终边在第四象限；当ｋ＜０时，Ｐ（ｋ，－３ｋ）
是第二象限内的点，角α的终边在第二象限，这与
角α的终边在ｙ＝－３ｘ上是一致的

檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪 ．
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　　二、三角函数的定义域
【例２】求下列函数的定义域：

（１）ｙ＝ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ；

（２）ｙ＝ ｓｉｎ槡 ｘ＋ｔａｎｘ．
解：（１）∵使ｓｉｎｘ、ｃｏｓｘ有意义的ｘ∈Ｒ，

∴ｙ＝ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ的定义域为Ｒ．
（２）当ｓｉｎｘ≥０且ｔａｎｘ有意义时，函数有意义，

∴有
２ｋπ≤ｘ≤（２ｋ＋１）π，

ｘ≠ｋπ＋π烅
烄

烆 ２
（ｋ∈Ｚ）．

∴函数ｙ＝ ｓｉｎ槡 ｘ＋ｔａｎｘ 的定义域为［２ｋπ，

２ｋπ＋π
２

）∪（２ｋπ＋π
２

，（２ｋ＋１）π］（ｋ∈Ｚ）．

２

求函数ｙ＝ｔａｎ（ｘ－π
４

）的定义域．

思路分析：∵ｙ＝ｔａｎｘ的定义域为｛ｘ｜ｘ≠ｋπ＋π
２

，ｋ∈Ｚ｝，

∴本题中将ｘ－π
４
看作一个角即可解得ｘ的取值范围．

解：设θ＝ｘ－π
４

，在ｙ＝ｔａｎｘ中，θ≠ｋπ＋π
２

，ｋ∈Ｚ，

∴ｘ－π
４≠ｋπ＋π

２
，ｋ∈Ｚ．∴ｘ≠ｋπ＋３π

４
，ｋ∈Ｚ．

∴定义域为｛ｘ｜ｘ≠ｋπ＋３π
４

，ｋ∈Ｚ｝．

２

ｘ取什么值时，ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ
ｔａｎｘ
有意义？

解：由题意得
ｔａｎｘ≠０，

ｘ≠π
２＋ｋπ（ｋ∈Ｚ）烅

烄

烆 ．

解得

ｘ≠ｋπ（ｋ∈Ｚ），

ｘ≠ｋπ＋π
２

（ｋ∈Ｚ），即ｘ≠ｋπ
２

（ｋ∈Ｚ）烅
烄

烆 ．

所以当｛ｘ｜ｘ≠ｋπ
２

，ｋ∈Ｚ｝时，ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ
ｔａｎｘ
有意义
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檪
檪
檪
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檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪
檪

．

三、三角函数值的符号
【例３】确定下列式子的符号：

（１）ｔａｎ１２５°·ｓｉｎ２７３°；

（２）ｔａｎ１０８°
ｃｏｓ３０５°

；

（３）ｓｉｎ５π
４

·ｃｏｓ４π５
·ｔａｎ１１π

６
；

（４）
ｃｏｓ５π６

·ｔａｎ１１π
６

ｓｉｎ２π
３

；

（５）ｔａｎ１９１°－ｃｏｓ１９１°；
（６）ｓｉｎ３·ｃｏｓ４·ｔａｎ５·ｃｏｔ６．
解：（１）∵１２５°是第二象限角，∴ｔａｎ１２５°＜０；

∵２７３°是第四象限角，∴ｓｉｎ２７３°＜０．
从而ｔａｎ１２５°ｓｉｎ２７３°＞０．
∴式子符号为正．
（２）∵１０８°是第二象限角，∴ｔａｎ１０８°＜０．
∵３０５°是第四象限角，∴ｃｏｓ３０５°＞０．

从而ｔａｎ１０８°
ｃｏｓ３０５°＜０，

∴式子符号为负．

（３）∵５π
４
是第三象限角，４π

５
是第二象限角；１１π

６
是第四象限角．

∴ｓｉｎ５π
４ ＜０，ｃｏｓ４π

５ ＜０，ｔａｎ１１π
６ ＜０，从而

ｓｉｎ５π
４

·ｃｏｓ４π５
·ｔａｎ１１π

６ ＜０．

３
判定下列各式的符号：
（１）ｓｉｎ１０５°·ｃｏｓ２３０°；

（２）ｓｉｎ７π
８

·ｔａｎ７π
８

；

（３）ｃｏｓ６·ｔａｎ６；

（４）ｓｉｎ４·ｔａｎ（－２３π
４

）．

解：（１）∵１０５°、２３０°分别为第二、第三象限角，

∴ｓｉｎ１０５°＞０，ｃｏｓ２３０°＜０．
∴ｓｉｎ１０５°·ｃｏｓ２３０°＜０．

（２）∵π
２＜７π

８＜π，∴７π
８
是第二象限角．

∴ｓｉｎ７π
８＞０，ｔａｎ７π

８＜０．

∴ｓｉｎ７π
８

·ｔａｎ７π
８＜０．

（３）∵３π
２＜６＜２π，∴６弧度的角是第四象限角．

∴ｃｏｓ６＞０，ｔａｎ６＜０．∴ｃｏｓ６·ｔａｎ６＜０．

（４）∵π＜４＜３π
２

，∴ｓｉｎ４＜０．

又－２３π
４ ＝－６π＋π

４
，

∴－２３π
４
与π

４
终边相同．∴ｔａｎ（－２３π

４
）＞０．

∴ｓｉｎ４·ｔａｎ（－２３π
４

）＜０
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∴式子符号为负．

（４）∵５π
６
是第二象限角，１１π

６
是第四象限角，２π

３
是第二象限角．

∴ｃｏｓ５π６＜０，ｔａｎ１１π
６ ＜０，ｓｉｎ２π

３＞０．

从而
ｃｏｓ５π６

·ｔａｎ１１π
６

ｓｉｎ２π
３

＞０．

∴式子符号为正．
（５）∵１９１°是第三象限角，

∴ｔａｎ１９１°＞０，ｃｏｓ１９１°＜０．
∴ｔａｎ１９１°－ｃｏｓ１９１°＞０．
∴式子符号为正．

（６）∵π
２＜３＜π，π＜４＜３π

２
，３π
２＜５＜６＜２π，

∴ｓｉｎ３＞０，ｃｏｓ４＜０，ｔａｎ５＜０，ｃｏｔ６＜０．
∴ｓｉｎ３·ｃｏｓ４·ｔａｎ５·ｃｏｔ６＜０．
∴式子符号为负．

３
若α同时满足ｔａｎα＜０，ｃｏｓα＞０，
（１）求α的集合；

（２）判断ｓｉｎα
２

，ｃｏｓα
２

，ｔａｎα
２
的符号．

解：（１）由ｃｏｓα＞０知α的终边在第一或第四象限，或
在ｘ轴的非负半轴上．由ｔａｎα＜０，得α终边又在第二、
四象限．因此，α的终边在第四象限．

∴角α的集合为｛α｜２ｋπ－π
２＜α＜２ｋπ，ｋ∈Ｚ｝．

（２）∵２ｋπ－π
２＜α＜２ｋπ，ｋ∈Ｚ，

∴ｋπ－π
４＜α

２＜ｋπ，ｋ∈Ｚ．

当ｋ＝２ｎ（ｎ∈Ｚ）时，２ｎπ－π
４＜α

２＜２ｎπ．

∴ｓｉｎα
２＜０，ｃｏｓα

２＞０，ｔａｎα
２＜０；

当ｋ＝２ｎ＋１（ｎ∈Ｚ）时，２ｎπ＋３π
４＜α

２＜２ｎπ＋π．

∴ｓｉｎα
２＞０，ｃｏｓα

２＜０，ｔａｎα
２＜０
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毆

．

（１）要熟记三角函数值在各象限的符号．

（２）α为象限角，求α２
是哪个象限角的方法：

根据α所在象限写出α的不等式，进而得α２
的不

等式．再对ｋ为奇数、偶数两种情况讨论
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１ 下列函数中与函数ｙ＝ｔａｎα有相同定义域的是（　　）

①ｙ＝ １
ｃｏｔα　②ｙ＝ｓｅｃα　③ｙ＝ｃｓｃα　④ｙ＝１－ｓｉｎα

ｃｏｓα
Ａ．１　　　Ｂ．２　　 　Ｃ．３　　 　Ｄ．４

解析：要使ｙ＝ｔａｎα＝ｙ
ｘ
有意义，只需角α的终边上

异于原点的点Ｐ（ｘ，ｙ）的横坐标ｘ≠０，显然函数②④
与之相同．
答案：Ｂ

２ 若ｓｉｎθｃｏｓθ＞０，则θ在 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．第一、二象限 Ｂ．第一、三象限

Ｃ．第一、四象限 Ｄ．第二、四象限

解析：由ｓｉｎθｃｏｓθ＞０，可知若ｓｉｎθ＞０且ｃｏｓθ＞０，则θ
角的终边位于第一象限；若ｓｉｎθ＜０且ｃｏｓθ＜０，则θ
角的终边位于第三象限．综上，可知θ角的终边位于
第一或第三象限．
答案：Ｂ

３ 已知Ｐ（ｘ，４）是角θ终边上一点，且ｔａｎθ＝－２
５

，则ｘ

的值为 （　　）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ａ．１０ Ｂ．４５ Ｃ．－１０ Ｄ．－１
５

解析：由任意角的三角函数的定义，可知ｔａｎθ＝ｙ
ｘ ＝

４
ｘ＝－２

５
，∴ｘ＝－１０．

答案：Ｃ
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