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书书书

第一章 三角函数

1. 理解任意角的概念，掌握弧度制，能进行弧度和角度的互化.探索终边相同的角的表示方法，以便提高用数学的观

点分析、解决问题的能力.

2. 理解任意角的正弦、余弦、正切的定义；了解任意角的余切、正割、余割的定义；能够借助单位圆中的有向线段表示

正弦、余弦和正切，培养用几何方法解决代数问题即数形结合的思想.

3. 探索并得到同角三角函数的基本关系式和诱导公式，并能熟练应用以便揭示知识之间普遍联系的规律，树立辩证

唯物主义思想.

4. 探究正弦、余弦和正切函数的图像和性质，理解周期函数与最小正周期的意义，知道三角函数是描述周期变化现象

的重要函数模型，提高数学的应用能力.

5. 结合具体实例，认识正弦型函数 y = Asin（ωx + φ）的实际意义；知道 y = Asin（ωx + φ）中参数 A、ω、φ对函数图像变
化的影响和它们的物理意义；模仿使用“五点法”“变换法”画三角函数的简图，从而培养从特殊到一般，从具体到抽象的

思维方法，实现从感性认识到理性认识的飞跃.

6. 探讨用三角函数解决简单的实际问题，发展数学应用意识，力求对现实世界中蕴涵的一些数学模型进行思考和判

断，以便进一步提高应用数学知识分析和解决实际问题的能力，增加学习数学的兴趣.
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§ 1 周期现象
§ 2 角的概念的推广

1. 周期现象

某种动作或现象每隔“一段”就会 出现，这

种现象被称为周期现象.

2. 任意角

（1）角的定义

①静态定义：具有公共端点的两条射线组成的图形
叫做角，这个公共端点叫做角的 ，这两条射线叫

做角的 .

②动态定义：一条射线绕着它的端点从一个位置旋
转到另一个位置所形成的图形，所旋转射线的端点叫做

顶点，开始位置的射线叫做角的 ，终止位置的射

线叫做角的 .

（2）在平面内，一条射线绕它的端点旋转时，有顺时

针和逆时针两个相反的方向.习惯上规定：按照逆时针方

向旋转而成的角叫做 ；按照 时针方向

旋转而成的角叫做负角；当射线没有旋转时，也把它看成

一个角，称为零角；旋转生成的角又常称为转角. 这样就

形成了任意大小的角，即任意角.

（3）角的记法

用 个希腊字母；用 个大写的英文

字母表示（字母前面要写“∠”）.
（4）角的分类

按旋转方向分为 ；

按终边所在位置分为 .

3. 象限角、轴线角

（1）定义：将角的顶点与原点重合，角的始边与 x轴

的非负半轴重合，那么就把角放在了平面直角坐标系中.

如果角的终边（除原点外）在第几象限，则就说这个角是

第几象限角；如果角的终边落在 ，则这个角不属

于任何象限，称之为轴线角（或称为象限界角）.

（2）表示方法

第一象限角的集合： ；

第二象限角的集合： ；

第三象限角的集合： ；

第四象限角的集合： ；

终边落在 x轴的非负半轴上的角的集合： ；

终边落在 x轴的非正半轴上的角的集合： ；

终边落在 x轴上的角的集合： ；

终边落在 y轴的非负半轴上的角的集合： ；

终边落在 y轴的非正半轴上的角的集合： ；

终边落在 y轴上的角的集合： ；

终边落在坐标轴上的角的集合： ；

象限角与轴线角的表示形式并不唯一，还有其他的表

示形式，如：终边落在 y轴的非正半轴上的角的集合也可表

示为｛x| x = k·360° - 90°，k∈Z｝.

4. 终边相同的角

（1）研究终边相同的角的前提条件：角的顶点与原点

重合，角的始边与 x轴的非负半轴重合.

（2）所有与 α终边相同的角，连同角 α在内，可构成一
个集合： ，即任一个与角 α终边相同的角，都可以
表示成角 α与整数个周角的和.

知识导学

1. 结合课本实例，理解生活中的“周而复始”“来回反

复”等周期现象.

2. 复习初中学习过的角的定义、特点、范围.

3. 在学习过程中一定要用任意角的观点看待问题，防

止“穿新鞋走老路”，虽然学了任意角，还是以锐角、直角、

钝角来考虑问题.

1. 当角 α与角 β的终边相同时，α与 β相等吗？为什
么与角 α终边相同的角的集合可以写成 S =｛β | β = α +

k·360°，k∈Z｝？

剖析：角的定义有两种：静态定义和动态定义.受思维

定势的影响，往往会先想到用角的静态定义来考虑这个问

题，那样就会陷入迷茫.其突破的途径是用角的动态定义

来分析.

若 α、β的终边相同，则它们的关系为：将角 α 终边旋
转（逆时针或顺时针）k（k∈Z）周即得 β，所以 α、β的数量
关系为 β = k·360° + α（k∈Z），即 α、β的大小相差 360°的

整数 k倍.所以 α与 β不一定相等.

例如：β与 30°角的终边相同，但是 β不一定等于 30°.

将 30°的终边按逆时针旋转 1周即得角 β = 1·360° +

30° = 390°，按逆时针旋转 2 周即得角 β = 2·360° + 30° =

750°，⋯，所以 390°，750°，⋯都与 30°的终边相同
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将 30°的终边按顺时针旋转 1 周即得角 β =（ - 1）·

360° + 30° = - 330°，按顺时针旋转 2周即得角 β =（ - 2）·

360° + 30° = - 690°，⋯，所以 - 330°，- 690°，⋯都与 30°角

的终边相同.

由以上可看出 β与 30°角的终边相同，但是 β不一定
等于 30°，它们的数量关系是 β = k·360° + 30°（k∈Z）.

因此所有与角 α终边相同的角，连同角 α在内，可构
成一个集合 S =｛β | β = α + k·360°，k∈Z｝，即任一与角 α
终边相同的角，都可以表示成角 α与整数个周角的和.

理解集合 S =｛β | β = α + k·360°，k∈Z｝要注意以下

几点：

（1）式中角 α为任意角，它说明终边相同的角有无数
个，它们相差 360°的整数倍；

（2）k∈Z 这一条件必不可少；

（3）k·360°与 α之间是“ +”，如 k·360° - 30°应看

成 k·360° +（ - 30°），即与 - 30°终边相同的角；

（4）终边相同的角不一定相等，但是相等的角，终边

一定相同；

（5）终边相同的角有无数多个，它们相差 360°的整数

倍.在求终边相同的角的问题中关键是找到一个与其终

边相同的某一角（一般找 0° ～ 360°的角），然后用集合和

符号语言表示出来.

2. 第一象限角、小于 90°的角、0° ～ 90°的角、锐角这

四类角有什么区别？

剖析：受初中所学角的影响，看到这四种角，往往就

说它们相同.其原因是虽然已经将角扩充到了任意角，但

是解决问题时，考虑的角还是仅仅停留在锐角、直角、钝

角，即初中所学角的范围上，没有按任意角来看待. 其突

破方法是把握住各自的取值范围.

这四种角的范围用集合表示，分别是：锐角：｛α |

0° < α < 90°｝，0° ～ 90°的角：｛α | 0°≤α < 90°｝，小于

90°的角：｛α | α < 90°｝，第一象限角是｛α | k·360° < α
< k·360° + 90°，k∈Z｝. 所以锐角一定是第一象限

角，而第一象限角不都是锐角，小于 90°的角包括锐

角、零角、负角. 如果用弧度制表示角，角的表示形式变

为实数，其大小关系会更加明显 .

例 1 走路时，我们的手臂自然地随步伐周期性摆

动，那么，手臂的周期摆动满足什么规律呢？

思路分析：由于每隔一定时间，手臂来回摆动，此现

象是周期现象.

答案：如图 1 （1，2） 1，以 ON代表手臂的垂直位

置，当手臂摆动到 OP 位置，设 θ = ∠PON为摆动的幅角，

而 y为 P 点离开直线 ON的水平距离，r为手臂的长度，根

据初中平面几何知识可知 y = rsinθ.

图 1 （1，2） 1

绿色通道：如果一个现象每隔相同的一段，总是来

回重复出现，那么这个现象是周期现象，就可以用周期

函数来刻画.

变式训练“春去春又回”是周期现象吗？若是，请说

出其周期.

思路分析：每隔一年，春天就重复一次，因此“春去春

又回”是周期现象.设春天是否到来为变量 y，时间为 t，则

y是 t的周期函数，一年是一个周期，也是最小正周期.

答案：“春去春又回”是周期现象，周期为一年.

例 2 在 0° ～ 360°之间，求出与下列各角终边相同的

角，并判定下列各角是哪个象限的角.

（1）908°28'；（2）- 734°.

思路分析：将题中角化成 α + k·360°（k∈Z），α∈
［0°，360°）的形式即可.

解：（1）908°28' = 188°28' + 2 × 360°，则 188°28'即为

所求的角，因为它是第三象限角，从而 908°28'也是第三象

限角.

（2）- 734° = 346° - 3 × 360°，则 346°即为所求的角，

因为它是第四象限角，从而 - 734°也是第四象限角.

绿色通道：一般地，化角 β 为 α + k·360°（k∈Z）

时，可由 β除以 360°来确定 k及 α的值，对不合要求的
α可以通过修正 k来进一步求解.

变式训练 在 - 720° ～ 720°之间，写出与 60°角终边

相同的角的集合 S.

思路分析：先写出所有与 60°角终边相同的角，然后

确定在 - 720° ～ 720°之间的角.

解：与 60°终边相同的角的集合为｛α | α = 60° + k·

360°，k∈Z｝，令 - 720°≤60° + k·360°≤720°，得 k = - 2，

- 1，0，1.相应的角为 - 660°，- 300°，60°，420°，从而 S =

｛ - 660°，- 300°，60°，420°｝.

例 3 在角的集合｛α | α = k·90° + 45°，k∈Z｝中，

（1）有几类终边不相同的角？

（2）有几个属于区间（ - 360°，360°）内的角？

思路分析：从代数角度看，取 k =⋯，- 2，- 1，0，1，

2，⋯，可以得 α 为⋯，- 135°，- 45°，45°，135°，225°
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从图形角度可以看成是以 45°角为基础，依次加上 90°的

整数倍，即依次按顺时针方向或逆时针方向旋转 90°，如

图1 （1，2） 2所示.

图 1 （1，2） 2

解：（1）在给定的角的集合中终边不相同的角共有

四类.

（2）由 - 360° < k·90° + 45° < 360°，得 -
9
2

< k

<
7
2
，

又 k∈Z，故 k = - 4，- 3，- 2，- 1，0，1，2，3.

所以在给定的角的集合中属于区间（ - 360°，360°）

的角共有 8个.

绿色通道：把代数计算与对图形的认识结合起来，

会使这类问题处理起来更容易些，在数学学习中，数形

结合是解决问题的最重要的方法之一，做题时要注意

自觉地应用.

变式训练 求终边在直线 y = - x上的角的集合.

思路分析：先写出 0° ～ 360°范围内终边在直线 y =

- x上的角，再根据终边相同的角写出集合.

解：在 0° ～ 360°范围内满足条件的角为 135°和 315°，

, 终边在直线 y = - x上的角的集合为

｛α | α = k·360° + 135°，k∈Z｝∪｛α | α = k·360° +

315°，k∈Z｝

=｛α | α = 2k·180° + 135°，k∈Z｝∪｛α | α =（2k + 1）

·180° + 135°，k∈Z｝

=｛α | α = n·180° + 135°，n∈Z｝.

问题 1 根据 α 的象限，思考 α
n
所在的象限（n > 1，

n∈N）.

导思：解决这类问题有两种办法：不等式法和八卦

图法.

探究：方法一（不等式法）：下面以 α 为第一象限的

角，确定
α
2
所在的象限为例.

 α是第一象限角，
, α可以表示为 k·360° < α < k·360° + 90°，k∈Z.

, k·180° < α
2

< k·180° + 45°.

当 α为偶数时，α
2
是第一象限角；当 k为奇数时，

α
2

是第三象限角.

即当 α是第一象限角时，α
2
是第一象限角或第三象

限角；

同理可得当 α 为其他象限角时，α
2
的终边所在的

象限：

当 α是第二象限角时，α
2
是第一象限角或第三象

限角；

当 α是第三象限角时，α
2
是第二象限角或第四象

限角；

当 α是第四象限角时，α
2
是第二象限角或第四象

限角.

方法二（八卦图法）：以确定
α
2
所在的象限为例.

如图 1 （1，2） 3 所示，作出各个象限的平分线，它

们与坐标轴把周角等分成 8 个区域，从 x轴的正半轴起，

按逆时针方向把这 8 个区域依次循环标上号码 1、2、3、4，

则标号是几的两个区域，就说明 α第几象限角时，α
2
终边

落在的区域，于是
α
2
所在象限可以直观看出来，这种方法

称为八卦图法，它的优点是直观形象，特别是它还能清晰

地显现
α
2
的更具体范围.

由图 1 （1，2） 3 可得

图 1 （1，2） 3

当 α是第一象限角时，α
2
是第一象限角或第三象

限角；

当 α是第二象限角时，α
2
是第一象限角或第三象

限角；

当 α是第三象限角时，α
2
是第二象限角或第四象

限角
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当 α是第四象限角时，α
2
是第二象限角或第四象

限角.

图 1 （1，2） 4 图 1 （1，2） 5

以上两种方法还适用于确定
α
3
、α

4
、⋯、α

n
的终边所

在象限，如图 1 （1，2） 4是用八卦图法确定
α
3
的终边所

在象限.作出三等分各个象限的从原点出发的射线，它们

与坐标轴把周角等分成 12 个区域.从 x轴的非负半轴起，

按逆时针方向把这 12 个区域依次循环标上号码 1、2、3、

4，则标号是几的区域，就是 α为第几象限角时，α
2
终边落

在的区域，而
α
3
所在的象限就可根据图形直观地看出来

了.一般地，要确定
α
n
所在的象限，就需要 n 等分每个

象限.

对于
α
2
，还有如下的简便作法：首先在直角坐标系中

画出 α的终边，然后将其与 x轴正半轴所成的两个角分别

平分，平分线所在象限即
α
2
的终边所在象限. 如图

1 （1，2） 5所示，α 是第二象限角，则 α
2
的终边在第一、

三象限.这种方法称为直接平分法.

问题 2 α、β的终边关于坐标轴、原点对称，α、β 的大
小有何关系？

导思：这类题目的解决策略是由特殊到一般，先将 α、
β的范围限制在［0°，360°）内，再推广到任意角.

探究：在平面直角坐标系中，画出终边关于 y轴对称

的 α、β，以终边所代表的最小正角为例，可得 α + β = 180°

或 α + β = 360° + 180°，推广到任意角有 α + β = k·360° +

180°，即终边关于 y轴对称的 α、β 的大小关系为 α + β =

k·360° + 180°，k∈Z.

同理可得：

当 α、β 的终边关于 x 轴对称时，则 α + β = k·

360°，k∈Z；

当 α、β的终边关于坐标原点对称时，则 β - α = k·

360° + 180°，k∈Z；

当 α、β 的终边互相垂直时，则 β - α = k·360° ±

90°，k∈Z.

1 时针走过 2 小时 40分，则分针转过的角度是（ ）

A. 80° B. - 80° C. 960° D. - 960°

2 给出下列四个命题：① - 15°是第四象限的角；②185°

是第三象限的角；③475°是第二象限的角；④ - 350°

是第一象限的角，其中正确命题的个数是

（ ）

⋯⋯⋯⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

3 与 - 457°角终边相同的角的集合是 （ ）⋯⋯⋯⋯

A.｛α | α = k·360° + 457°，k∈Z｝

B.｛α | α = k·360° + 97°，k∈Z｝

C.｛α | α = k·360° + 263°，k∈Z｝

D.｛α | α = k·360° - 263°，k∈Z｝

4 集合 A=｛α | α = k·90° - 36°，k∈Z｝，B =｛β | - 180°

< β < 180°｝，则 A∩B等于 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A.｛ - 36°，54°｝

B.｛ - 126°，144°｝

C.｛ - 126°，- 36°，54°，144°｝

D.｛ - 126°，54°｝

5 如果 α与 x + 45°具有相同的终边，角 β与 x - 45°具有

相同的终边，那么 α与 β间的关系是 （ ）⋯⋯⋯

A. α + β = 0

B. α - β = 0

C. α + β = k·360°，k∈Z

D. α - β = k·360° + 90°，k∈Z

6 2005全国高考卷Ⅲ，理 1 已知 α为第三象限角，则
α
2
所在的象限是 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A.第一或第二象限 B.第二或第三象限

C.第一或第三象限 D.第二或第四象限

7 已知 - 180° < α < 180°，7α 的终边又与 α 的终边重
合，求满足条件的角 α的集合.

8 今天是星期一，158 天后的那一天是星期几
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9 若 α 是第一象限的角，则 180° - α 是第 象限

的角.

10 设两个集合M =｛α | α = k·90° + 45°，k∈Z｝，N =｛α | α
= k·180° - 45°，k∈Z｝，试求M、N之间的关系.

11 若 θ角的终边与 168°角的终边相同，求在［0°，360°）

内终边与
θ
3
角的终边相同的角

欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍

.

§ 3 弧度制

1. 弧度制

（1）定义：以 为单位度量角大小的制度叫弧

度制.

（2）度量方法：长度等于 的圆弧所对的圆心

角的大小叫做 1弧度的角.

（3）记法：弧度单位用符号“ ”表示，或用弧度

两个字表示.在用弧度制表示角的大小时，通常单位省略

不写.

2. 弧度制与角度制的换算

（1）换算公式：1 rad =（ ）°，1° = rad.

（2）特殊角的弧度数

角
度 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 120° 135° 150°

弧
度

0 π
12

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

角
度 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

弧
度 π 5π

4
4π
3

3π
2

5π
3

11π
6

2π

图 1 3 1

3. 弧度制下的公式

如图 1 3 1 所示，l、r、α 分别是弧
长、半径、弧所对的圆心角的弧度数.

（1）弧度数公式：| α | = ；

（2）弧长公式：l = ；

（3）扇形面积公式：S = =
1
2

| α | r2 .

知识导学

学习过程中一定要努力突破单一按角度制思考问题

的习惯，力求能通过弧度来认识任意角. 要实现这一目

标，可以多做角度与弧度的互化练习，熟记常用特殊角的

弧度数.

1. 为什么 β = k·360° +
3π
2
（k∈Z）这种写法是错

误的？

剖析：很多同学这样写，但是并不认为是错误的写

法，并且屡错屡犯，很难改正. 突破口是正确认识角度制

和弧度制.

弧度制和角度制一样，都是度量角大小的方法，只是

单位不同.在同一道题目中，用了弧度制后，就不能再用

角度制；同样，用了角度制后，也不能再用弧度制，即角度

制和弧度制不能混用.就像长度单位米和千米一样，不能

写出 1 米 + 1 千米这样的式子，容易引起混乱.如同人的

穿着打扮全身要上下协调一样，这样写 β = k·360° +
3π
2

（k∈Z），就像一个人上身穿着羽绒服，脚上穿着凉鞋一

样，这种打扮显然是不合适的.所以角度制与弧度制必须

分开使用，不能在同一问题中混合使用.

弧度制与角度制相比有一定的优点. 其一是在进位

上，角度制在度、分、秒上都是 60 进位制，不便于计算，而

弧度制是十进位制，给运算带来方便；
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与扇形面积的表达上，弧度制下的公式远比角度制下的

公式简单，运算起来方便. 因此在今后表示角的时候，常

常用弧度制表示角.

2. 弧度制与角度制有什么区别和联系？

剖析：难点是对这两种度量角的方法混淆不清.其突

破方法是分析不同单位之间的区别和联系，主要从定义、

意义、换算、写法等方面考虑.

（1）从定义上：弧度制是以“弧度”为单位度量角的制

度，角度制是以“度”为单位度量角的制度.因此弧度制和

角度制一样，都是度量角的方法.

（2）从意义上：1 弧度是等于半径长的圆弧所对的圆

心角（或该弧）的大小，而 1°是圆的
1

360
所对的圆心角（或

该弧）的大小；任意圆心角 α的弧度数的绝对值 | α | =
l
r
，

其中 l 为以角 α 作为圆心角时的所对圆弧长，r 为圆的
半径.

（3）从换算上：1 rad =（
180
π
）°，1° = π

180
rad.

（4）从写法上：用弧度为单位表示角的大小时，“弧

度”两字可以省略不写，这时弧度数在形式上虽是一个不

名数，但应当把它理解为名数；如果以度（°）为单位表示

角时，度（°）就不能省去.

（5）优越性：弧度制比角度制有一定的优点. 其一是

在进位上，角度制在度、分、秒上是 60 进位制，不便于计

算，而弧度制是十进位制，给运算带来方便；其二是在弧

长公式与扇形面积的表达上，弧度制下的公式远比角度

制下的公式简单，运算起来方便.因此在今后表示角的时

候，常常用弧度制表示角.

例 1 已知扇形的周长为 20 cm，当扇形的圆心角为

多大时，它有最大面积？

思路分析：设扇形的半径是 r，弧长是 l，扇形面积可

表示为 S =
1
2

lr，l与 r之间还要满足周长为 20，即 l + 2r =

20，所以 l = 20 - 2r，这样 S就能表示成关于 r 的二次函

数，再利用二次函数的性质求最值.

解：设扇形的半径是 r，弧长是 l，此时扇形的面积

为 S.

由已知条件，知 l + 2r = 20，即 l = 20 - 2r.

由 0 < l < 2πr，得 0 < 20 - 2r < 2πr，

,
10

π + 1
< r < 10.

, S =
1
2

lr =
1
2
（20 - 2r）r = - r2 + 10r = -（r - 5）2 +

25（
10

π + 1
< r < 10），

当 r = 5 时，S取最大值 25，此时 l = 10，α =
e
r

= 2，

即当扇形的圆心角为 2时，扇形有最大面积 25.

绿色通道：当扇形周长为定值时，扇形的面积有最

大值.其求法是把面积 S转化为关于 r的二次函数，但

要注明 r 的取值范围.特别注意一个扇形的弧长必须

满足 0 < l < 2πr.

变式训练 已知扇形面积为 25 cm2，当扇形的圆心角

为多大时，扇形的周长最小？

思路分析：设扇形的半径是 r，弧长是 l，则 25 =
1
2

lr，

扇形周长 y = l + 2r，消去 l得 y关于 r的二次函数，再利用

函数的单调性求最值.

解：设扇形的半径是 r，弧长是 l，此时扇形的周长为

y，则 y = l + 2r.

由题意，得
1
2

lr = 25，则 l =
50
r
，

, y =
50
r

+ 2r（r > 0）.

利用函数单调性的定义可以证明：

当 0 < r≤5 时，函数 y =
50
r

+ 2r是减函数；

当 r > 5 时，函数 y =
50
r

+ 2r是增函数.

, 当 r = 5 时，y取最小值 20，此时 l = 10，α =
1
r

= 2，

即当扇形的圆心角为 2时，扇形的周长取最小值 20.

图 1 3 2

例 2 如图 1 3 2 所示，一绳

索绕在半径为 40 厘米的滑轮上，绳

索的下端 B处悬挂着物体W.如果轮

子按逆时针方向每分旋转 6 圈，那么

需要几秒才能把物体 W的位置向上

提升 100厘米？

思路分析：轮子按逆时针方向旋

转，A点转过的弧

)

AA'的长等于 B 点

上升到 B'时的距离. 这是本题中潜
藏的等量关系.

解：当 BB' = 100 厘米时，AA' = 100厘米，

AA'所对的圆心角∠AOA' =
100
40

=
5
2

.

, 轮子每分钟匀速旋转 6 圈.

, 每秒匀速转过
6 × 2π

60
= π

5
，t秒转过

π
5

t.

, π
5

t =
5
2
，解得 t =

25
2π≈

4（秒
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即约需 4 秒钟才能把物体 W 的位置向上提升

100厘米.

绿色通道：在实际生活中，滑轮是一种重要的省力工

具，单个滑轮转动时，滑轮上的点转过的弧长与跟它连

接的绳索上的点移动的距离是相等的，在分析中，要注

意图形的作用，数形结合是解决此类问题的有效办法.

变式训练 如图 1 3 3，已知圆上一点 A（1，0）按逆

时针方向作匀速圆周运动，1 秒钟时间转过 θ（0 < θ≤π）
角，经过 2 秒钟到达第三象限，经过 14 秒钟又转到最初位

置，则 θ角的弧度数是 .

图 1 3 3

思路解析：因为 0 < θ≤π，可得 0 < 2θ≤2π.

又因为 2θ在第三象限，所以 π < 2θ <
3π
2
，

即
π
2

< θ <
3π
4

. 由 14θ = 2kπ（k∈Z），得 θ =
kπ
7
（k∈

Z），所以
π
2

<
kπ
7

<
3π
4
，即

7
2

< k <
21
4

.所以 k = 4 或 5，θ =

4π
7
或 θ =

5π
7

.

答案：
4π
7
或

5π
7

问题 1 已知集合 M =｛x | x =
kπ
2

+ π
4
，k∈Z｝，N =

｛x| x =
kπ
4

+ π
2
，k∈Z｝，试探索 M和 N的关系.

导思：利用归纳、猜想、证明的方法探索，即先用列举

法表示集合 M和 N，由此归纳它们之间的关系，猜想出结

论后，再证明所得结论.

探究：用列举法表示集合 M和 N.

M =｛± π
4
，±

3π
4
，±

5π
4
，±

7π
4
，⋯｝，

N =｛0，± π
4
，± π

2
，±

3π
4
，±π，±5π

4
，±

3π
2
，±

7π
4
，⋯｝，

归纳：集合 M中元素都在集合 N中，但是集合 N中

± π
2
不在集合 M中.

猜想：MN.

证法一：把集合 M和 N中的元素看成“单纯”的实数

来讨论.

设 x∈M，则存在 k∈Z，满足 x =
kπ
2

+ π
4

=
（2k）π

4
+

π
4

.  2k∈Z，, x∈N. , MN.

设
π
2

=
kπ
2

+ π
4
，, k =

1
2

.则 kZ，, π
2
∈N，π

2
M，

, MN.

综上所得 MN.

证法二：把集合 M和 N中的元素看成弧度制表示的

角来讨论.如图 1 3 4所示.

图 1 3 4

集合 M中元素 x =
kπ
2

+ π
4
，k∈Z 可以看成将角

π
4
的

终边旋转
kπ
2
所得的角；

集合 N中元素 x =
kπ
4

+ π
2
，k∈Z 可以看成将角

π
2
的

终边旋转
kπ
4
所得的角.

由图 1 3 4可见，集合 M中的元素都在集合 N中，

但是集合 N中的元素 ± π
2
不在集合 M中，所以有MN.

1 下列命题中，错误的是 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A.“度”与“弧度”是度量角的两种不同的度量单位

B.一度的角是周角的
1

360
，一弧度的角是周角的

1
2π

C.根据弧度的定义，180°等于 π弧度
D.不论用角度制还是用弧度制度量角，它们与圆的半

径长短有关

2 α是第三象限的角，则 π + α是 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯

A.第一象限的角 B.第二象限的角

C.第三象限的角 D.第四象限的角

3 如果一扇形的圆心角为 72°，半径等于 20 cm，则扇形

的面积为 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 40π cm2 B. 80π cm
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C. 40 cm2 D. 80 cm2

4 若扇形的面积是 1 cm2，它的周长是 4 cm，则扇形圆心

角的弧度数为 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

5 若 α、β满足 - π
2

< α < β < π
2
，则 α - 2β 的取值范围

是 .

6 1 弧度的圆心角所对的弦长为 2，求这个圆心角所对

的弧长及扇形的面积.

7 在直径为 10 cm的轮子上有一长为 6 cm的弦，P 为弦

的中点，轮子以每秒 5弧度的角速度旋转，求经过5秒

钟后，点 P 转过的弧长.

图 1 3 5

8 如图 1 3 5，动点 P、Q从点

（4，0）出发沿圆周运动，点 P

按逆时针方向每秒钟转
π
3
弧

度，点 Q按顺时针方向每秒钟

转
π
6
弧度，求 P、Q第一次相遇

时所用的时间，相遇点的坐标

及 P、Q点各自走过的弧长.

9 将钟表上的时针作为角的始边，分针作为终边，那么

当钟表上显示 8 点 5 分时，时针与分针构成的角度

是 .

10 如图 1 3 6，已知一长为槡3 dm，宽为 1 dm的长方形

木块在桌面上作无滑动的翻滚，翻滚到第四面时被一

小木板挡住，且木块底面与桌面成角为
π
6
，求点 A走

过的路程及走过的弧所在扇形的总面积.

图 1 3 6

11 一条铁路在转弯处成圆弧形，圆弧的半径为2 km，一列

火车用每小时 30 km的速度通过，10 s间转过几度
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§ 4 正弦函数

1. 任意角的正弦函数

（1）单位圆：圆心在原点 O，半径等于 的圆

称为单位圆.

（2）定义

如图 1 4 1 所示，单位圆与角 α的终边交于 P 点.

设 P（a，b），则 P 点纵坐标 b是角 α 的函数，称为正弦函
数，记为 b = sinα（α∈R）. 通常用 x、y表示自变量和因变

量，将正弦函数表示为 （x∈R）.

图

欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍
欍 1 4 1
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（3）正弦线

如图 1 4 1所示，过点 P 作 x轴的垂线 PM，垂足为

M.单位圆中的有向线段 叫做角 α 的正弦线. 当

角 α的终边在 x 轴上时，M 与 P 重合，此时正弦线变

成 .

（4）正弦线所表示的正弦值可如下确定：

正弦线的方向是表示正弦值的符号，同 y轴一致，向

上为 ，向下为 ；正弦线的长度是正弦值

的绝对值.

（5）正弦函数定义的推广

如图 1 4 2 所示，设 P（x，y）是 α 的终边上任意
一点，

图 1 4 2

P 到原点的距离 | OP | = r，有 r = ，

则 sinα = .

对于每一个确定的角 α，总有唯一确定的正弦值与之
对应，所以这个对应法则是以角 α为自变量的函数，叫做
正弦函数. 正弦函数值与点 P 在角 α 终边上的位置

，只依赖于 .

2. 周期函数

一般地，对于函数 y = f（x），如果存在一个不为零的

常数 T，使得当 x取定义域内的每一个值时， 都

成立，那么就把函数 y = f（x）叫做周期函数，不为零的常

数 T叫做这个函数的周期.对于周期函数来说，如果所有

的周期中存在着一个最小的正数，就称它为最小正周期，

今后提到的三角函数的周期，如没特别指明，一般都是指

它的最小正周期.

3. 任意角的正弦值的符号

（1）图形表示：各象限正弦函数符号，如图 1 4 3所

示.

图 1 4 3

（2）表格表示.

α的终边 sinα

x非负半轴 0

第一象限 +

y非负半轴 +

第二象限 +

x非正半轴 0

第三象限 -

y非正半轴 -

第四象限 -

4. 正弦函数的图像和性质

（1）图像：如图 1 4 4 所示.

图 1 4 4

（2）性质.

函数

性质
y = sinx

定义域

值域 ［ - 1，1］
当 时，y取最大值 1；

当 时，y取最小值 - 1

周期 2π

奇偶性 奇函数

单调性

增区间

减区间

5. 诱导公式

x - α π - α π + α 2π - α 2kπ + α（k∈Z）

sinx - sinα - sinα - sinα
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知识导学

1. 复习初中学过的锐角的正弦函数，本节是锐角的

正弦函数的补充和延伸.

2. 任意角的正弦值的符号记忆口诀：“上正下负”.其

含义是终边在 x轴上方的任意角正弦值为正，在 x轴下方

的任意角正弦值为负.

3. 诱导公式的记忆口诀：“函数名不变，符号看象

限”.其含义是：- α，π ± α，2π - a，2kπ + α（k∈Z）的正弦

函数值等于 α的正弦函数值，前面加上一个把 α 看成锐
角时原正弦函数值的符号.

1. 周期函数一定都有最小正周期吗？

剖析：并不是所有周期函数都存在最小正周期.很多

同学对此产生质疑，其突破的方法是：通过经验的积累，

考虑特殊的周期函数.

例如：常数函数 f（x）= C（C为常数），x∈R.当 x取定

义域内的任意值时，函数值都是 C，即对于函数 f（x）的定

义域内的每一个值 x都有 f（x + T）= C，因此 f（x）是周期

函数，由于 T可以是任意不为零的常数，而正数集合中没

有最小者，所以 f（x）没有最小正周期.

2. 正弦函数线有何作用？

剖析：有的同学学习了正弦线后，感到正弦线没有什

么用处.其突破的路径是准确理解正弦线的定义和平时

经验的积累.

正弦线是当点 P 为终边与单位圆交点时，正弦函数

值的直观表现形式. 正弦线的方向和长度直观反映了正

弦值的符号和绝对值. 由正弦线的方向判断正弦值的正

负，由正弦线的长度确定正弦值的绝对值大小. 由此可

见，用正弦线表示正弦函数值，反映了变换与转化、数形

的结合与分离的思想方法. 正弦函数在各象限的符号除

从各象限点的坐标的符号结合正弦函数的定义来记忆之

外，也可以根据画出的正弦线的方向记忆.正弦线的主要

作用是解三角不等式、证明三角不等式、求函数定义域及

比较三角函数式的大小，同时它也是以后学习正弦函数

的图像与性质的基础.

例如：求函数 y = log2（sinx）的定义域.

思路分析：转化为解三角不等式 sinx > 0.

图 1 4 5

解：要使函数有意义，x 的取值

需满足 sinx > 0.

如图 1 4 5 所示，
→MP 是角 x

的正弦线，

则有 sinx = →MP > 0，

, →MP 的方向向上.

, 角 x的终边在 x轴的上方.

, 2kπ < x < 2kπ + π（k∈Z）.

, 函数 y = log2（sinx）的定义域是（2kπ，2kπ +

π）k∈Z.

由以上可看出，利用三角函数线，数形结合，能使问

题得以简化. 三角函数线是利用数形结合思想解决有关

三角函数问题的重要工具，通过平时经验的积累，掌握三

角函数线的应用.

3. 在推广了的三角函数定义中，为什么三角函数值

与点 P 在角 α终边上的位置无关，只依赖于角 α的大小？
剖析：联系相似三角形的知识来分析.

设 P0（x0，y0）是角 α终边上的另一点，| OP0 | = r0，由

相似三角形的知识可知，只要点 P0在 α终边上，总有 y
r

=

y0

r0

.因此所得的比值都对应相等.所以角 α的正弦函数值

只依赖于终边的位置即 α 的大小，与点 P 在角 α 终边上
的位置无关.

例 1 （经典回放）sin 600°的值是 （ ）⋯⋯⋯⋯

A.
1
2

B. -
1
2

C. 槡3
2

D. - 槡3
2

思路解析：sin600° = sin（360° + 240°）= sin240° =

sin（180° + 60°）= - sin60° = - 槡3
2

.

答案：D

绿色通道：诱导公式选择的一般步骤：先将 - α 化
为正角；再用 2kπ + α（k∈Z）化为［0，2π）内的角；再用
π + α，π - α，2π - α化为锐角的三角函数.由此看利用

诱导公式能将任意角的三角函数化为锐角的三角函

数，也就是说：诱导公式真是好，负化正后大化小.

变式训练 sin（ - 2 010°）的值是 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯

A. -
1
2

B. 槡3
2

C.
1
2

D. - 槡3
2

思路解析：sin（ - 2 010°）= sin［（ - 6 × 360°）+ 150°］=

sin150° = sin（180° - 30°）= sin30° =
1
2

.

答案：C

例 2 2005 福建高考卷，理 12 f（Z）是定义在 R 上

的以 3为周期的奇函数，且 f（2）= 0，则方程 f（x）= 0 在区

间（0，6）内解的个数的最小值是 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5

思路解析： f（x）是奇函数，, f（0）= - f（ - 0），

f（ - 2）= - f（2）= 0
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, f（0）= 0，f（2）= 0.

 f（x）是以 3 为周期的周期函数，

, f（ - 2）= f（3 - 2）= f（1）= 0，f（3）= f（0）= 0，f（4）

= f（1 + 3）= f（1）= 0.

, f（5）= f（3 + 2）= f（2）= 0.

, 在区间（0，6）内 f（1）= f（2）= f（3）= f（4）=

f（5）= 0.

答案：D

绿色通道：高考试题中，通常不会单独考查周期函

数，往往是周期函数和三角函数，和函数的奇偶性、单

调性等综合考查. 一般是利用周期函数的性质 f（x +

T）= f（x），解决求函数值、解析式及解方程等问题.

变式训练 定义在 R 上的偶函数 f（x）满足 f（3 + x）=

f（3 - x），若当 x∈（0，3）时，f（x）= 2x，则当 x∈（ - 6，- 3）

时，f（x）的解析式为 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 2x + 6 B. - 2x + 6 C. 2x - 6 D. - 2x - 6

思路解析： f（x）是偶函数，, f（ - x）= f（x）.

又 f（3 + x）= f（3 - x），

, f（x）的图像关于直线 x = 3 对称.

, f（x +6）=f（x +3 +3）=f［3 -（x +3）］=f（- x）=f（x）.

, f（x）是周期函数，6 是一个周期.当 x∈（ - 6，- 3）

时，有 0 < x + 6 < 3，

, f（x）= f（x + 6）= 2x + 6 .

答案：A

例 3 已知角 α的终边经过点 P（3，4），求 sinα.

思路分析：分别写出 x、y、r的值，应用定义求解.

解：由 x = 3，y = 4，得 r = 32 + 4槡 2 = 5.

, sinα =
y
r

=
4
5

.

绿色通道：如果已知角的终边经过的一个点求三角

函数值，通常应用三角函数的定义求解.

变式训练 已知角 α 的终边经过点 P（3t，4t），t≠0，

求 sinα.

思路分析：应用三角函数的定义直接求解，注意 t 的

取值符号.

解：由 x = 3t，y = 4t，得 r = （3t）2 +（4t）槡 2 = 5 | t | .

当 t > 0 时，r = 5t，, sinα =
4
5
；

当 t < 0 时，r = - 5t，, sinα = -
4
5

.

例 4 2006 安徽高考卷，文 8 设 a > 0，对于函数

f（x）=
sinx + a

sinx
（0 < x < π），下列结论正确的是 ⋯（ ）

A.有最大值而无最小值

B.有最小值而无最大值

C.有最大值且有最小值

D.既无最大值又无最小值

思路解析：令t = sinx，0 < x < π，则 t∈（0，1］，那么函

数 f（x）=
sinx + a

sinx
（0 < x < π）的值域为函数 y = 1 +

a
t
，

t∈（0，1］的值域，又a > 0，可以证明 y = 1 +
a
t
，t∈（0，1］

是一个减函数，所以函数 f（x）有最小值而无最大值.

答案：B

绿色通道：（1）求三角函数最值的常用方法：换元

法.设 sinx = t，将三角函数转化为二次函数等其他常

见的初等函数，再求最值；

（2）形如“y =
asinx + b
csinx + d
的函数的最值问题，常用换

元法，也可用分离变量法.

变式训练 1 求函数 y =
3sinx + 1
sinx + 2
的值域.

思路分析：此类题型可转化为分式函数的值域的求

法，即分离常数法，或通过反解 sinx法，利用 sinx的值域

确定函数的值域.

解法一：设 t = sinx，x∈R，则 t∈［ - 1，1］，

, 函数 f（x）=
3sinx + 1
sinx + 2
的值域为函数 y =

3t + 1
t + 2
，t∈

［ - 1，1］的值域，

可以证明 y =
3t + 1
t + 2
，t∈［ - 1，1］是增函数.

,
- 3 + 1
- 1 + 2

≤y≤3 + 1
1 + 2

.

, - 2≤y≤ 4
3

.

, 函数的值域为［ - 2，
4
3
］.

解法二：由 y =
3sinx + 1
sinx + 2
，得 sinx =

2y - 1
3 - y

.

 | sinx|≤1，

, |
2y - 1
3 - y

|≤1，解得 - 2≤y≤ 4
3

.

, 函数的值域为［ - 2，
4
3
］.

变式训练 2 求函数 y =（5 - sinx）（2 + sinx）的最大

值及此时 x的集合.

思路分析：利用换元法转化为求二次函数的最大值.

解：设 sinx = t，则 - 1≤t≤1，

y =（5 - sinx）（2 + sinx）=（5 - t）（2 + t）= - t2 + 3t +

10 = -（t -
3
2
）2 +

49
4
，则当 t = 1 时，y取最大值 12，
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sinx = 1，x = 2kπ + π
2
（k∈Z），所以函数 y =（5 - sinx）

（2 + sinx）最大值为 1，此时 x的集合是｛x | x = 2kπ + π
2
，

k∈Z｝.

例 5 作出函数 y = - sinx（0≤x≤2π）的图像.

思路分析：利用“五点法”作图，关键是找出五个关

键点，所以，最好利用列表整理数据，使问题既清晰又

准确.

解：列表：

x 0
π
2 π 3π

2
2π

sinx 0 1 0 - 1 0

- sinx 0 - 1 0 1 0

描点作图（图 1 4 6）：

图 1 4 6

绿色通道：由于正弦曲线直观地表现了正弦函数数

的各种性态，因此要熟悉图像，掌握五点法作图并能应

用图像解决有关问题.“五点”即 y = sinx的图像在一

个最小正周期内的最高点、最低点及与 x轴的交点，一

般地，观察 y = sinx的一个周期，常常作区间［0，2π］或

［ - π
2
，
3π
2
］上的图像.

变式训练 1 求函数 y = - sin槡 x的定义域.

思路分析：转化为解不等式 - sinx≥0.利用图像法解

不等式.

解：在平面直角坐标系中画出函数 y = - sinx 的图

像，如图 1 4 6 所示.

在［0，2π］内，当 - sinx≥0，记函数的图像位于 x轴上

方时，π≤x≤2π.

所以函数 y = - sin槡 x的定义域是［2kπ + π，2kπ +

2π］k∈Z.

变式训练 2 函数 y = | sinx|的周期是 .

思路解析：画函数 y = | sinx|的图像，观察图像得函数

周期为 π.

答案：π

问题 1 （1）正弦曲线关于原点、（π，0）、（ - π，0）成
中心对称图形.结合正弦函数的图像，你发现正弦曲线还

有其他对称中心吗？

（2）正弦曲线关于直线 x = - π
2
、x = - π

2
、x =

3π
2
成

轴对称图形.结合正弦函数的图像，你发现正弦曲线还有

其他对称轴吗？

导思：探究思路是由特殊到一般，利用归纳推理：先

归纳，再猜想出结论，最后利用对称的定义作出证明.

探究：（1）由于正弦函数是奇函数，则其图像关于原

点对称.

设点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意一点，

则 y0 = sinx0 .

那么点 P（x0，y0）关于点（π，0）的对称点为 M（2π -

x0，- y0），

 sin（2π - x0）= - sinx0，

, sin（2π - x0）= - y0，

即点 M（2π - x0，- y0）也在正弦函数 y = sinx 的图

像上.

又 点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx 图像上任意

一点，

, 正弦曲线关于（π，0）成中心对称图形.

同理可证正弦曲线关于（ - π，0）成中心对称图形.

图 1 4 7

如图 1 4 7 所示，观察正弦函数的图像，可归纳，得

原点、（± π，0）都是正弦曲线与 x轴的交点，可猜想正弦

曲线与 x轴的交点（kπ，0）（k∈Z）都是正弦曲线的对称

中心.

证明：设点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意

一点，则 y0 = sinx0 .

则点 P（x0，y0）关于点（kπ，0）的对称点 M（2kπ - x0，

- y0），

 sin（2kπ - x0）= - sinx0，

, sin（2kπ - x0）= - y0，

即点 M（2kπ - x0，- y0）也在正弦函数 y = sinx

图像上.

 点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意一点，

, 正弦曲线关于（kπ，0）成中心对称图形
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综上可得，正弦曲线的对称中心是正弦曲线与 x轴的

交点，即此时的正弦值为 0；并且任意相邻的两个对称中

心正好相差半个周期.

（2）设点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意一

点，则 y0 = sinx0 .

则点 P（x0，y0）关于直线 x = π
2
的对称点为 M（π -

x0，y0），

 sin（π - x0）= sinx0，

, sin（π - x0）= y0，

即点 M（π - x0，y0）也在正弦函数 y = sinx图像上.

 点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意一点，

, 正弦曲线关于直线 x = π
2
成轴对称图形.

同理可证：正弦曲线关于直线 x = - π
2
、x =

3π
2
成轴对

称图形.

观察正弦函数的图像，可归纳得：直线 x = π
2
、x =

- π
2
、x =

3π
2
都过正弦曲线最高或最低点，可猜想过正弦

曲线最高或最低点的直线 x = kπ + π
2
（k∈Z）都是正弦曲

线的对称轴.

证明：设点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意

一点，则 y0 = sinx0，

则点 P（x0，y0）关于直线 x = kπ + π
2
的对称点M（2kπ +

π - x0，y0），

 sin（2kπ + π - x0）= sin（π - x0）= sinx0，

, sin（2kπ - x0）= y0，

即点 M（2kπ + π - x0，y0）也在正弦函数 y = sinx

图像上.

 点 P（x0，y0）是正弦函数 y = sinx图像上任意一点，

, 正弦曲线关于直线 x = kπ + π
2
（k∈Z）成轴对称

图形.

综上可得，正弦曲线的对称轴过正弦曲线的最高或

最低点且垂直于 x轴的直线，即此时的正弦值为最大值或

最小值；并且任意相邻的两条对称轴正好相差半个周期.

1 2006江苏高考卷，1 已知 a∈R，函数 f（x）= sinx - |

a |，x∈R 为奇函数，则 a 等于 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 0 B. 1 C. - 1 D. ± 1

2 设 f（x）（k∈R）是定义在 R 上的以 3 为周期的奇函

数，且 f（1）= - 1，则 f（11）的值是 （ ）⋯⋯⋯⋯

A. - 1 B. 1

C. 2 D. - 2

3 若 sin（π - α）= -
1
3
，则 sin（ - 5π + α）的值为

（ ）

A. -
1
3

B.
1
3

C. ±
1
3

D. 0

4 已知 sinα = -
3 槡10

10
，且 α是第三象限的角，P（m，n）

是角 α终边上一点，且 | OP | = 槡10，则 m - n等于 ⋯

（ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. 2 B. - 2 C. 4 D. - 4

5 设 sinx = t - 3，x∈R，则 t的取值范围是 （ ）⋯⋯

A. R B.（2，4） C.（ - 2，2） D.［2，4］

6 若 sinx > 槡3
2
，则 x的取值满足 （ ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯

A. k·360° + 60° < x < k·360° + 120°（k∈Z）

B. 60° < x < 120°

C. k·360° + 15° < x < k·360° + 75°（k∈Z）

D. k·180° + 30° < x < k·180° + 150°（k∈Z）

7 2006安徽高考卷，理 15 函数 f（x）对于任意实数 x

满足条件 f（x + 2）=
1

f（x）
，若 f（1）= - 5，则f［f（5）］=

.

8 已知角 α 的终边经过点 P（3，4t），t≠0，且 sinα =

-
3
5
，求实数 t的值.

9 2005上海高考卷，理 10 函数 f（x）= sinx + 2 | sinx|，

x∈［0，2π］的图像与直线 y = k有且仅有两个不同的

交点，则 k的取值范围是 .

10 设 x∈（0，π），则sinx
2

+
2

sinx
的最小值是
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11 判断方程 sinx =
x

10
的根的个数. 12 若角 β的终边在经过点 P（槡3，- 1）的直线上，写出角

β的集合；当 β∈（ - 360°，360°）时，求角 β
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.

§ 5 余弦函数

1. 任意角的余弦函数

（1）定义

如图 1 5 1 所示，单位圆与角 α的终边交于 P 点.

设 P（a，b），则 P 点横坐标 a 是角 α 的函数，称为余弦函
数，记为 a = cosα（α∈R）.通常用 x、y表示自变量和因变

量，将余弦函数表示为 y = cosx（x∈R）.

图 1 5 1

（2）余弦线

如图 1 5 1所示，过点 P 作 x轴的垂线 PM，垂足为

M.单位圆中的有向线段 叫做角 α的余弦线（是
三角函数线之一）.当角 α 的终边在 y轴上时，M与 O重

合，此时余弦线变成 .

（3）余弦线所表示的余弦值可如下确定：

余弦线的方向是表示余弦值的符号，同 x轴一致，向

上为 ，向下为 ；正弦线的长度是正弦值的

.

（4）任意角的余弦函数定义的推广

如图 1 5 2所示，设 P（x，y）是 α的终边上任意一点，
它到原点的距离 | OP | = r，有 r = ，则 cosα = .

图 1 5 2

对于每一个确定的角 α，总有唯一确定的余弦值与之
对应，所以这个对应法则是以角 α为自变量的函数，叫做
余弦函数. 余弦函数值与点 P 在角 α 终边上的位置

，只依赖于 .

2. 余弦函数值的符号

（1）图形表示：余弦值在各象限的符号如图 1 5 3

所示.

图 1 5 3

（2）用表格表示

α的终边 cosα

x非负半轴 +

第一象限 +

y非负半轴 0

第二象限 -

x非正半轴 -

第三象限 -

y非正半轴
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第四象限 +

3. 余弦函数的图像和性质

（1）图像：如图 1 5 4 所示.

图 1 5 4

（2）性质

函数

性质
y = cosx

定义域

值域 ［ - 1，1］
当 时，y取最大值 1

当 时，y取最小值 - 1

周期

奇偶性

单调性
增区间

减区间

对称性

对称

中心

对称轴

4. 正、余弦函数的诱导公式

x sinx cosx

- α - sinα

π - α sinα - cosα

π + α - sinα - cosα

2π - α - sinα

2kπ + α（k∈Z） sinα cosα

π
2

- α sinα

π
2

+ α cosα - sinα

知识导学

1. 复习初中学过的锐角的余弦函数，本节是锐角的

余弦函数的补充和延伸.

2. 任意角的余弦值的符号记忆口诀：“左负右正”.其

含义是终边在 y轴左侧的任意角余弦值为负，在 y轴右侧

的任意角余弦值为正.

1. 为什么说：在同一坐标系中正、余弦函数的图像的

形状相同，只是位置不同？

剖析：很多同学观察它们的图像后，知道这一点，但

是离开图像就产生怀疑.究其原因是通过观察、归纳得到

的结论没有加以证明.其突破方法是数形结合，要从数和

形两方面来分析.

我们知道函数的图像经过左右平移后，其形状未发

生变化，但在坐标系中的位置变化了.类似于一个人从北

京到纽约，这个人还是他本人，只是他的地理位置改变

了.由平移变换，知函数 f（x）= sinx的图像向左平移
π
2
个

单位得函数 f（x + π
2
）= sin（x + π

2
）. 根据诱导公式

sin（x + π
2
）= cosx知平移后的函数就是余弦函数 f（x）=

cosx的图像，由此可见在同一坐标系中正、余弦函数的图

像的形状相同，只是位置不同.

由于 sin（2kπ + π
2

+ x）= cosx（k∈N）、sin（ - 2kπ -

3π
2

+ x）= cosx（k∈N），则将正弦函数的图像向左平移

2kπ + π
2
（k∈N）个单位或向右平移 2kπ +

3π
2
（k∈N）个单

位均得到余弦函数的图像.

通过数和形两方面来分析，就真正明确了其中的正、

余弦函数图像的关系，有利于帮助我们解决问题.

2. 正、余弦函数的诱导公式如何记忆？

剖析：诱导公式太多，记不住. 其突破路径是从以下

几个方面找出规律：函数名称怎样变化；这些角和角 α有
何共同特点；诱导公式右边的符号有什么变化规律.

（1）- α，π ± α，2π - α，2kπ + α（k∈Z）的三角函数值

等于 α的同名三角函数值，前面加上一个把 α 看成锐角
时原函数值的符号，为了便于记忆，可以说成“函数名不

变，符号看象限”.

（2）π
2

- α，π
2

+ α的三角函数值，等于 α的余名三角

函数值前面加上一个把 α 看成锐角时原函数值的符号，
记忆口诀为“函数名改变，符号看象限”.

（3）这两套公式可以归纳为：k·
π
2

+ α（k∈Z）的三

角函数值，当 k为偶数时，得 α的同名函数值；当 k为奇数

时，得 α的余名三角函数值，然后在前面加上一个把 α看
成锐角时原函数值的符号，概括为“奇变偶不变，
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最穷的是无才，最贱的是无志。———福楼拜
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