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　　本书根据教育部普通高中《数学课程标准》要求，与人教版（Ａ版）《数学选修
２－１》同步。全书每节包括以下栏目：
探究目标指每节内容的知识与能力目标；过程与方法目标；情感、态度与价

值观目标。对教材中的重点、难点作了明确的阐述，使同学们在学习过程中，心
中有数、有的放矢。
探究指导分为三部分：数学宫殿、综合探究、应用建模。
数学宫殿中的“知识回顾”将每节知识、解题方法进行整合和归纳，用明晰

的语言梳理出每节知识的知识网络、方法体系，结合形象的图表帮助同学们理
解，一看就懂，一学就会；“示例点拨”侧重每节知识相应的基本题型，每一题都
有解题的思路与技巧

獉獉獉獉獉
以分析此类题目的常规思路及涉及的知识点与方法技巧；

详细的解答
獉獉
给学生规范解题以正确指引；而后的评析

獉獉
侧重分析该题为什么这样

做，这类题的解法、捷径及误区。通过例题的学习达到以一当十、事半功倍的
效果。
综合探究中以生活中的数学、科技中的数学为素材，通过简单问题的探究

使同学们在探究中体验科学的过程，在探究中领悟科学的方法，受到科学价值
观的熏陶。在探究过程中体验成功与失败，从而感悟数学，领悟自然、社会和人
生的奥妙。
应用建模通过同学们身边的数学、社会生活中的数学问题的分析、转化，建

立起数学模型，利用数学的思想、方法，去解决这些问题。使同学们分析问题的
思路更开阔，解决问题的方法更合理，对数学的认识进一步加深，提高同学们的
应用意识，增强学习数学的兴趣。
探究综合训练帮助同学们通过“练一练，你会了吗？”巩固知识与技能目标；

通过“想一想，如何探究？”强化过程与方法目标；通过“试一试，经历这些活动”
进一步丰富情感、态度与价值观目标。
每章后的本章检测题

獉獉獉獉獉
立意新颖、设问巧妙。题目注重基础题、联想题、设计

题、开放题和应用题的合理搭配与设置，体现探究和创新。各部分练习均给出
了答案，一些应用问题还给出了多种方案。
全书最后还包括课后习题解答

獉獉獉獉獉獉
，对课本习题作详细的解答，帮助同学们排

疑解惑，打好基础。
本书由周映平主编，翁之英副主编，参与编写工作的还有孟冬宏、先开萍、

侯士群。
如果对本书有什么好的意见和建议，恳请致函ｓｄｙｃｃｓ＠１６３．ｃｏｍ，不胜感谢。

编　者
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第一章　常用逻辑用语 １　　　　

第一章 常用逻辑用语

1.1 命题及其关系

探 究 目 标

什么是命题？命题的真假如何判断？命题的一般

形式是什么？

从一个命题的条件和结论出发，可构造出与之相

关的哪些命题？它们之间具有怎样的相互关系？

研究命题之间的相互关系，意义何在？

这些问题将成为本节要与同学们一起探究的主要

问题．

探 究 指 导

知识回顾

１命题的有关概念

命题：用语言、符号或式子表达的可以判断真假的

陈述句．
命题分为真命题与假命题两类，判断为真的语句

叫真命题，判断为假的语句叫假命题．一个命题要么是

真，要么是假，但不能既真又假，也不能模棱两可，无法

判断其真假要注意的是，并不是任何语句都是命题，

只有那些能够判断真假的语句才是命题．
一个命题，一般可以用一个小写英文字母表示，

如：ｐ，ｑ，ｒ，…．

２命题的一般形式

命题具有“若ｐ则ｑ”的形式，其中ｐ叫命题的条

件，ｑ叫命题的结论．

３四种命题

原命题：若ｐ则ｑ．
逆命题：若ｑ则ｐ．
否命题：若 「 ｐ则

「

ｑ．

逆否命题：若 「 ｑ则

「

ｐ．

４四种命题的相互关系

５四种命题的真假关系表（有且只有四种情况）：

原命题 逆命题 否命题 逆否命题

真 真 真 真

真 假 假 真

假 真 真 假

假 假 假 假

　　故四种命题的真假性之间有如下关系：

①两个命题若互为逆否命题，则它们有相同的真

假性；

②两个命题若为互逆命题或互否命题，它们的真

假性没有关系．

６等价命题法

由于原命题和它的逆否命题有相同的真假性，所

以我们在直接证明某一个命题为真命题有困难时，可

以通过证明它的逆否命题为真命题，来间接地证明原

命题为真命题，即将对命题“若ｐ，则ｑ”的证明可转化

为证明与之等价的逆否命题“若 「 ｑ，则 「 ｐ”．

示例点拨

【例１】　下列语句中是命题的有 （写出序

号）．其中是真命题的有 （写出序号）．

①等边三角形一定是等腰三角形；

②垂直于同一条直线的两条直线必平行吗？

③一个数不是正数就是负数；

④大角所对的边大于小角所对的边；

⑤ｘ＋ｙ为有理数，则ｘ、ｙ也都是有理数；

⑥作△ＡＢＣ∽△Ａ′Ｂ′Ｃ′．
思路与技巧　根据命题的概念，判断是否是命题，

若是，再判断真假．
解答　①陈述句．是真命题．

②疑问句．没有对垂直于同一直线的两条直线是

否平行作出判断，不是命题．
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③是假命题．数０既不是正数也不是负数．

④是假命题．没有考虑在同一个三角形中．

⑤是假命题．如ｘ 槡＝ ３，ｙ 槡＝－ ３．

⑥祈使句．不是命题．
答案　①③④⑤；①
评析　判断一个语句是否是命题，关键在于能否

判断其真假，一般地，陈述句“π是有理数”是命题；而

祈使句“求证槡２是无理数”，疑问句“π是无理数吗？”，感
叹句“向抗洪英雄学习！”就不是命题．

【例２】　判断下列命题的真假：

（１）０不能作除数；

（２）没有一个无理数不是实数；

（３）如果两直线不相交，则这两条直线平行；

（４）集合Ａ是集合Ａ∩Ｂ的子集；

（５）集合Ａ是集合Ａ∪Ｂ的子集；

（６）空集是任何集合的子集．
思路与技巧　分清命题的条件与结论，在此基础

上进行判断．
解答　（１）真命题；

（２）实数分为有理数和无理数两类．真命题；

（３）假命题．在空间不相交的两直线还可能异面；

（４）假命题．如存在Ａ＝｛１，２，３｝，Ｂ＝｛２，４｝，使Ａ∩Ｂ

＝｛２｝，ＡＡ∩Ｂ；

（５）真命题；

（６）真命题．
评析　判断命题的真假，必须概念要清楚．
【例３】　把下列命题写成“若ｐ则ｑ”的形式，并判

断其真假：

（１）实数的平方是非负数；

（２）等底等高的两个三角形是全等三角形；

（３）能被６整除的数既能被３整除也能被２整除；

（４）弦的垂直平分线经过圆心，并平分弦所对的弧．
思路与技巧　在整体理解命题的基础上，分清条

件与结论．
解答　（１）原命题可以写成：若一个数是实数，则

它的平方是非负数．这个命题是真命题．
（２）原命题可以写成：若两个三角形等底等高，则

这两个三角形是全等三角形．这个命题是假命题．
（３）原命题可以写成：若一个数能被６整除，则它

既能被３整除也能被２整除．这个命题是真命题．
（４）原命题可以写成：若一条直线是弦的垂直平分

线，则这条直线经过圆心且平分弦所对的弧．这个命题

是真命题．
评析　“若ｐ则ｑ”形式的命题也是复合命题，改写

时，一定要注意找出命题的条件和结论，同时要注意所

叙述条件和结论的完整性．
【例４】　（２００２年天津市塘沽区模拟题改编）命

题：“已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是实数，若ａ＝ｂ，ｃ＝ｄ，则ａ＋ｃ＝ｂ＋

ｄ”写出逆命题、否命题、逆否命题．
思路与技巧　由定义分别写出，要注意否定词的

应用．
解答　逆命题：已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是实数，若ａ＋ｃ＝ｂ

＋ｄ，则ａ＝ｂ，ｃ＝ｄ；

否命题：已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是实数，若ａ与ｂ、ｃ与ｄ 不

都相等，则ａ＋ｃ≠ｂ＋ｄ；

逆否命题：已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是实数，若ａ＋ｃ≠ｂ＋ｄ，

则ａ与ｂ，ｃ与ｄ不都相等．
评析　在写四种命题时，一定要记清条件ｐ、ｑ位

置的变化和是否已被否定．
【例５】　把下列命题改写成“若ｐ则ｑ”的形式，并

写出它的否命题和逆否命题．
（１）ａｃ＞ｂｃａ＞ｂ；

（２）已知ｘ、ｙ为正整数，当ｙ＝ｘ＋１时，ｙ＝３，ｘ＝２；

（３）当ｍ＞１
４
时，ｍｘ２－ｘ＋１＝０无实根；

（４）当ａｂｃ＝０时，ａ＝０或ｂ＝０或ｃ＝０；

（５）若ｘ２－２ｘ－３＝０，则ｘ＝３或ｘ＝－１．
思路与技巧　注意否命题的制作，尤其对含有

“且”与“或”命题如何制作否命题要认真体会．
解答　（１）原命题：若ａｃ＞ｂｃ，则ａ＞ｂ．
否命题：若ａｃ≤ｂｃ，则ａ≤ｂ．
逆否命题：若ａ≤ｂ，则ａｃ≤ｂｃ．
（２）原命题：已知ｘ、ｙ为正整数，若ｙ＝ｘ＋１，则

ｙ＝３且ｘ＝２．
否命题：已知ｘ、ｙ为正整数，若ｙ≠ｘ＋１，则ｙ≠３

或ｘ≠２．
逆否命题：已知ｘ、ｙ为正整数，若ｙ≠３或ｘ≠２，则

ｙ≠ｘ＋１．

（３）原命题：若ｍ＞１
４

，则ｍｘ２－ｘ＋１＝０无实根．

否命题：若ｍ≤１
４

，则ｍｘ２－ｘ＋１＝０有实根．

逆否命题：若ｍｘ２－ｘ＋１＝０有实根，则ｍ≤１
４．

（４）原命题：若ａｂｃ＝０，则ａ＝０或ｂ＝０或ｃ＝０．
否命题：若ａｂｃ≠０，则ａ≠０且ｂ≠０且ｃ≠０．
逆否命题：若ａ≠０且ｂ≠０且ｃ≠０，则ａｂｃ≠０．
（５）原命题：若ｘ２－２ｘ－３＝０，则ｘ＝３或ｘ＝－１．
否命题：若ｘ２－２ｘ－３≠０，则ｘ≠３且ｘ≠－１．
逆否命题：若ｘ≠３且ｘ≠－１，则ｘ２－２ｘ－３≠０．
评析　对“或”命题的否定是“且”，而对“且”命题



第一章　常用逻辑用语 ３　　　　

的否定是“或”．
【例６】　（２００２年江西省五校联考题）在下列命题

中，真命题是 （　　）

Ａ命题“若ａｃ＞ｂｃ，则ａ＞ｂ”

Ｂ命题“若ｂ＝３，则ｂ２＝９”的逆命题

Ｃ命题“当ｘ＝２时，ｘ２－３ｘ＋２＝０”的否命题

Ｄ命题“相似三角形的对应角相等”的逆否命题

思路与技巧　对 Ａ，因为ｃ的正负未知，因而ａ与

ｂ的大小不定，所以Ａ假；对Ｂ，逆命题是“若ｂ２＝９，则ｂ

＝３”，它未必成立，因为ｂ可能等于－３，所以Ｂ假；对

Ｃ，否命题为“当ｘ≠２时，ｘ２－３ｘ＋２≠０”为假，因为ｘ

≠２，但可以为１，使ｘ２－３ｘ＋２＝０成立；对Ｄ，其逆否

命题为“两个三角形的对应角不相等，则这两个三角形

不相似”为真，因为原命题与逆否命题为等价命题，原

命题为真．
答案　Ｄ
评析　注意原命题与其逆否命题是等价命题．
【例７】　证明：对任意非正数ｃ，若有ａ≤ｂ＋ｃ成

立，则ａ≤ｂ．
思路与技巧　将“对任意非正数ｃ，若有ａ≤ｂ＋ｃ

成立，则ａ≤ｂ”视为原命题．要证明原命题为真命题，可

以考虑证明它的逆否命题“对任意非正数ｃ，若ａ＞ｂ，则

有ａ＞ｂ＋ｃ成立”为真命题．
证明　若ａ＞ｂ，则由ｃ≤０知ｂ≥ｂ＋ｃ，　∴ａ＞ｂ

＋ｃ．

∴ 原命题的逆否命题为真命题，从而原命题为真

命题．
即对任意ｃ≤０，若有ａ≤ｂ＋ｃ成立，则ａ≤ｂ．
变式引申　证明：已知函数ｆ（ｘ）是（－∞，＋∞）上

的增函数，ａ、ｂ∈Ｒ．若ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）≥ｆ（－ａ）＋ｆ（－ｂ），

则ａ＋ｂ≥０．
证明　原命题逆否命题为“若ａ＋ｂ＜０，则ｆ（ａ）＋

ｆ（ｂ）＜ｆ（－ａ）＋ｆ（－ｂ）”
若ａ＋ｂ＜０，则ａ＜－ｂ，ｂ＜－ａ，

又∵ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上是增函数，

∴ｆ（ａ）＜ｆ（－ｂ），ｆ（ｂ）＜ｆ（－ａ）．

∴ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）＜ｆ（－ａ）＋ｆ（－ｂ），

即逆否命题为真命题．

∴ 原命题为真命题．
评析　在证明时，一定要正确写出已知命题的逆

否命题．

【案例】　用反证法证明：钝角三角形最大边上的

中线小于该边长的一半．

　图１．１１

已知：在△ＡＢＣ中，∠Ａ＞９０°，Ｄ是

ＢＣ 边上的中点，求证：ＡＤ＜ １
２ＢＣ（如

图１．１１所示）．
思路与技巧　依据题意，写出已

知、求证，再用反证法，即否定结论，把

假设和已知条件结合起来去推出矛盾．

证明　假设ＡＤ≥１
２ＢＣ．

①若ＡＤ＝１
２ＢＣ，由平面几何中定理“若三角形一

边上的中线等于该边长的一半，那么这条边所对的角

为直角”知，∠Ａ＝９０°，与题设矛盾．

所以ＡＤ≠１
２ＢＣ．

②若ＡＤ＞１
２ＢＣ，因为ＢＤ＝ＤＣ＝１

２ＢＣ，所以，在

△ＡＢＤ 中，ＡＤ＞ＢＤ，从而∠Ｂ＞ ∠ＢＡＤ；同理 ∠Ｃ

＞∠ＣＡＤ．
所以∠Ｂ＋∠Ｃ＞∠ＢＡＤ＋∠ＣＡＤ，

即∠Ｂ＋∠Ｃ＞∠Ａ．
因为∠Ｂ＋∠Ｃ＝１８０°－∠Ａ，所以１８０°－∠Ａ＞

∠Ａ，则∠Ａ＜９０°，与题设矛盾．

由①②知ＡＤ＜１
２ＢＣ．

评析　正确地作出反设（即否定结论）是正确运用

反证法的前提，要注意一些常用的“结论否定形式”另

外，需注意作出的反设必须包括与结论相反的所有情

况，也只有证明了与结论相反的所有情况都不成立，才

能保证原来的结论一定成立．如本题假设ＡＤ 不大于

１
２ＢＣ应是ＡＤ≤１

２ＢＣ，而不是ＡＤ＜１
２ＢＣ．

探 究 训 练

练一练，你会了吗？

１给出下列句子或式子：

①明天会下雨吗？ ②地球是太阳的行星；

③２０－５×３＝５；　④在２０２０年前，将有人登上火星．
其中是命题的为 （　　）

　　 　　　　　　　 　　 　　　　Ａ②③　　 Ｂ②③④

Ｃ③④　　 Ｄ①②③④

２有下列命题：①ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０是一元二次方程；②
空集是任何集合的真子集；③若ａ∈Ｒ，则ａ２＞０；
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④若ａ、ｂ∈Ｒ且ａｂ＞０，则ａ＞０且ｂ＞０．其中真命题

的个数是 （　　）

Ａ０ Ｂ２ Ｃ３ Ｄ４

３命题“若ｘ∈Ａ，则ｙ∈Ａ”的逆否命题为 （　　）

Ａ若ｙ∈Ａ，则ｘ∈Ａ Ｂ若ｘ∈／Ａ，则ｙ∈／Ａ

Ｃ若ｙ∈／Ａ，则ｘ∈／Ａ Ｄ若ｙ∈／Ａ，则ｘ∈Ａ

４逆否命题是“平行四边形的对角线相等”的原命题是
（　　）

Ａ对角线相等的四边形是平行四边形

Ｂ不是平行四边形，对角线不相等

Ｃ对角线不相等的四边形不是平行四边形

Ｄ平行四边形的对角线不相等

５命题“不等式ｘ２＋ｘ－６＞０的解集为｛ｘ ｘ＜－３或

ｘ＞２｝”的逆否命题是 ．

６将下列命题改写成“若ｐ则ｑ”的形式，并写出其逆

命题、否命题、逆否命题．
（１）正数ａ的平方根不等于０；

（２）两条对角线不相等的平行四边形不是矩形．

试一试，经历这些活动

１有下列四个命题：

①“若ｘｙ＝１，则ｘ，ｙ互为倒数”的逆命题；

②“相似三角形的周长相等”的否命题；

③“若ｂ≤０，则关于ｘ的方程ｘ２－２ｂｘ＋ｂ２＋ｂ＝０有

实根”的逆否命题；

④“Ａ∪Ｂ＝Ｂ，则ＡＢ”的逆否命题．
其中真命题的个数是 （　　）

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．３

２有下列四个命题：

①“若ｘ＋ｙ＝０，则ｘ，ｙ互为相反数”的逆命题；

②“全等三角形的面积相等”的否命题；

③“若ｑ≤１，则关于ｘ的方程ｘ２＋２ｘ＋ｑ＝０有实

根”的逆否命题；

④“不等边三角形的三个内角相等”的逆命题．
其中的真命题是 （　　）

Ａ①② Ｂ②③ Ｃ①③ Ｄ③④

３命题“若ａｂ＝０，则ａ、ｂ中至少有一个为零”的逆否命

题是 ．

４命题“若ａ、ｂ是奇数，则ａ＋ｂ是偶数”的逆否命题

是 ．

５命题“若ｘ２－４ｘ＋３＝０，则ｘ＝１或ｘ＝３”的逆命题

为 ．

６将下述命题改写成“若ｐ则ｑ”的形式，写出其否命

题，并判断它们的真假．
（１）正偶数不是质数；

（２）当两圆相切时，连心线经过两圆的切点．

７若ｐ＞０，ｑ＞０，ｐ３＋ｑ３＝２．试用反证法证明ｐ＋

ｑ≤２．

想一想，如何探究？

１给出下列４个命题：

①若ｘ２－３ｘ＋２＝０，则ｘ＝１或ｘ＝２；

②若－２≤ｘ＜３，则（ｘ＋２）（ｘ－３）≤０；

③若ｘ＝ｙ＝０，则ｘ２＋ｙ２＝０；

④若ｘ、ｙ∈Ｎ＋ ，ｘ＋ｙ是奇数，则ｘ、ｙ中一个是奇

数，一个是偶数．那么 （　　）

Ａ①的逆命题为真 Ｂ②的否命题为真

Ｃ③的逆否命题为假 Ｄ④的逆命题为假

２设三个正实数ａ、ｂ、ｃ满足条件１
ａ＋１

ｂ＋１
ｃ＝２．

求证：ａ、ｂ、ｃ中至少有两个不小于１．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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1.2 充分条件
与必要条件

探 究 目 标

命题“若ｐ，则ｑ”如果为真，怎么用数学符号表示？

如果为假呢？

什么是充分条件？什么是必要条件？什么是充要

条件？

充分条件、必要条件与四种命题的关系怎样？

这些问题是本节要与同学们一起探讨的主要

问题．

探 究 指 导

知识回顾

１ｐｑ与ｐ／ｑ的符号含义
“若ｐ，则ｑ”为真，记作“ｐｑ”；“若ｐ，则ｑ”为假，

记作“ｐ／ｑ”．

２充分条件、必要条件与充要条件

如果已知ｐｑ，则称ｐ是ｑ的充分条件．
由于原命题与其逆否命题是等价关系，即原命题

为真，则其逆否命题也为真，因此有 「 ｑ

「

ｐ，即若不具

备ｑ，则不具备ｐ，故ｑ是ｐ的必要条件．
如果既有ｐｑ，又有ｑｐ，即ｐｑ，则称ｐ是ｑ的

充要条件．

３充分、必要条件与四种命题的关系
（１）如果ｐ是ｑ的充分条件，则原命题“若ｐ，则ｑ”

以及逆否命题“若 「 ｑ，则 「 ｐ”都是真命题．

（２）如果ｐ是ｑ的必要条件，则原命题“若ｑ，则ｐ”

以及逆否命题“若 「 ｐ，则 「 ｑ”为真命题．

（３）如果ｐ是ｑ的充要条件，则四种命题均为真

命题．

４“若ｐ，则ｑ”形式的命题，其条件ｐ与结论ｑ之

间的逻辑关系

（１）若ｐｑ，而ｑ／ｐ，则ｐ是ｑ的充分但不必要条

件，而ｑ是ｐ的必要但不充分条件．
（２）若ｐｑ，且ｑｐ，则ｐ是ｑ的充要条件，ｑ也是

ｐ的充要条件．
（３）若ｐ／ｑ，而ｑ／ｐ，则ｐ是ｑ的既不充分也不必

要条件．

示例点拨

【例１】　（２００３年天津市统考题）下面命题中的真

命题是 （　　）

Ａｘ＞２且ｙ＞３是ｘ＋ｙ＞５的充要条件

ＢＡ∩Ｂ≠是ＡＢ的充分条件

Ｃｂ２－４ａｃ＜０是一元二次不等式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０
的解集为Ｒ的充要条件

Ｄ一个三角形的三边满足勾股定理的充要条件

是此三角形为直角三角形

思路与技巧　对于Ａ，ｘ＞２且ｙ＞３ｘ＋ｙ＞５，但

ｘ＋ｙ＞５未必能推出ｘ＞２且ｙ＞３，如ｘ＝０且ｙ＝６满

足ｘ＋ｙ＞５但不满足ｘ＞２，故Ａ假．
对于Ｂ，Ａ∩Ｂ≠未必能推出ＡＢ，如Ａ＝｛１，

２｝，Ｂ＝｛２，３｝，故Ｂ为假．
对于Ｃ，ｂ２－４ａｃ＜０是一元二次不等式ａｘ２＋ｂｘ＋

ｃ＞０的解集为Ｒ的充要条件是假命题，如一元二次不

等式－２ｘ２＋ｘ－１＞０的解集为，且满足ｂ２－４ａｃ＜０．
对于Ｄ，是真命题．因为由一个三角形的三边满足

勾股定理能推出此三角形为直角三角形，条件不仅是

必要的，也是充分的，故是充要的．
答案　Ｄ
评析　对于充要条件的判断，要仔细考虑问题的

各种情况，且不可粗心大意，考虑不全造成失误．
【例２】　０＜ｘ＜５是不等式 ｘ－２ ＜４成立的

（　　）

Ａ充分不必要条件

Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件

Ｄ既不充分也不必要条件

思路与技巧　由题意，设Ａ＝｛ｘ ０＜ｘ＜５｝，Ｂ＝
｛ｘ ｘ－２ ＜４｝＝｛ｘ －２＜ｘ＜６｝，从而有ＡＢ，所

以Ａ中元素一定是Ｂ 中的元素，而Ｂ中存在Ａ 中没有

的元素，故０＜ｘ＜５ ｘ－２ ＜４．而 ｘ－２ ＜４／０＜

ｘ＜５，所以０＜ｘ＜５是 ｘ－２ ＜４的充分不必要条件．
答案　Ａ
评析　一般情况下，若条件甲为ｘ∈Ａ，条件乙为

ｘ∈Ｂ．
当且仅当ＡＢ时，甲为乙的充分条件；

当且仅当ＢＡ时，甲为乙的必要条件；

当且仅当Ａ＝Ｂ时，甲为乙的充要条件．
变式引申　设Ａ、Ｂ、Ｃ为三个集合，为使Ａ（Ｂ∪
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Ｃ），条件ＡＢ是 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

思路与技巧　可以结合图形分析．

　图１．２１

解答　如图１．２１所示，

∵ ＡＢ，而Ｂ（Ｂ∪Ｃ），

∴ Ａ（Ｂ∪Ｃ）．
但是当Ｂ＝Ｎ，Ｃ＝Ｒ，Ａ＝Ｚ

时，显然Ａ（Ｂ∪ Ｃ），但ＡＢ
不成立．
综上所述，“ＡＢ”“Ａ（Ｂ∪Ｃ）”而“Ａ（Ｂ∪

Ｃ）”／ＡＢ．
答案　Ａ
【例３】　若

「 Ａ 是Ｂ 的充分不必要条件，则Ａ 是

「 Ｂ的 （　　）

Ａ充分不必要条件

Ｂ必要不充分条件

Ｃ必要条件

Ｄ既不充分又不必要条件

思路与技巧　∵

「 ＡＢ，且Ｂ／

「 Ａ，

∴

「 ＢＡ，且Ａ／
「 Ｂ．

∴ Ａ是 「 Ｂ的必要不充分条件．

答案　Ｂ
评析　据互为逆否命题的等价性，可以来判断充

要条件，本题还综合考虑了递推法及定义等．
【例４】　已知ｐ、ｑ都是ｒ的必要条件，ｓ是ｒ的充

分条件，ｑ是ｓ的充分条件．那么：（１）ｓ是ｑ的什么条

件？（２）ｒ是ｑ的什么条件？（３）ｐ是ｑ的什么条件？

思路与技巧　将已知ｒ、ｐ、ｑ、ｓ的关系作一个
“”图．

　图１．２２

解答　（１）由图１．２２所示知：

∵ｑｓ，ｓｒｑ，

∴ｓ是ｑ的充要条件．
（２）∵ｒｑ，ｑｓｒ，

∴ｒ是ｑ的充要条件．
（３）∵ｑｓｒｐ，∴ｐ是ｑ的必要不充分条件．
评析　“”在解决较多个条件的问题时经常用

到，要细心体会递推法是理解充要条件的重要方法．
变式引申　已知ｐ是ｑ的充分条件，ｑ是ｒ的必要

条件，也是ｓ的充分条件，ｒ是ｓ的必要条件，问：

（１）ｐ是ｒ的什么条件？

（２）ｓ是ｑ的什么条件？

（３）ｐ、ｑ、ｒ、ｓ中哪几对互为充要条件？

解答　作出“”图，如图１．２３所示，可知：ｐｑ，

图１．２３

ｒｑ，ｑｓ，ｒｓ．
（１）ｐｑｓｒ，且ｒｑ，ｑ能否推

出ｐ未知，

∴ｐ是ｒ的充分条件．
（２）∵ｓｒｑ，ｑｓ，

∴ｓ是ｑ的充要条件．
（３）共有三对充要条件，ｑｓ；ｓｒ；ｒｑ．

【例５】　已知两个命题：Ａ：２ｘ＋３＝ｘ２，Ｂ：ｘ ３槡ｘ

＝ｘ２，则Ａ是Ｂ 的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

思路与技巧　注意到本题的两个命题实际上是所

表示方程的解集，因此考虑运用集合的观点来解决．
解答　命题Ａ 就是ｘ∈｛ｘ ２ｘ＋３＝ｘ２｝＝｛－１，

３｝；

命题Ｂ就是ｘ∈｛ｘ ｘ ３槡ｘ＝ｘ２｝＝｛０，３｝．
由于｛－１，３｝｛０，３｝且｛０，３｝｛－１，３｝，

所以Ａ是Ｂ 的既不充分也不必要条件．
答案　Ｄ
评析　对于充要条件也可以从集合的观点来

认识．
（１）若ＡＢ，但ＢＡ，则Ａ 是Ｂ 的充分不必要

条件．
（２）若ＡＢ，但ＢＡ，则Ａ 是Ｂ 的必要不充分

条件．
（３）若Ａ＝Ｂ，则Ａ是Ｂ 的充要条件．

　图１．２４

变式引申　若ｐ：ＡＢ
Ｓ，ｑ：（瓓ＳＢ）（瓓ＳＡ），则ｐ是ｑ
的什么条件？

解答　利用集合的图示法，

由图 １．２４ 知，ＡＢＳ
（瓓ＳＢ）（瓓ＳＡ），（瓓ＳＢ）（瓓ＳＡ）ＡＢＳ，所以

ｐ是ｑ的充要条件．
评析　本题采用的是从条件直接推结论的方法，

其中突出了数形结合的思想方法（图示法）．
【例６】　（２００２年杭州市毕业生联考）已知ａｂ≠０，

求证：ａ＋ｂ＝１的充要条件是ａ３＋ｂ３＋ａｂ－ａ２－ｂ２＝０．
证明　先证必要性．

∵ａ＋ｂ＝１，即ｂ＝１－ａ，

∴ａ３＋ｂ３＋ａｂ－ａ２－ｂ２＝ａ３＋（１－ａ）３＋ａ（１－ａ）

－ａ２－（１－ａ）２＝ａ３＋１－３ａ＋３ａ２－ａ３＋ａ－ａ２－ａ２－１
＋２ａ－ａ２＝０．
再证充分性．

∵ａ３＋ｂ３＋ａｂ－ａ２－ｂ２＝０，

即（ａ＋ｂ）（ａ２－ａｂ＋ｂ２）－（ａ２－ａｂ＋ｂ２）＝０，
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∴ （ａ＋ｂ－１）（ａ２－ａｂ＋ｂ２）＝０．
由于ａｂ≠０，即ａ≠０且ｂ≠０，

∴ａ２－ａｂ＋ｂ２≠０．只有ａ＋ｂ＝１．
综上可知，当ａｂ≠０时，ａ＋ｂ＝１的充要条件是ａ３

＋ｂ３＋ａｂ－ａ２－ｂ２＝０．
评析　证明充要条件，即证明命题的原命题和逆命

题都成立，但是要分清命题的必要性、充分性是什么．
【例７】　已知关于ｘ的方程（１－ａ）ｘ２＋（ａ＋２）ｘ－

４＝０，ａ∈Ｒ，求方程有两个正根的充要条件．
解答　方程（１－ａ）ｘ２＋（ａ＋２）ｘ－４＝０有两个实

根的充要条件是
１－ａ≠０，

Δ≥０｛ ，

即
ａ≠１，

（ａ＋２）２＋１６（１－ａ）≥｛ ０


ａ≠１，

ａ≤２或ａ≥１０｛ ，

即ａ≥１０或ａ≤２且ａ≠１．
设此时方程的两实根为ｘ１，ｘ２，有两个正根的充要

条件是

ａ≠１，

ａ≤２或ａ≥１０，

ｘ１＋ｘ２＞０，

ｘ１·ｘ２＞０

烅

烄

烆 ，



ａ≠１，

ａ≤２或ａ≥１０，

ａ＋２
ａ－１＞０，

４
ａ－１＞０

烅

烄

烆 ，

即１＜ａ≤２或ａ≥１０是方程有两个正根的充要

条件．

【案例】　设α、β是方程ｘ
２－ａｘ＋ｂ＝０的两个实根，

试分析ａ＞２且ｂ＞１是两根α、β均大于１的什么条件？

思路与技巧　把充要条件和方程中根与系数的关

系问题相联系，解题时需要搞清楚条件ｐ与结论ｑ分

别指什么，然后再验证是ｐｑ还是ｑｐ，还是ｐｑ．
解答　据韦达定理得ａ＝α＋β，ｂ＝αβ，判定的条

件是

ｐ：
ａ＞２，

ｂ＞１｛ ，
结论是ｑ：α＞１，

β＞１｛ ．
（还要注意条件中需要

满足大前提Δ＝ａ２－４ｂ≥０）．

（１）由
α＞１，

β＞１｛ ，
得ａ＝α＋β＞２，ｂ＝αβ＞１，∴ｑｐ．

（２）为了证明ｐ／ｑ，可以举出反例：取α＝４，β＝１
２

，

它满足ａ＝α＋β＝４＋１
２＞２，ｂ＝α·β＝４×１

２＝２＞１，

且满足Δ＞０，但ｑ不成立．
由上述讨论可知，ａ＞２且ｂ＞１是α＞１，β＞１的必

要但不充分条件．

评析　本题中的讨论内容在二次方程的根的分布

理论中常被使用．
变式引申　已知ｐ：－２＜ｍ＜０，０＜ｎ＜１，ｑ：关于ｘ

的方程ｘ２＋ｍｘ＋ｎ＝０有两个小于１的正根，试分析ｐ
是ｑ的什么条件？

解答　若ｘ２＋ｍｘ＋ｎ＝０有两根ｘ１、ｘ２，则由韦达

定理，有ｘ１＋ｘ２＝－ｍ，ｘ１ｘ２＝ｎ．又０＜ｘ１ｘ２＜１，０＜
ｘ１＋ｘ２＜２

∴ －２＜ｍ＜０，０＜ｎ＜１，即ｑｐ．

由ｍ＝－１，ｎ＝１
２
时，方程ｘ２＋ｍｘ＋ｎ＝０，即ｘ２－

ｘ＋１
２＝０无实数根知，ｐ／ｑ．

∴ｐ是ｑ的必要不充分条件．

【问题】　求证：抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）关于

ｙ轴对称的充要条件是ｂ＝０．
证明　充分性：若ｂ＝０，则抛物线方程变为ｙ＝

ａｘ２＋ｃ．设Ｐ（ｘ０，ｙ０）（ｘ０∈Ｒ，ｙ０∈Ｒ）是抛物线上一点，

则ｙ０＝ａｘ２
０＋ｃ．

又∵ Ｐ（ｘ０，ｙ０）关于 ｙ 轴对称的点的坐标是

Ｐ′（－ｘ０，ｙ０），

将Ｐ′（－ｘ０，ｙ０）代入ｙ＝ａｘ２＋ｃ中，

ｙ０＝ａ（－ｘ０）２＋ｃ＝ａｘ２
０＋ｃ．

∴Ｐ′（－ｘ０，ｙ０）在抛物线ｙ２＝ａｘ２＋ｃ上．
由Ｐ点的任意性可知，ｙ＝ａｘ２＋ｃ关于ｙ轴对称．
必要性：若ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图象关于ｙ轴对称，

则抛物线上任意一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）（ｘ０∈Ｒ，ｙ０∈Ｒ）关于ｙ
轴的对称点Ｐ′（－ｘ０，ｙ０）也在抛物线上，

∴ 对ｘ０∈Ｒ，ａｘ２
０＋ｂｘ０＋ｃ＝ａ（－ｘ０）２＋ｂ（－ｘ０）＋

ｃ成立，即对ｘ０ 取任意实数ｂｘ０＝０成立，∴ｂ＝０．
由上可知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ关于ｙ轴对称的

充要条件是ｂ＝０．

探 究 训 练

练一练，你会了吗？

１下面命题是真命题的为 （　　）

①“ｘ＋ｙ＝５”是“ｘ２－ｙ２－３ｘ＋７ｙ＝１０”的充分条件；

②“ａ－ｂ＜０”是“ａ２－ｂ２＜０”的充分条件；

③“ａ－ｂ＜０”是“ａ２－ｂ２＜０”的必要条件；

④“两个三角形全等”是“两边和夹角对应相等”的充
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要条件．

Ａ①② Ｂ①③ Ｃ②③ Ｄ①④
２“ａ＞ｂ”是“ａ３＞ｂ３”的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

３“ａ２＞ｂ２”是“ａ ＞ ｂ ”的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

４如果ａ、ｂ、ｃ都是实数，那么ｐ：“ａｃ＜０”，是ｑ：“关于ｘ
的方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０有一个正根和一个负根”的

（　　）

Ａ必要不充分条件 Ｂ充要条件

Ｃ充分不必要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

５“对应角相等”是“两个三角形相似”的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

６“ｘ＝ｙ，ａ＝ｂ”是“ｘ
ａ ＝ｙ

ｂ
”的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

７设集合Ａ＝｛ｘ ｘ２＋ｘ－６＝０｝，Ｂ＝｛ｘ ｍｘ＋１＝０｝，

则Ｂ是Ａ 的真子集的一个充分不必要条件是　　

　　　　　　　　．

８设ｘ、ｙ∈Ｒ，求证：ｘ＋ｙ ＝ ｘ ＋ ｙ 成立的充要

条件是ｘｙ≥０．

试一试，经历这些活动

１“ｘ＞－１”是“ｘ＞１”的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

２“ａ＞ｂ”是“ａ２＞ｂ２”的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

３“ｌｏｇ３ｘ２＝２”是“ｌｏｇ３ｘ＝１”成立的 （　　）

Ａ充要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充分不必要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

４已知ｐ：｜２ｘ－３｜＞１，ｑ： １
ｘ２＋ｘ－６＞０，则ｐ是ｑ的

（　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

５已知ｐ是ｑ的必要条件，ｒ是ｑ的充分条件，ｐ是ｒ
的充分条件，那么ｑ是ｐ的 （　　）

Ａ充分不必要条件 Ｂ必要不充分条件

Ｃ充要条件 Ｄ既不充分也不必要条件

６设甲是乙的充分不必要条件，丙是乙的必要非充分

条件，丁是丙的充要条件，那么丁是甲的

条件．

７若ｐ：ｘ≠２或ｙ≠３，ｑ：ｘ＋ｙ≠５，则 ｐ 是ｑ 的

条件．

８已知Ａ和Ｂ 是两个命题，如果Ａ是Ｂ 的充分条件，

那么瓙Ａ是瓙Ｂ的 条件．

想一想，如何探究？

１Ａ：ｘ１、ｘ２ 是方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的两实数根；

Ｂ：ｘ１＋ｘ２＝－ｂ
ａ则Ａ是Ｂ 的 条件．

２（１）是否存在实数ｍ，使得２ｘ＋ｍ＜０是ｘ２－２ｘ－３

＞０的充分条件？

（２）是否存在实数ｍ，使得２ｘ＋ｍ＜０是ｘ２－２ｘ－３

＞０的必要条件？

1.3 简单的逻辑联结词
　

探 究 目 标

数学中，有时会使用一些联结词，如“且”“或”

“非”．它们与生活用语中的“且”“或”“非”的含义与用

法完全相同吗？

什么是简单命题？什么是复合命题？它们之间有

什么关系？

简单命题的真假与复合命题的真假之间有怎样的

关系？

集合运算的“交”“并”“补”与逻辑联结词“且”“或”

“非”有怎样的关系？此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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探 究 指 导

知识回顾

１数学中的逻辑联结词

数学中的逻辑联结词“且”“或”“非”与我们日常生

活中的含义不尽相同．这一点，请同学们认真体会

２简单命题与复合命题

不含逻辑联结词的命题称简单命题．
含有逻辑联结词的命题称复合命题．
“ｐ且ｑ”记作“ｐ∧ｑ”，“ｐ或ｑ”记作“ｐ∨ｑ”，“非ｐ”

记作“「 ｐ”；

３复合命题的真值表

ｐ ｑ ｐ∧ｑ ｐ∨ｑ

「

ｐ

真 真 真 真 假

真 假 假 真 假

假 真 假 真 真

假 假 假 假 真

　　４集合运算与“且”、“或”、“非”的关系

设全集Ｕ＝｛ｘ Ｕ（ｘ）｝，已知Ａ＝｛ｘ ｐ（ｘ）｝，Ｂ＝
｛ｘ ｑ（ｘ）｝，则：

（１）Ａ∩Ｂ＝｛ｘ ｐ（ｘ）∧ｑ（ｘ）｝；

（２）Ａ∪Ｂ＝｛ｘ ｐ（ｘ）∨ｑ（ｘ）｝；

（３）瓓ＵＡ＝｛ｘ

「

ｐ（ｘ）｝．

示例点拨

【例１】　（２００１年烟台市统考题）分别写出由下列

各组命题构成的“ｐ或ｑ”、“ｐ且ｑ”、“非ｐ”形式的复合

命题：

（１）ｐ：槡２是无理数，ｑ：槡２大于１；

（２）ｐ：ＮＺ，ｑ：｛０｝∈Ｎ；

（３）ｐ：ｘ２＋１＞ｘ－４，ｑ：ｘ２＋１＜ｘ－４．

解答　（１）ｐ或ｑ：槡２是无理数或大于１；

ｐ且ｑ：槡２是无理数且大于１；

非ｐ：槡２不是无理数．
（２）ｐ或ｑ：ＮＺ或｛０｝∈Ｎ；

ｐ且ｑ：ＮＺ且｛０｝∈Ｎ；

非ｐ：ＮＺ．
（３）ｐ或ｑ：ｘ２＋１≠ｘ－４；

ｐ且ｑ：ｘ２＋１＞ｘ－４且ｘ２＋１＜ｘ－４；

非ｐ：ｘ２＋１≤ｘ－４．
评析　在由简单命题写出复合命题时，可直接使

用逻辑联结词，如本例的（１）（２），也可以不使用逻辑联

结词，如例（３）中的“ｐ或ｑ”、“非ｐ”写复合命题时，关

键要搞清“且”“或”“非”的意义．
【例２】　指出下列复合命题的形式及构成它的简

单命题．
（１）９６是４８与１６的倍数；

（２）方程ｘ２－３＝０没有有理根；

（３）不等式ｘ２－ｘ－２＞０的解集为｛ｘ ｘ＞２或ｘ

＜－１｝．
解答　（１）这个命题是“ｐ∧ｑ”形式．其中：ｐ：９６是

４８的倍数，ｑ：９６是１６的倍数．
（２）这个命题为“「 ｐ”形式．其中：ｐ：方程ｘ２－３＝０

有有理根．
（３）这个命题为“ｐ∨ｑ”形式．其中：ｐ：不等式ｘ２－

ｘ－２＞０的解集为｛ｘ ｘ＞２｝，ｑ：不等式ｘ２－ｘ－２＞０
的解集为｛ｘ ｘ＜－１｝．
评析　正确理解逻辑联结词“且”“或”“非”的含义是

解题的关键，应根据组成上述各复合命题的语句中所出现

的逻辑联结词或语句的意义确定复合命题的形式．
【例３】　命题：“方程ｘ２－４＝０的解是ｘ＝±２”，

在这个命题中，使用的逻辑联结词的情况是 （　　）

Ａ没有使用逻辑联结词

Ｂ使用了逻辑联结词“且”

Ｃ使用了逻辑联结词“或”

Ｄ使用了逻辑联结词“非”

解析　“ｘ２－４＝０的解是ｘ＝±２”就是指“ｘ２－４

＝０的解是ｘ＝２或ｘ＝－２”．
因此该命题是用逻辑联结词“或”联结的．
答案　Ｃ
评析　要理解逻辑联结词“且”“或”“非”的含义．
逻辑联结词中的“或”相当于集合中的“并集”，它

与日常用语中的“或”含义不同，一般地，日常用语用的
“或”是两个中任选一个，不能都选，而逻辑联结词中的
“或”，可以是两个都选，但又不是两个必须都选，而是

两个中至少有一个，相当于“并集”定义中的“或”逻辑

联结词中的“且”相当于集合中的“交集”，即必须两个

都选．
逻辑联结词中的“非”相当于集合中在全集中的补

集．逻辑联结词中的“非”的含义有否定的意思，“等于”

的否定是“不等于”，“大于”的否定是“不大于”，即“小

于或等于”“都是”的否定是“不都是”，“至少有一个”的

否定是“没有一个”，“ｘ＝ａ或ｘ＝ｂ”的否定是“ｘ≠ａ且
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ｘ≠ｂ”．
【例４】　把下列各组命题用“或”联结成新命题，并

判断它们的真假：

（１）ｐ：１０＝１０；ｑ：１０＜１０；（２）ｐ：ＮＲ；ｑ：ＱＲ．
解答　（１）因为１０＝１０为真，１０＜１０为假，

所以命题ｐ∨ｑ是真命题．
（２）因为ＮＲ为真命题，ＱＲ为真命题，

所以命题ｐ∨ｑ是真命题．
【例５】　指出下列命题的真假：

（１）３≤３；（２）５≥６．
解答　（１）３≤３的含义是３＜３或３＝３．
因为３＝３为真，所以３≤３是真命题．
（２）５≥６的含义是５＞６或５＝６．
因为５＞６和５＝６都是假命题，所以５≥６是假

命题．
变式引申　判断下列命题的真假：

（１）１０≤１１；（２）１５≥１６；

（３）３＞２或４＞５；（４）３＞２且４＜５．
解答　（１）真（２）假（３）真（４）真．
评析　我们已学习了三个主要的逻辑联结词：且，

或，非．这三个联结词同样可用来联结含有变量的语

句．用联结词联结含有变量的语句时，得到的新语句，

一般仍为含有变量的语句．它的真假要根据语句中变

量的取值来确定．
【例６】　分别指出下列命题的形式及构成它的简

单命题，并判断真假．
（１）相似三角形周长相等或对应角相等；

（２）９的算术平方根不是－３；

（３）垂直于弦的直径平分这条弦，并且平分弦所对

的两段弧．
思路与技巧　复合命题有三种：“且”“或”“非”找

出各小题对应哪种，并用真值表判断真假．
解答　（１）这个命题是ｐ或ｑ的形式，其中ｐ：相似

三角形周长相等，ｑ：相似三角形对应角相等，因为ｐ假

ｑ真，所以ｐ或ｑ为真．
（２）这个命题是 「 ｐ的形式，其中ｐ：９的算术平方

根是－３，因为ｐ假，所以

「

ｐ为真．

（３）这个命题是ｐ且ｑ的形式，其中ｐ：垂直于弦的

直径平分这条弦，ｑ：垂直于弦的直径平分这条弦所对

的两段弧，因为ｐ真ｑ真，所以ｐ且ｑ为真．
评析　把简单命题写成复合命题，或把复合命题

写成简单命题并判断真假是本节的基本要求，关键在

于理解逻辑联结词的意义，逻辑联结词中的“且”“或”

“非”与日常用语中的“且”“或”“非”的意义是不尽相同

的，熟悉有关复合命题的真值表可以加快这类题的解

题速度和提高准确性．
【例７】　分别写出由下列各组命题构成的“ｐ∨ｑ”、

“ｐ∧ｑ”、“「 ｐ”形式的复合命题，并判断其真假：

（１）ｐ：３是９的约数，ｑ：３是１８的约数；

（２）ｐ：菱形的对角线相等，ｑ：菱形的对角线互相

垂直；

（３）ｐ：方程ｘ２＋ｘ－１＝０的两实根符号相同，ｑ：方

程ｘ２＋ｘ－１＝０的两实根绝对值相等．
解答　（１）ｐ∨ｑ：３是９的约数或是１８的约数．

（真）

ｐ∧ｑ：３是９的约数且是１８的约数．（真）
「

ｐ：３不是９的约数．（假）

（２）ｐ∨ｑ：菱形的对角线相等或互相垂直．（真）

ｐ∧ｑ：菱形的对角线相等且互相垂直．（假）

「

ｐ：菱形的对角线不相等．（真）

（３）ｐ∨ｑ：方程ｘ２＋ｘ－１＝０的两实根符号相同或

绝对值相等．（假）

ｐ∧ｑ：方程ｘ２＋ｘ－１＝０的两实根符号相同且绝

对值相等．（假）

「

ｐ：方程ｘ２＋ｘ－１＝０的两实根符号相反．（真）

【案例】　设ｐ：方程ｘ２＋ｍｘ＋１＝０有两个不等的

负根，ｑ：方程４ｘ２＋４（ｍ－２）ｘ＋１＝０无实根．若ｐ或ｑ
为真，ｐ且ｑ为假，求ｍ的取值范围．
思路与技巧　应先求出方程的根所满足的条件，

从而得出命题ｐ和命题ｑ，再依据其复合命题的真假去

求实数ｍ的取值范围．
解答　若方程ｘ２＋ｍｘ＋１＝０有两个不等的负根，

则
Δ＝ｍ２－４＞０，

－ｍ＜０｛ ，
∴ ｍ＞２，即ｐ：ｍ＞２．

若方程４ｘ２＋４（ｍ－２）ｘ＋１＝０无实根．
则Δ＝１６（ｍ－２）２－１６＜０，即１＜ｍ＜３，

∴ｑ：１＜ｍ＜３．

∵ｐ或ｑ为真，则ｐ、ｑ至少一个为真，又ｐ且ｑ为

假，则ｐ、ｑ至少一个为假．

∴ｐ、ｑ一真一假，ｐ真ｑ假，或ｐ假ｑ真．

∴
ｍ＞２，

ｍ≤１，或ｍ≥３｛ ，
或

ｍ≤２，

１＜ｍ＜３｛ ．

∴ ｍ≥３，或１＜ｍ≤２．
评析　由简单命题和逻辑联结词构成的复合命题

的真假可以用真值表来判断，反之根据复合命题的真

假也可以判断简单命题的真假．假若ｐ且ｑ 真，则ｐ
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真，ｑ也真，若ｐ或ｑ真，则ｐ、ｑ至少有一个真，若ｐ且ｑ
假，则ｐ、ｑ至少有一个假．

探 究 训 练

练一练，你会了吗？

１设ｐ、ｑ是两个命题，若ｐ∧ｑ为真，则 （　　）

Ａｐ真ｑ真 Ｂｐ真ｑ假

Ｃｐ假ｑ真 Ｄｐ假ｑ假

２设ｐ、ｑ是两个命题，若ｐ∨ｑ为假，则 （　　）

Ａｐ真ｑ真 Ｂｐ真ｑ假

Ｃｐ假ｑ真 Ｄｐ假ｑ假

３若ｐ：２７是３的倍数，ｑ：２７是９的倍数，则ｐ∧ｑ是
，是 命题；ｐ∨ｑ是 ，是

命题．

４若ｐ：平行四边形对角线互相平分，ｑ：平行四边形对

角线相等，则ｐ∧ｑ是 ，是 命题；

ｐ∨ｑ是 ，是 命题．

５ｐ：２∈／｛１，３｝，ｑ：２∈／｛ｘ ｘ２－４＝０｝，则 ｐ∧ｑ 是
，是 命题，ｐ∨ｑ是 ，是

命题．

６若ｐ：实数的平方是正数，则 「

ｐ 是 ，是

命题．

７若ｐ：３＋４≥７，则 「 ｐ是 ，是 命题．

８若ｐ：方 程 ｘ２ －１＝０ 的 解 是 ｘ＝１，则 「

ｐ 是

，是 命题．

９若ｐ：明天刮风或下雨，则 「 ｐ是 ．

１０若ｐ：明天刮风且下雨，则 「 ｐ是 ．

试一试，经历这些活动

１若命题ｐ：２ｎ－１是奇数，ｑ：２ｎ＋１是偶数，ｎ∈Ｚ，则

下列说法正确的是 （　　）

Ａｐ∨ｑ为真　　　　　Ｂｐ∧ｑ为真

Ｃ瓙ｐ为真 Ｄ瓙ｐ为假

２对命题ｐ：Ａ∩＝，命题ｑ：Ａ∪＝Ａ，则下列说

法正确的是 （　　）．

Ａｐ∧ｑ为假 Ｂｐ∨ｑ为假

Ｃ瓙ｐ为真 Ｄ瓙ｐ为假

３语句｜ｘ｜≤３或｜ｘ｜＞５的否定是 （　　）

Ａ｜ｘ｜≥３或｜ｘ｜＜５ Ｂ｜ｘ｜＞３或｜ｘ｜≤５

Ｃ｜ｘ｜≥３且｜ｘ｜＜５ Ｄ｜ｘ｜＞３且｜ｘ｜≤５

４已知全集Ｕ＝Ｒ，ＡＵ，ＢＵ，如果命题ｐ：槡３∈Ａ∪

Ｂ，则命题瓙ｐ是 （　　）

槡Ａ ３Ａ 槡Ｂ ３∈瓓ＵＢ

槡Ｃ ３Ａ∩Ｂ 槡Ｄ ３∈（瓓ＵＡ）∩（瓓ＵＢ）

５设ｐ、ｑ是两个命题，若ｐ∨ｑ为真，瓙ｐ为真，则
（　　）

Ａｐ不一定是假命题

Ｂｑ一定是真命题

Ｃｑ不一定是真命题

Ｄｐ与ｑ同真

６设命题ｐ：２ｘ－ｙ＝５，ｑ：ｘ＋ｙ＝４，若ｐ∧ｑ为真，则ｘ

＝ ，ｙ＝ ．

想一想，如何探究？

已知：ｐ：关于ｘ的方程ｘ２＋ｍｘ＋１＝０有两个不等的

负根，ｑ：关于ｘ的方程４ｘ２＋４（ｍ－２）ｘ＋１＝０无

实根．
若“ｐ∨ｑ”为真，“ｐ∧ｑ”为假，求ｍ的取值范围．

1.4 全称量词
与存在量词

探 究 目 标

逻辑中通常有哪些全称量词？有哪些存在量词？

什么叫全称命题？什么叫特称命题？这两种命题

的一般数学表达形式是怎样的？如何判断这两种命题

的真假？

全称命题的否命题是什么？

特称命题的否命题是什么？
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探 究 指 导

知识回顾

１．逻辑中的全称量词主要有“所有的”“任意一个”

“每一个”“一切”“任给”等短语；存在量词主要有“存在

一个”“至少有一个”“有些”“有一个”“对某个”“有的”

等短语．

２．含有全称量词的命题叫全称命题，它的一般形

式是：ｘ∈Ｍ，ｐ（ｘ），读作“对任意ｘ 属于 Ｍ，都有

ｐ（ｘ）成立”．要判定全称命题“ｘ∈Ｍ，ｐ（ｘ）”是真命

题，需要对集合Ｍ 中每个元素ｘ，证明ｐ（ｘ）成立；如果

在集合Ｍ 中找到一个元素ｘ０，使得ｐ（ｘ０）不成立，那么

这个全称命题就是假命题．

含有存在量词的命题叫特称命题，它的一般形式

是：ｘ∈Ｍ，ｐ（ｘ），读作“存在一个ｘ 属于 Ｍ，使得

ｐ（ｘ）成立”．要判定特称命题“ｘ∈Ｍ，ｐ（ｘ）”是真命

题，只需在集合Ｍ 中找到一个元素ｘ０，使得ｐ（ｘ０）成立

即可；如果在集合Ｍ 中，使ｐ（ｘ）成立的元素ｘ不存在，

那么这个特称命题是假命题．

３．全称命题ｐ：ｘ∈Ｍ，ｐ（ｘ），

否定命题 「 ｐ：ｘ∈Ｍ，「 ｐ（ｘ），

全称命题的否定是特称命题；

特称命题ｐ：ｘ∈Ｍ，ｐ（ｘ），

否定命题 「 ｐ：ｘ∈Ｍ，「 ｐ（ｘ），

特称命题的否定是全称命题．

示例点拨

【例１】　试判断以下命题的真假：

（１）ｘ∈Ｒ，ｘ２＋２＞０；　
（２）ｘ∈Ｎ，ｘ４≥１；

（３）ｘ∈Ｚ，ｘ３＜１；

（４）ｘ∈Ｑ，ｘ２＝３．

思路与技巧　要判定一个全称命题是真命题，必

须对限定集合Ｍ 中的每个元素ｘ验证ｐ（ｘ）成立；但要

判定全称命题是假命题，却只要能举出集合 Ｍ 中的一

个ｘ＝ｘ０，使得ｐ（ｘ０）不成立即可（这就是通常所说的

“举出一个反例”）．

要判定一个特称命题是真命题，只要在限定集合

Ｍ 中，至少能找到一个ｘ＝ｘ０，使ｐ（ｘ０）成立即可；否

则，这一特称命题就是假命题．

解答　（１）由于ｘ∈Ｒ，都有ｘ２≥０，因而有ｘ２＋２

≥２＞０，即ｘ２＋２＞０．所以命题“ｘ∈Ｒ，ｘ２＋２＞０”是

真命题．

（２）由于０∈Ｎ，当ｘ＝０时，ｘ４≥１不成立．所以命

题“ｘ∈Ｎ，ｘ４≥１”是假命题．

（３）由于－１∈Ｚ，当ｘ＝－１时，能使ｘ３＜１．所以命

题“ｘ∈Ｚ，ｘ３＜１”是真命题．

（４）由于使ｘ２＝３成立的数只有 槡± ３，而它们都不

是有理数．因此，没有任何一个有理数的平方能等于３．

所以命题“ｘ∈Ｑ，ｘ２＝３”是假命题．

变式引申　判断下列命题的真假：

（１）ｘ∈Ｒ，ｘ２－３ｘ＋２＝０；

（２）ｘ∈Ｒ，ｘ２＋１＝０．

解答　（１）假命题；（２）假命题．

评析　在数学中，经常有含有变量ｘ的语句ｐ（ｘ），

ｑ（ｘ）构成形如“若ｐ（ｘ），则ｑ（ｘ）”的命题，这时应理解

为“它是关于某集合Ｍ 的一切元素ｘ 的全称命题”．例

如：“若ｘ
４＞３，则ｘ＞１２”．通常的意思是：ｘ∈Ｒ，若ｘ

４

＞３，则ｘ＞１２．

【例２】　设集合Ｓ＝｛四边形｝，ｐ（ｘ）：内角和为

３６０°．试用不同的表述写出全称命题“ｘ∈Ｓ，ｐ（ｘ）”．

解答　对所有的四边形ｘ，ｘ的内角和为３６０°；

对一切四边形ｘ，ｘ的内角和为３６０°；

每一个四边形ｘ的内角和为３６０°；

任一个四边形ｘ的内角和为３６０°；

凡是四边形ｘ，它的内角和为３６０°．

【例３】　设ｑ（ｘ）∶ｘ２＝ｘ，试用不同的表达方法写

出特称命题“ｘ∈Ｒ，ｑ（ｘ）”．

解答　存在实数ｘ，使ｘ２＝ｘ成立；

至少有一个ｘ∈Ｒ，使ｘ２＝ｘ成立；

对有些实数ｘ，使ｘ２＝ｘ成立；

有一个ｘ∈Ｒ，使ｘ２＝ｘ成立；

对某个ｘ∈Ｒ，使ｘ２＝ｘ成立．

评析　一个全称命题，可以包含多个变数，比如：

全称命题“ａ，ｂ∈Ｒ，（ａ＋ｂ）（ａ２－ａｂ＋ｂ２）＝ａ３＋ｂ３”．

【例４】　考察以下推导：

设ａ＝ｂ，则有ａ２＝ａｂａ２－ｂ２＝ａｂ－ｂ２
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（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ）＝ｂ（ａ－ｂ）ａ＋ｂ＝ｂ

２ｂ＝ｂ２＝１．

请从逻辑角度去找出问题并分析原因．

解答　由ａ＝ｂ命题真，可以导出以下三个命题

真：ａ２＝ａｂ，ａ２－ｂ２＝ａｂ－ｂ２，（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ）＝ｂ（ａ－ｂ）．

但下一步导出ａ＋ｂ＝ｂ是错误的，由于它引用了一个不

真的全称命题“ｄ∈Ｒ，等式两边可以除以ｄ”（因为ｄ

＝０时它是假命题）．同样的错误是由２ｂ＝ｂ导出２＝１．

评析　全称命题真，意味着对限定集合中的每一

个元素都能具有某性质，使所给语句真．因此，当给出

限定集合中的任一个特殊的元素时，自然应导出“这个

特殊元素具有这个性质”（这类似于“代入”思想）；例

如，正由于“ａ，ｂ∈Ｒ，（ａ＋ｂ）（ａ２－ａｂ＋ｂ２）＝ａ３＋ｂ３”

真，因此，当ａ＝３，ｂ＝５时，（３＋５）（９－１５＋２５）＝３３＋

５３ 自然是正确的，以上思想要注意准确理解并运用．

【例５】　写出下列命题的否定，并判断其真假：

（１）ｐ：ｘ∈Ｒ，ｘ２－ｘ＋１
４≥０；

（２）ｑ：所有的正方形都是矩形；

（３）ｒ：ｘ∈Ｒ，ｘ２＋２ｘ＋２≤０；

（４）ｓ：至少有一个实数ｘ，使ｘ３＋１＝０．

解答　（１）「 ｐ：ｘ∈Ｒ，ｘ２－ｘ＋１
４＜０．（假）

这是由于ｘ∈Ｒ，ｘ２－ｘ＋１
４＝ ｘ－（ ）１

２
２

≥０恒

成立．

（２）「 ｑ：至少存在一个正方形不是矩形．（假）

（３）「 ｒ：ｘ∈Ｒ，ｘ２＋２ｘ＋２＞０．（真）

这是由于ｘ∈Ｒ，ｘ２＋２ｘ＋２＝（ｘ＋１）２＋１≥１＞０

成立．

（４）「 ｓ：ｘ∈Ｒ，ｘ３＋１≠０．（假）

这是由于ｘ＝－１时，ｘ３＋１＝０．

变式引申　１．设集合Ｍ＝｛１，２，４，６，８，１０，１２｝．试

写出下列各命题的否定，并判断其真假．

（１）ｐ：ｎ∈Ｍ，ｎ＜１２；

（２）ｑ：ｍ∈｛奇数｝，使ｍ∈Ｍ．

解答　（１）「 ｐ：ｎ∈Ｍ，ｎ≥１２．（真）

（２）「 ｑ：ｍ∈｛奇数｝，ｍＭ．（假）

２．写出下列各命题的否定，并判断其真假：

（１）ｐ：一切分数都是有理数；

（２）ｑ：有些三角形是锐角三角形；

（３）ｒ：ｘ∈Ｒ，ｘ２＋ｘ＝ｘ＋２；

（４）ｓ：ｘ∈Ｒ，２ｘ＋４≥０．

解答　（１）「 ｐ：有些分数不是有理数；或 「 ｐ：ｘ∈

｛分数｝，使ｘＱ．（假）

（２）「 ｑ：所有三角形不是锐角三角形；或 「 ｑ：ｘ∈

｛三角形｝，ｘ｛锐角三角形｝．（假）

（３）「 ｒ：ｘ∈Ｒ，ｘ２＋ｘ≠ｘ＋２．（假）

（４）「 ｓ：ｘ∈Ｒ，２ｘ＋４＜０．（真）

【例６】　判断下列全称命题的真假，并写出其否定：

（１）对所有的正实数ｘ，都有槡ｘ＜ｘ；

（２）ｘ∈Ｒ，ｘ２＋５ｘ＝２４．

解答　（１）假命题，如ｘ＝００１等．其否定为：ｘ

∈Ｒ，槡ｘ≥ｘ．

（２）假命题，如ｘ＝１等其否定为：ｘ∈Ｒ，ｘ２＋

５ｘ≠２４．

变式引申　写出下列特称命题的否定：

（１）ｘ∈Ｒ，｜ｘ＋１｜≤１；

（２）ｘ∈Ｒ，ｘ２＋３ｘ－４≤０．

解答　（１）ｘ∈Ｒ，｜ｘ＋１｜＞１；

（２）ｘ∈Ｒ，ｘ２＋３ｘ－４＞０．

【例７】　举一反例，证明命题“ｘ∈Ｒ，ｙ∈Ｒ，使

ｘ·ｙ＝１”是假命题．

解答　如ｘ＝０，则ｙ∈Ｒ，ｘ·ｙ＝１都不成立．

这说明命题“ｘ∈Ｒ，ｙ∈Ｒ，使ｘ·ｙ＝１”是假

命题．

变式引申　举反例证明下列命题是假命题：

（１）ｘ∈Ｒ，｜ｘ｜＞０；

（２）ｘ∈Ｒ，有ｘ２＋２ｘ－３＞０；

（３）任意一元二次方程都有实数解；

（４）凡ｘ＜２，都有ｘ＜１（ｘ∈Ｒ）．

解答　（１）如ｘ＝０；（２）如ｘ＝０；

（３）如ｘ２＋ｘ＋１＝０；（４）如ｘ＝１５等

评析　从命题形式上看，全称命题的否定是特称

命题，特称命题的否定是全称命题．因此，我们可以通

过举反例来否定一个全称命题．

【案例】　用逻辑符号∩、∪、「 、、和量词符号

、把下列命题表示出来：

（１）ｘ＝１或ｘ＝３是ｘ２－４ｘ＋３＝０的充要条件；
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（２）ｘ＝５是ｘ２＝２５的充分条件；

（３）ｘ∈Ａ∩Ｂ当且仅当ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ；

（４）ｘ∈Ｚ或ｘ∈Ｑ是ｘ∈Ｒ的充分条件；

（５）有一个正整数，既是质数，又是偶数；

（６）任一个整数，或者是奇数或者是偶数；

（７）没有一个整数ａ，使ａ２＋１＝０成立；

（８）如果两个集合Ａ、Ｂ至少有一个公共元素，则它

们的交集不空．

思路与技巧　弄清逻辑符号∧、∨与集合运算符

号∩、∪的联交，理解量词符号、与全称、特称的

关系．

解答　（１）“ｘ＝１”∨“ｘ＝３”ｘ２－４ｘ＋３＝０；

（２）ｘ＝５ｘ２＝２５；

（３）ｘ∈Ａ∩Ｂ“ｘ∈Ａ”∧“ｘ∈Ｂ”；

（４）“ｘ∈Ｚ”∨“ｘ∈Ｑ”ｘ∈Ｒ；

（５）ｐ∈Ｎ＋ ｐ∈｛质数｝∩｛偶数｝；

（６）ｎ∈Ｚ“ｎ是奇数”∨“ｎ是偶数”；

（７）设ｐ：ａ∈Ｚ，ｑ：ａ２＋１＝０，

则可表示为：「 ｐｑ；

（８）“ｘ∈Ａ”∧“ｘ∈Ｂ”Ａ∩Ｂ≠

评析　本题是该章的一个综合问题，逻辑符号与

量词符号要准确运用．

探 究 训 练

练一练，你会了吗？

１．在下列四个命题中，真命题有 （　　）

①ｘ∈Ｒ，ｘ＞０；　　　　②ｘ∈Ｒ，ｘ２＋ｘ＋１＞０；

③若｜ｘ｜＞｜ｙ｜，则ｘ＞ｙ；　④ｘ∈Ｒ，ｘ２－ｘ－１＝０．
Ａ．１个　　Ｂ．２个　　Ｃ．３个　　Ｄ．４个

２．在下列四个命题中，假命题共有 （　　）

①ｘ∈Ｒ，ｘ２＋２＞０； ②ｘ∈Ｎ，ｘ４≥１；

③ｘ∈Ｚ，ｘ３＜１； ④ｘ∈Ｑ，ｘ２＝３．
Ａ．１个　　Ｂ．２个　　Ｃ．３个　　Ｄ．４个

３．下列命题不是全称命题的是 （　　）

Ａ．所有自然数的平方是正数
Ｂ．若一个四边形是正方形，则它的四条边相等
Ｃ．对任意实数ｘ，存在实数ｙ，使ｘ＋ｙ＞０
Ｄ．有些质数是奇数

４．选择适当的量词填空，使它们成为真命题：
（１） ，ｘ２－２ｘ＋３＞０
（２） ，ｘ２＋２ｘ＝０

５．用量词符号“”“”表达下列命题：

（１）若ｘ２＞４，则ｘ＞２；
（２）若ｍ≥０，则关于ｘ的方程ｘ２＋ｘ－ｍ＝０有实
数根；

（３）若一个四边形是正方形，则它的四条边相等；
（４）有一个实数，使得ｘ２＋２ｘ＋３＝０．

试一试，经历这些活动

１．在下列四个命题中，真命题的个数是（　　）

①ｘ∈Ｒ，ｘ２＋ｘ＋３＞０；

②ｘ∈Ｑ，１
３ｘ２＋１

２ｘ＋１是有理数；

③α，β∈Ｒ，使ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎα＋ｓｉｎβ；

④ｘ，ｙ∈Ｚ，使３ｘ－２ｙ＝１０．
Ａ．１个　　Ｂ．２个　　Ｃ．３个　　Ｄ．４个

２．写出下列命题的非：
（１）ｐ：ｘ∈Ｒ，ｘ－４≥０；

（２）ｐ：ｘ∈Ｚ，槡ｘ∈Ｑ；
（３）ｐ：Ａ∈Ｒ，函数ｙ＝Ａｓｉｎｘ是周期函数．

想一想，如何探究？
用量词符号“”“”表达下列命题：
（１）有理数都能写成分数形式；
（２）ｎ边形的内角和等于（ｎ－２）×１８０°；
（３）两个有理数之间，都有另一个有理数；
（４）有一个实数乘以任意一个实数都等于０．
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