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基基基基基基基基基基基基基基基基　　　　　　　　　　　　　　　　础础础础础础础础础础础础础础础础　　　　　　　　　　　　　　　　篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇
　　数学是研究现实世界空间形式和数量关系的学科，简说研究“数”和“形”的学

科．代数是它的侧重研究运算方法的分支．数列、数列的极限、数学归纳法是代数

的三个节点．
数列是按一定次序排列的一列数．
从映射、函数的观点看，数列是一个序号集合到另一个数的集合的映射ｆ：Ａ→Ｂ．

其中，Ａ＝Ｎ，或Ａ＝｛１，２，…，ｎ｝，ＢＲ．因此，数列｛ａｎ｝可以看成是定义域为Ａ、值域

为Ｂ、对应法则为ｆ的函数ａｎ＝ｆ（ｎ）的一列函数值ａ１＝ｆ（１），ａ２＝ｆ（２），…．
数列研究的主要问题是

（１）根据已知条件，求出通项公式ａｎ＝ｆ（ｎ）；

（２）通过通项公式ａｎ＝ｆ（ｎ）研究数列的性质．
数列课题的知识载体是通项ａｎ、前ｎ项的和Ｓｎ；模型函数是等差数列、等比数列．
数列的极限，其本质是研究无穷数列的变化趋势．
数学归纳法，其本质是研究与正整数有关的命题的推理论证方法．
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［考纲要求］
理解数列的概念；了解数列的通项公式的意义；了解递推公式是给出数列

的一种方法，并能根据递推公式写出数列的前几项．

１１　数列的概念与简单表示法

重点难点归纳

重点　①数列的定义．②数列的通项公式的定义．
难点　正确运用数列的递推公式求数列的通项公式．
本节需掌握的知识点　①数列的定义．②数列的通项公式的定义．

知识点精析与应用

知识点精析
１数列的定义
数列是按一定次序排列的一列数．
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在函数意义下，数列是定义域为正整数集Ｎ （或它的有限子集｛１，２，…，ｎ｝）

的函数ｆ（ｎ）当自变量ｎ从１开始依次取正整数时所对应的一列函数值

ｆ（１），ｆ（２），…，ｆ（ｎ），…．
通常用ａｎ 代替ｆ（ｎ），于是数列的一般形式为ａ１，ａ２，…，ａｎ，…，简记为｛ａｎ｝．

其中ａ１，ａ２，…，ａｎ 依次叫做数列｛ａｎ｝的第１项，第２项，…，第ｎ项，ａ１ 也叫首项，

ａｎ 也叫通项．对项数有限的数列而言，最后一项一般称为末项．

２数列的通项公式
一个数列｛ａｎ｝的第ｎ项ａｎ 与项数ｎ之间的函数关系，如果可以用一个公式

ａｎ＝ｆ（ｎ）

来表示，我们就把这个公式叫做这个数列的通项公式．
如，数列１，４，９，１６，…的通项公式为ａｎ＝ｎ２．
正像不是所有的函数关系都能用解析式表示出来一样，也不是每个数列都能

写出它的通项公式．如，数列１，２，３，－１，４，－２就没有通项公式．
有的数列，虽然有通项公式，但在形式上却不一定是唯一的．如，数列－１，１，

－１，１，…的通项公式可写成ａｎ＝（－１）ｎ，也可写成ａｎ＝ｃｏｓｎπ．

３数列的前ｎ项的和
Ｓｎ＝ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ 叫做数列｛ａｎ｝的前ｎ项的和．

４数列的递推公式
如果已知数列｛ａｎ｝的第１项（或前几项），且任一项ａｎ 与它的前一项ａｎ－１（或前几

项）间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式就叫做这个数列的递推公式．

５数列的分类
（１）有穷数列、无穷数列

按照数列的项数是有限项还是无限项来分，数列可划分为有穷数列、无穷数

列．如：数列１，２，…，２００８和数列１，３，５，…，２ｎ－１，…分别是有穷数列和无穷数

列．
（２）递增数列、递减数列

按照数列的项与项之间的大小关系“ａｎ＋１＞ａｎ，或ａｎ＋１＜ａｎ”来分，数列可划

分为递增数列、递减数列．如：数列１，２，４，…，２ｎ－１，…和数列２００８，２００７，…，

１９４９分别是递增数列和递减数列．
递增数列与递减数列统称为单调数列．
（３）有界数列、无界数列

按照数列的任何一项的绝对值是否都小于某一正数来分，数列可划分为有界

数列，无界数列．如：数列｛ｓｉｎ１９２１ｎ｝和数列 ｎ｛ ｝１９２７ 分别是有界数列和无界

数列．
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（４）摆动数列

ａｎ＋１＞ａｎ 或ａｎ＋１＜ａｎ 不确定．如：数列－２，２，－２，２，…是摆动数列．
（５）常数数列

ａｎ＋１＝ａｎ．如：数列２０１０，２０１０，…，２０１０，…是常数数列．

解题方法指导
　　１用观察法求数列的通项公式
用观察法求数列的通项公式应从三个方面考虑：

（１）掌握一些简单数列的通项公式，见下表．

简　单　数　列 通　项　公　式

１，１，１，１，… ａｎ＝１

１，２，３，４，… ａｎ＝ｎ

２，４，６，８，… ａｎ＝２ｎ

１，３，５，７，… ａｎ＝２ｎ－１

１，２，４，８，… ａｎ＝２ｎ－１

２，６，１２，２０，… ａｎ＝ｎ（ｎ＋１）

１，４，９，１６，… ａｎ＝ｎ２

１，８，２７，６４，… ａｎ＝ｎ３

１，－１，１，－１，… ａｎ＝（－１）ｎ－１＝ｃｏｓ（ｎ－１）π

－１，１，－１，１，… ａｎ＝（－１）ｎ＝ｃｏｓｎπ

１，－２，３，－４，… ａｎ＝（－１）ｎ＋１ｎ

０，１，０，１，… ａｎ＝
１＋（－１）ｎ

２ ＝ ｓｉｎ
（ｎ－１）π

２

１，０，１，０，… ａｎ＝
１＋（－１）ｎ＋１

２ ＝ ｓｉｎｎπ
２

１，１１，１１１，１１１１，… ａｎ＝
１０ｎ－１

９

　　（２）正、负号的交错“＋，－，＋，－，…”和“－，＋，－，＋，…”，分别用（－１）ｎ＋１

和（－１）ｎ 来调解．

（３）求形如｛ａｎｂｎ｝、
ａｎ

ｂ｛ ｝ｎ
等形式的数列的通项公式，先分别求出｛ａｎ｝、｛ｂｎ｝的
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通项公式，再组合为一体．

［例１］　求下列数列的一个通项公式：

（１）１，－１，１，－１，…；　　 （２）３，５，９，１７，３３，…；

（３）１
２

，２，９
２

，８，２５
２

，…； （４）１，０，－１
３

，０，１
５

，０，－１
７

，０，…．

　　分析　用观察法考察数列中的每一项与它的序号之间的对应关系，归纳各项

数值的变化规律．
解　（１）ａｎ＝（－１）ｎ＋１．
（２）ａｎ＝１＋２ｎ．
（３）数列的项，有的是分数，有的是整数，可将数列的各项都统一成分数再

观察．

在数列１
２

，４
２

，９
２

，１６
２

，２５
２

，…中，分母为２，分子为ｎ２，

所以 ａｎ＝ｎ２

２．

（４）把数列改写成 １
１

，０
２

，－１
３

，０
４

，１
５

，０
６

，－１
７

，０
８

，…．

分母依次为１，２，…，而分子１，０，－１，０，…周期性地出现，

因此，我们可以用ｓｉｎｎπ
２
来表示分子，

所以 ａｎ＝
ｓｉｎｎ

２π

ｎ ．

２根据数列的递推公式求数列的通项公式

［例２］　已知数列｛ａｎ｝满足ａ１＝３，ａｎ＋１＝２ａｎ＋１，写出数列的前６项及

｛ａｎ｝的通项公式．

　　分析　已知ａｎ＋１＝２ａｎ＋１中，一般称为数列的递推公式．由数列的首项和递

推公式可直接写出数列中的各项，通项公式可用累乘法来求．
解　∵ａ１＝３，ａｎ＋１＝２ａｎ＋１，

∴ ａ２＝７，ａ３＝１５，ａ４＝３１，ａ５＝６３，ａ６＝１２７．

ａｎ＋１＝２ａｎ＋１变形为ａｎ＋１＋１＝２（ａｎ＋１），由此得下面ｎ－１个式子

ａｎ＋１＝２（ａｎ－１＋１），

ａｎ－１＋１＝２（ａｎ－２＋１），

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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ａｎ－２＋１＝２（ａｎ－３＋１），

……

ａ２＋１＝２（ａ１＋１）．
将这ｎ－１个等式相乘，得

ａｎ＋１＝２ｎ－１（ａ１＋１）．
又∵ａ１＝３，

∴ ａｎ＝２ｎ＋１－１．
点评　已知递推公式求通项，可把每相邻两项的关系列出来，抓住它们的特

点进行适当的处理．本题的处理办法是相乘（称为累乘法）．有时也可相加或相减

（称为叠加法）．比如，本例调整一下系数就可用叠加法，即对递推公式ａｎ＋１＝

２ａｎ＋１可做如下调整：ａｎ＝２ａｎ－１＋１，２ａｎ－１＝２２ａｎ－２＋２，２２ａｎ－２＝２３ａｎ－３＋２２，…，

２ｎ－２ａ２＝２ｎ－１ａ１＋２ｎ－２．将这ｎ－１个等式相加，得ａｎ＝２ｎ－１·３＋（１＋２＋…＋

２ｎ－２）．本题还可用递归法，即将递推关系层层代入，比如，ａｎ＋１＝２ａｎ＋１ａｎ＋１＋

１＝２（ａｎ＋１），所以ａｎ＝２ａｎ－１＋１，所以ａｎ＋１＝２（ａｎ－１＋１）＝２［２（ａｎ－２＋１）］＝…＝

２ｎ－１（ａ１＋１）＝２ｎ＋１，所以ａｎ＝２ｎ＋１－１．

［例３］　已知数列｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝中，ａ１＝１，ｂ１＝－１，又ａｎ＋１＝８ａｎ－６ｂｎ，ｂｎ＋１＝

６ａｎ－４ｂｎ．求ａｎ 和ｂｎ．

　　分析　本题没有直接给出两个数列的递推关系，但两个等式只要相减就可得

到差数列的递推关系，即ａｎ＋１－ｂｎ＋１＝２（ａｎ－ｂｎ），因此用累乘法或递归法可求得差

数列的通项ａｎ－ｂｎ＝２ｎ，代入第１个等式消去ｂｎ 得｛ａｎ｝的递推公式，再用叠加法可

求得｛ａｎ｝的通项公式，然后代入差数列的通项公式即可得｛ｂｎ｝的通项公式．

解　由
ａｎ＋１＝８ａｎ－６ｂｎ，

ｂｎ＋１＝６ａｎ－４ｂｎ
｛ ，

得

ａｎ＋１－ｂｎ＋１＝２（ａｎ－ｂｎ），

∴ａｎ－ｂｎ＝２（ａｎ－１－ｂｎ－１）＝２２（ａｎ－２－ｂｎ－２）＝…＝２ｎ－１（ａ１－ｂ１）＝２ｎ，

即 ａｎ－ｂｎ＝２ｎ． ①
把①代入ａｎ＋１＝８ａｎ－６ｂｎ，得

ａｎ＋１＝２ａｎ＋６（ａｎ－ｂｎ）＝２ａｎ＋６·２ｎ．

把 ａｎ＋1＝2ａｎ＋6·2ｎ 中的 ｎ 每次
减少 1，再把所得式子两边同时乘以 2，

就得到了这 ｎ－1 个式子

∴ａｎ＋１＝２ａｎ＋６·２ｎ，

２ａｎ＝２２ａｎ－１＋６·２ｎ，

２２ａｎ－１＝２３ａｎ－２＋６·２ｎ，

　　　　……

２ｎ－１ａ２＝２ｎ·ａ１＋６·２ｎ．
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以上各式相加并把ａ１＝１代入，得

ａｎ＋１＝２ｎ＋６·２ｎ·ｎ＝２ｎ （６ｎ＋１）．

∴ ａｎ＝２ｎ－１［６（ｎ－１）＋１］＝２ｎ－１（６ｎ－５），

即 ａｎ＝２ｎ－１（６ｎ－５）．
把上式代入①，得

ｂｎ＝２ｎ－１（６ｎ－７）．

［例４］　已知数列｛ａｎ｝：３，５，７，…，２ｎ＋１，…，作另一数列｛ｂｎ｝，使ｂ１＝ａ１，

当ｎ≥２时，ｂｎ＝ａｂｎ－１，求数列｛ｂｎ｝的第４项、第５项和通项．

　　分析　数列｛ａｎ｝是已知数列，通项公式为ａｎ＝２ｎ＋１，｛ｂｎ｝与｛ａｎ｝的关系是

ｂｎ＝
ａ１　　（ｎ＝１），

ａｂｎ－１　（ｎ≥２）｛ ．
结 合 在 一 起，得ｂ１ ＝ａ１，ｂｎ＋１ ＝２ｂｎ＋１，即 ｂｎ＋１ ＋１＝

２（ｂｎ＋１），所以数列｛ｂｎ＋１｝的通项可求．

　　
　 ①ａｎ＝２ｎ＋１ａ１＝ｂ１＝３．

②依ｂｎ＋１＋１＝２（ｂｎ＋１），将ｎ＝１，
２，…，ｎ－１逐个代入

解　ｂ２＝ａ３＝７，

ｂ３＝ａｂ２＝ａ７＝２·７＋１＝１５，

ｂ４＝ａｂ３＝ａ１５＝３１，

ｂ５＝ａｂ４＝ａ３１＝６３，

∵ｂｎ＝ａｂｎ－１＝２ｂｎ－１＋１，

∴　ｎ≥２时，ｂｎ＋１＝２（ｂｎ－１＋１）＝２２（ｂｎ－２＋１）＝…＝２ｎ－１（ｂ１＋１）＝２ｎ＋１，

∴ｂｎ＝２ｎ＋１－１（经检验，ｎ＝１也适合）．

３根据数列前ｎ项和公式求数列的通项公式

［例５］　数列｛ａｎ｝中，Ｓｎ＝ｎ２＋ｎ－２，求ａｎ．

　　分析　已知数列的前ｎ项和的公式，求通项ａｎ，可直接利用通项与和的关系

ａｎ＝
Ｓ１　　　　（ｎ＝１），

Ｓｎ－Ｓｎ－１　（ｎ≥２）｛ 
解　当ｎ＝１时，ａ１＝Ｓ１＝１＋１－２＝０．
当ｎ≥２时，有

　ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１＝（ｎ２＋ｎ－２）－［（ｎ－１）２＋（ｎ－１）－２］＝２ｎ．

∴ａｎ＝
０

２｛ｎ
　

（ｎ＝１），

（ｎ≥２）．
　 　

ａ１符合ａｎ＝２ｎ的表达式，通项公式可以统一写，
如果ａ１不符合表达式，通项公式必须分段表示
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　　４根据数列的通项公式求数列的某些项

［例６］　已知数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝
ｎ　　 （ｎ＝２ｋ－１，ｋ∈Ｎ），

ｎ＋１　（ｎ＝２ｋ，ｋ∈Ｎ）｛ ．
（１）写出这个数列的奇数项的前３项；

（２）写出这个数列的前３项．

　　分析　可以直接按项数的奇偶性求所求的项，另一种方法是将通项公式整理

成ａｎ＝ｎ＋１＋（－１）ｎ
２ ．

解　（１）ａ１＝１，ａ３＝３，ａ５＝５．
（２）ａ１＝１，ａ２＝３，ａ３＝３．

点评　通项公式可以分段表达也可统一表达，如：ａｎ＝
ｆ（ｎ）　（ｎ为奇数），

ｇ（ｎ）　（ｎ为偶数｛ ）

也可合并写成ａｎ＝１
２

［ｆ（ｎ）＋ｇ（ｎ）］＋
（－１）ｎ＋１

２ ×［ｆ（ｎ）－ｇ（ｎ）］（ｎ∈Ｎ）．

５数列中的探索性问题

［例７］　数列｛ａｎ｝的通项公式是ａｎ＝（ｎ＋１）×０．９ｎ，问是否存在这样的正

整数Ｎ，使得对于任意的正整数ｎ，都有ａｎ≤ａＮ 成立，证明你的结论．

　　分析　本题属于探索性问题中的存在性问题，这类问题的解题思路是：先假

定所需探索的对象存在或结论成立，以此为前提进行推理和运算．若推出矛盾，则

否定结论，否则要给出肯定的证明．本题提出的问题是判断数列｛ａｎ｝中是否存在

最大的项，所以需要研究数列中各项间的大小关系及其变化情况．因此，只要判断

｛ａｎ｝的增减性即可．
解　由ａｎ＝（ｎ＋１）×０９ｎ，得

ａｎ＋１－ａｎ＝ ９（ ）１０
ｎ＋１

（ｎ＋２）－ ９（ ）１０
ｎ
（ｎ＋１）＝ ９ｎ

１０ｎ＋１（８－ｎ）．

∴ ｎ＜８时，ａｎ＋１＞ａｎ；ｎ＞８时，ａｎ＋１＜ａｎ；且ａ８＝ａ９．

∴ ａ１＜ａ２＜ａ３＜…＜ａ８＝ａ９＞ａ１０＞ａ１１＞…．

　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　 　　　　

　　　　　　　
判断数列的增减性与判断函数的增减性方法相同，即考
查ａｎ＋１－ａｎ的符号，正号具有递增性，负号具有递减性

∴ 存在正整数Ｎ＝８或９，使ａｎ≤ａＮ 成立．
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基础训练题
　　一、选择题

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１．在数列｛ａｎ｝中，ａ１＝１，当ｎ≥２时，ａ１ａ２ａ３…ａｎ＝ｎ２，则ａ３＋ａ５ 等于 （　　）

Ａ．６１１６ Ｂ．２５９ Ｃ．２５１６ Ｄ．３１１５

２．如果数列｛ａｎ｝的前ｎ项的和Ｓｎ＝３
２ａｎ－３，那么这个数列的通项公式是

（　　）

Ａ．ａｎ＝２（ｎ２＋ｎ＋１） Ｂ．ａｎ＝３·２ｎ

Ｃ．ａｎ＝３ｎ＋１ Ｄ．ａｎ＝２·３ｎ

３．若数列｛ａｎ｝的通项公式是ａｎ＝ｎ２－２ｎ＋２００８，则ａｎ＋１－ａｎ＝ （　　）

Ａ．２ｎ－２ Ｂ．２ｎ－１ Ｃ．２ｎ Ｄ．２ｎ＋１

４．如果数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝ ２
ｎ２＋ｎ

，那么１
１０
是它的 （　　）

Ａ．第４项 Ｂ．第５项 Ｃ．第６项 Ｄ．第７项

二、填空题

５．数列－１
３

，１
９

，－１
２７

，…的一个通项公式是 ．

６．若数列｛ａｎ｝的前ｎ项的和为Ｓｎ＝２ｎ－１
ｎ

，则ａ８＝ ．

７．若数列｛ａｎ｝的前ｎ 项的和为Ｓｎ ＝２ｎ２ －３ｎ＋１，则它的通项公式为

．

８．在函数ｆ（ｘ）＝槡ｘ中，令ｘ＝１，２，３，…，可得一个数列，则这个数列的前五

项为 ．
三、解答题

９．已知数列｛ａｎ｝的前ｎ项的和为Ｓｎ＝３ｎ２－２ｎ，求数列的通项公式．

１０．已知数列｛ａｎ｝中，ａ１＝４，且ａｎａｎ－１＝ ｎ＋１
ｎ－（ ）１

２
（ｎ＝２，３，…），求数列｛ａｎ｝的

通项公式．

答案与提示
一、选择题

１．Ａ （由ａ１·ａ２·ａ３·…·ａｎ＝ｎ２可知，ａ１·ａ２·ａ３·…·ａｎ－１＝（ｎ－１）２，

∴ａｎ＝ ｎ２

ａ１·ａ２·ａ３·…·ａｎ－１
＝ ｎ２

（ｎ－１）２，∴ａ３＝９
４

，ａ５＝２５
１６

，∴ａ３＋ａ５＝６１
１６．）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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２．Ｄ（当ｎ＝１时，ａ１＝Ｓ１＝６．当ｎ＝２时，ａ２＝Ｓ２－Ｓ１，∴ａ２＝ ３
２ａ２－（ ）３ －ａ１，解

得ａ２＝１８．将ｎ＝２代入四个选项中通项公式，可否定Ａ、Ｂ、Ｃ．）

３．Ｂ（由ａｎ＝ｎ２－２ｎ＋２００８知，ａｎ＋１＝（ｎ＋１）２－３（ｎ＋１）＋２００８＝ｎ２＋２００７，

∴ａｎ＋１－ａｎ＝２ｎ－１．）

４．Ａ（若１
１０
是这个数列的某一项，则必存在正整数ｎ，使得 ２

ｎ２＋ｎ＝１
１０

，即此方程有正

整数解．解此方程得ｎ＝４或ｎ＝－５（舍去），所以１
１０
是这个数列的第４项．）

二、填空题

５．ａｎ＝
（－１）ｎ

３ｎ ．

６．ａ８＝Ｓ８－Ｓ７＝１６－１
８ －１４－１

７ ＝１
５６．

７．运用ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１（ｎ≥２）来求．ａ１＝Ｓ１＝２－３＋１＝０．ｎ≥２时，ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１，

∴ａｎ＝２ｎ２ －３ｎ＋１－ ［２（ｎ－１）２ －３（ｎ－１）＋１］＝４ｎ－５，∴ ａｎ ＝

０　　（ｎ＝１），

４ｎ－５（ｎ≥２）｛ ．

８．１，槡２，槡３，２，槡５．
三、解答题

９．当ｎ≥２时 ，ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１＝３ｎ２－２ｎ－［３（ｎ－１）２－２（ｎ－１）］，即ｎ≥２时，ａｎ＝６ｎ－５．
又∵ａ１＝Ｓ１＝１＝６－５，当ｎ＝１时，ａ１ 符合ａｎ＝６ｎ－５的表达式，所以ａｎ＝６ｎ－５
（ｎ∈Ｎ）．

１０．当ｎ≥２时，ａｎａｎ－１＝ ｎ＋１
ｎ－（ ）１

２

＝ ｎ＋１（ ）ｎ
２
· ｎ

ｎ－（ ）１
２
，∴ａｎ＝ ｎ＋１（ ）ｎ

２

．当ｎ＝１

时，ａ１＝４也符合，∴ｎ≥２时，ａｎ＝ ｎ＋１（ ）ｎ
２
（ｎ∈Ｎ）．

视 野 拓 展

释 疑 解 难

　　ａｎ＝ｆ（ｎ）与ｙ＝ｆ（ｘ）的相同点在哪儿？不同点又在哪儿？
对数列｛ａｎ｝的研究，一时一刻都离不开通项公式ａｎ＝ｆ（ｎ）．由于ｎ∈Ｎ ，所

以仅仅通过ａｎ＝ｆ（ｎ）去研究｛ａｎ｝的性质就必然存在一定的局限性．如，已知ａｎ＝

ｎ－（ ）７
２

２

＋１，ｎ∈Ｎ ，问ｎ取何值时，ａｎ 最小？此问题若回答为“当ｎ＝７
２
时，
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ａｎ 最小．”答案就是错误的，原因是７
２∈／Ｎ ，因此，“ｎ＝７

２
”是不可能的．设想建立

ａｎ＝ ｎ－（ ）７
２

２

＋１的对应函数ｙ＝ ｘ－（ ）７
２

２

＋１，ｘ∈Ｒ，这时我们可以肯定地

说：当ｘ＝７
２
时，ｙ最小！于是，我们可以更进一步地得到：当ｎ＝３，或ｎ＝４时，

ａｎ 最小．诸如此类的例子，举不胜举．
以上分析客观地反映了数列｛ａｎ｝的通项公式ａｎ＝ｆ（ｎ）与函数ｙ＝ｆ（ｘ）的对

应关系：

（１）定义域的关系：｛ｎ｜ａｎ＝ｆ（ｎ），ｎ∈Ｎ｝｛ｘ｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒ｝；

（２）值域的关系：｛ａｎ｜ａｎ＝ｆ（ｎ），ｎ∈Ｎ｝｛ｙ｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒ｝；

（３）对应法则的关系：相同，都是ｆ．

典型例题导析

［例８］　给出下列数列的通项公式，ｎ取何值时，ａｎ 最小？

（１）ａｎ＝ ｎ－（ ）９
２

２

＋１；（２）ａｎ＝ ｎ－１０（ ）３
２

＋１；（３）ａｎ＝（ｎ－１１）２＋１．

　　分析　通过建立ａｎ＝ｆ（ｎ）的对应函数ｙ＝ｆ（ｘ）解答本题．读者请注意：这三

道题代表三个类型，尤其要注意“９
２
夹在４与５的正中间，１０３

夹在３与３１
２
之间，

１１本身就是正整数”对答案的影响．

解　（１）设ａｎ＝ ｎ－（ ）９
２

２

＋１的对应函数为ｙ＝ ｘ－（ ）９
２

２

＋１，则

当ｘ＝９
２
时，ｙ最小． 　　 　　　　　　９

２
在４与５的正中间，所以有两个ｎ使ａｎ最小

如图１１（Ａ），当ｎ＝４，或ｎ＝５时，ａｎ 最小．

（２）设ａｎ＝ ｎ－１０（ ）３
２

＋１的对应函数为ｙ＝ ｘ－１０（ ）３
２

＋１，则

当ｘ＝１０
３
时，ｙ最小． 　　 　　　　　　在所有的正整数中，３距１０３

最近，这时ｎ唯一

如图１１（Ｂ），当ｎ＝３时，ａｎ 最小．
（３）由已知ａｎ＝（ｎ－１１）２＋１，得

当ｎ＝１１时，ａｎ 最小． 　　　　　
因为ｎ可以直接取到正整数，
所以没有必要设ａｎ的对应函数
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图１１

　　２累乘法、叠加法、递归（迭代）法概述
由数列｛ａｎ｝的递推公式ａｎ＝ｆ（ａｎ－１）可以写出ｎ－１个式子：

　　　　　ａｎ＝ｆ（ａｎ－１），

ａｎ－１＝ｆ（ａｎ－２），

……　　 　　　　　
这ｎ－１个式子相乘，或相加以
后，其结果形式上都比较简单、明了

ａ３＝ｆ（ａ２），

ａ２＝ｆ（ａ１）．
通过这ｎ－１个式子“相乘，相加，或层层代入”去求数列的通项公式的方法，

依次称为累乘法、叠加法、递归（迭代）法．
读者了解累乘法、叠加法、递归法以后，若回头再读一遍例２，可能另有一番品味．

思维拓展训练题
　　１．已知数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝－２ｎ＋２００９，这个数列的前多少项的和

最大？

２．已知数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝２ｎ－２００８，这个数列的前多少项的和

最小？

３．已知数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝ １
２ｎ２－２００１ｎ＋２００２

，这个数列的哪一项最大，其

值是多少？

４．已知数列｛ａｎ｝中，ａｎ＋１＝２ｎａｎ，且ａ１＝１，求ａｎ．

５．已知数列｛ａｎ｝满足ａ１＝１，ａ２＝２
３

，１
ａｎ＋１

＋ １
ａｎ－１

＝２
ａｎ

（ｎ＝２，３，…），求ａｎ．

６．在数列｛ａｎ｝中，ａ１＝０，且ａｎ＝１
４

（ａｎ－１＋３）（ｎ＝２，３，…），求ａｎ．

７．设ａ１＝１，ｂ１＝０，且３ａｎ＝２ａｎ－１＋ｂｎ－１，３ｂｎ＝ａｎ－１＋２ｂｎ－１（ｎ≥２），求数列

｛ａｎ｝和｛ｂｎ｝的通项公式．

８．在数列｛ａｎ｝中，设ａ１＝１，ｘ的二次方程ａｎ＋１ｘ２－（２ａｎ＋１＋ａｎ＋２）ｘ＋２ａｎ＋
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４＝０有重根，求ａｎ．

９．数列｛ａｎ｝中，ａ１＝１，前ｎ项的和为Ｓｎ，且ａｎ＝２Ｓｎ－１＋２ｎ－１（ｎ≥２），求ａｎ．

１０．数列｛ａｎ｝由“ａ１＝１，４ａｎａｎ＋１＝（ａｎ＋ａｎ＋１－１）２，ａｎ＞ａｎ－１”定义，求ａｎ．

答案与提示
１．设ａｎ＝－２ｎ＋２００９的对应函数为ｙ＝－２ｘ＋２００９，则①一次函数ｙ＝－２ｘ＋

２００９是Ｒ上的减函数；　②令ｙ＝０，得ｘ＝１００４５．由①和②知，数列｛ａｎ｝从第

１００５项开始，各项的值都是负数，所以它的前１００４项的和最大．

２．设ａｎ＝２ｎ－２００８的对应函数为ｙ＝２ｘ－２００８，则ｙ＝２ｘ－２００８是Ｒ上的增
函数，且ｙ＝０时，ｘ＝１００４．所以数列｛ａｎ｝的前１００３项，或前１００４项的和

最小．

３．设ａｎ＝ １
２ｎ２－２００１ｎ＋２００２

的对应函数为ｙ＝（ ）１
２

ｔ
，ｔ＝ｘ２－２００１ｘ＋２００２，则①当

ｘ＝－－２００１
２×１ ＝１０００５时，二次函数ｔ＝ｘ２－２００１ｘ＋２００２有最小值；②ｙ＝（ ）１

２
ｔ

是Ｒ 上 的 减 函 数．由 ① 和 ② 知，当 ｘ＝１０００５时，ｙ 最 大．于 是，当ｎ＝

１０００，或ｎ＝１００１时，ａｎ 最大，且ａｎ 的最大值为ａ１０００＝ａ１００１＝２９９８９９８．

４．由ａｎ＋１＝２ｎａｎ，ａ１＝１，得ａ２

ａ１
＝２，ａ３

ａ２
＝２２，…，ａｎ

ａｎ－１
＝２ｎ－１．将ｎ－１个式子相乘，得

ａｎ

ａ１
＝２

ｎ（ｎ－１）
２ ，∵ａ１＝１，∴ａｎ＝２

ｎ（ｎ－１）
２ ．

５．由ａ１＝１，ａ２＝２
３

，１
ａｎ＋１

＋ １
ａｎ－１

＝２
ａｎ

，得 １
ａｎ＋１

－１
ａｎ

＝１
ａｎ

－ １
ａｎ－１

＝ １
ａｎ－１

－ １
ａｎ－２

＝…＝

１
ａ２

－１
ａ１

＝３
２－１＝１

２．∴ａｎ＝ ２
ｎ＋１．

６．∵ ａｎ ＝ １
４

（ａｎ－１＋３），∴ ａｎ－１ ＝ １
４

（ａｎ－２ ＋３），两式 相减，得ａｎ －ａｎ－１ ＝

１
４

（ａｎ－１－ａｎ－２），用累乘法得ａｎ－ａｎ－１＝ ３
４

·（ ）１
４

ｎ－２
（ｎ≥２），再由叠加法，得

ａｎ＝１－（ ）１
４

ｎ－１
，ａｎ＝１－（ ）１

４
ｎ－１

（ｎ∈Ｎ）．经验证，ｎ＝１也满足通项公式．

７．已知两式相加，得ａｎ＋ｂｎ＝ａｎ－１＋ｂｎ－１，∴ ｛ａｎ＋ｂｎ｝的通项为ａｎ＋ｂｎ＝１．同理ａｎ－

ｂｎ＝１
３

（ａｎ－１－ｂｎ－１）．｛ａｎ－ｂｎ｝的通项为ａｎ－ｂｎ＝ １
３ｎ－１．解方程组，得ａｎ＝３ｎ－１＋１

２·３ｎ－１，

ｂｎ＝３ｎ－１－１
２·３ｎ－１．经验证，ｎ＝１也满足通项公式．

８．分解因式得（ｘ－２）［ａｎ＋１ｘ－（ａｎ＋２）］＝０，∵ａｎ＋１≠０，∴ｘ＝２或ｘ＝ａｎ＋２
ａｎ＋１

，∵ 方程



数　　列

１４　　　

有重根，∴２＝ａｎ＋２
ａｎ＋１

，整理得ａｎ＋１－２＝１
２

（ａｎ－２），用累乘法：ａｎ－２＝１
２

（ａｎ－１－２），

ａｎ－１－２＝ １
２

（ａｎ－２ －２），…，ａ２－２＝ １
２

（ａ１ －２），将ｎ－１个式子相乘，得

ａｎ－２＝ １
２ｎ－１（ａ１－２）．∵ａ１＝１，∴ａｎ＝２－（ ）１

２
ｎ－１

（ｎ∈Ｎ）．

９．ｎ≥２时，由ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１和已知条件得Ｓｎ－Ｓｎ－１＝２Ｓｎ－１＋２ｎ－１，即Ｓｎ＝３Ｓｎ－１＋

２ｎ－１，两边相加ｎ＋１得Ｓｎ ＋ｎ＋１＝３（Ｓｎ－１ ＋ｎ），取ｎ＝２，３，…，ｎ，相乘得

Ｓｎ＋ｎ＋１＝３ｎ．即Ｓｎ＝３ｎ－ｎ－１，于是ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１＝２·３ｎ－１－１．（经验证，ｎ＝１时

也满足通项）

１０．由递推公式得ａ２
ｎ＋１－２（ａｎ＋１）ａｎ＋１＋（ａｎ－１）２＝０…①，用ｎ－１代替下标：ａ２

ｎ－１－

２（ａｎ＋１）ａｎ－１＋（ａｎ－１）２＝０…②．由①和②，知ａｎ＋１和ａｎ－１是方程ｘ２－２（ａｎ＋１）ｘ＋
（ａｎ－１）２＝０的两根，由韦达定理，得ａｎ＋１＋ａｎ－１＝２ａｎ＋２…③．由③式得ａｎ＋１

－ａｎ＝ａｎ－ａｎ－１＋２，∴ ｛ａｎ＋１－ａｎ｝的通项可用累加法求得ａｎ＋１－ａｎ＝２ｎ＋１，再由叠

加法，得ａｎ＝ｎ２．

１２　数列的前ｎ项的和

重点难点归纳

重点　①数列的前ｎ项的和与通项公式的关系．②数列的前ｎ项的和的求法．
难点　对用递推关系给出的数列的讨论．
本节需掌握的知识点　①数列的前ｎ项的和与通项公式的关系．②领悟求数

列的前ｎ项的和的方法本质，掌握方法的一般规律．

知识点精析与应用

知识点精析
数列课题的知识载体是通项公式ａｎ、前ｎ项的和Ｓｎ，可以说ａｎ、Ｓｎ 贯穿于数

列研究的全过程．因此，全面地、系统地探讨ａｎ、Ｓｎ 的求解方法显得格外重要．

１１节我们讨论了ａｎ 的求解方法，本节介绍Ｓｎ 的求解方法．

１求数列的前ｎ项的和的方法
（１）倒序相加法

即根据有些数列的特点，将Ｓｎ 倒写后再与Ｓｎ 相加，从而达到（化多为少）求



基　础　篇

１５　　　

和的目的．
（２）错位相减法

即将数列中的各项乘以一个适当的数（或式），然后错开一位相减，使数列中

的一些项相互抵消或形成规律，最后得出数列的前ｎ项的和．
（３）裂项相消法

即将数列中的各项均分裂成两项的差，而后和式中的一些项相互抵消（多数

情况下只剩下首末两项），以达到求和的目的．此种方法的实施多从数列的通项公

式的裂项入手．

２ａｎ 与Ｓｎ 的关系

　　　　　ａｎ＝
Ｓ１　（ｎ＝１），

Ｓｎ－Ｓｎ－１　（ｎ≥２）｛ ．
　　　联系ａｎ与Ｓｎ的“桥梁”

应用ａｎ 与Ｓｎ 的这种关系求ａｎ，步骤有三：①计算ａ１，ａ１＝Ｓ１；②计算ａｎ＝

Ｓｎ－Ｓｎ－１（ｎ∈Ｎ ，ｎ≥２）；③检验ａ１＝Ｓ１ 是否适合ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１（ｎ∈Ｎ ，ｎ≥２）？

是，ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１；否，ａｎ＝
Ｓ１　（ｎ＝１），

Ｓｎ－Ｓｎ－１　（ｎ∈Ｎ ，ｎ≥２）｛ ．

解题方法指导
　　１运用倒序相加法求Ｓｎ

［例１］　记Ｓｎ＝１＋２＋３＋…＋ｎ，求Ｓｎ．

　　分析　由正整数列的特点不难发现下面的规律：

１＋ｎ＝２＋（ｎ－１）＝３＋（ｎ－２）＝４＋（ｎ－３）＝…．

解　Ｓｎ＝１＋２＋３＋…＋（ｎ－２）＋（ｎ－１）＋ｎ， 　 正序

　　Ｓｎ＝ｎ＋（ｎ－１）＋（ｎ－２）＋…＋３＋２＋１， 　 倒序

两式相加，得

Ｓｎ＋Ｓｎ＝（１＋ｎ）＋［２＋（ｎ－１）］＋［３＋（ｎ－２）］＋…＋［（ｎ－１）＋２］＋（ｎ＋１）．

∴２Ｓｎ＝ｎ·（１＋ｎ），　　　　“正序＋倒序”，即倒序相加法　 　 　

∴ Ｓｎ＝ｎ（ｎ＋１）
２ ．

　　２运用错位相减法求Ｓｎ

［例２］　求Ｓｎ＝１＋２＋４＋８＋…＋２ｎ．
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