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《函数题型及解法》教学设计

教学目的

一、对于基本初等函数的有关概念，一般性质系统地再认识后，

能熟练地、灵活地运用函数的性质和图象解题；

二、通过深入讨论一些函数的综合性问题及它在各种场合的应

用，使学生的函数观点得以提高。

时间

二课时。

教学过程

一、导言

课前发给学生每人一份油印讲义，共 6页，前面是本节课的例题

与相应练习题（无解答过程），后面是 1995年高考理科试卷中的“函

数题”，计有第（2）、（3）、（7）、（11）、（18）、（24）等。上课开始，教师先

组织学生通览高考函数题，得出两点结论：（1）占有 30多分，是高考

试题的重要组成部分。（2）基本上是中、低档综合题。由此引出本节

课的主题，要详细研究函数题的基本类型及其解法。（大笔板书：函

数题型及解法）

二、例题选讲

将分成“范围”题，证明题、最值问题、综合题型共四类来讲解。

多元智能与高中数学教学（一）
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1.“范围”题

例 1 设 f（x）是定义在 R上的单调奇函数，且 f（1）= - 2，若 f

（klog2 t）+ f（log2 t - log2
2 t - 2）> 0，求实数 k的取值范围。

教师：首先分析题意。已知条件有 4个：单调性，奇函数，f（1）=

- 2，f（klog2 t）+ f（log2 t - log2
2 t - 2）> 0。基本上都是“抽象的函数”f

的性质，只有 f（1）= - 2稍为具体一点。

结论是求 k的取值范围。这就要求我们找出关于 k 的不等式

（组），对照已知，只有

f（klog2 t）+ f（log2 t - log2
2 t - 2）> 0 ①

出现 k，所以思考要从这个式子出发，从中导出关于 k 的不等式，怎

么导出呢？谁来回答？（全场肃静，也许是因为师生不熟悉，又坐有

近百名教师听课的缘故，所以无人举手，让学生稍微思考后，教师提

问科代表）

学生 1. 首先判别函数的增减函数，然后由式①可得
f（klog2 t）> - f（log2 t - log2

2 t - 2）= f（log2
2 t - log2 t + 2）。

从而 klog2 t > log2
2 t - log2 t + 2，

或 klog2 t < log2
2 t - log2 t + 2； ②

再由二次不等式恒正或恒负便可确定 k的范围。

教师：对，那么怎样判别函数的增减性呢？

学生 2：由奇函数知 f（- 1）= - f（1）= 2 > - 2 = f（1），

可见，f（x）在 R上是减函数。

教师：还有没有别的办法判别出减函数？

学生：（沉默）

教师：奇函数有一个隐含条件，就是由 f（- x）= - f（x），

知 f（0）= - f（0），

从而 f（0）= 0

与 f（- 1）= 2作比较，可知，f（x）



为减函数。

高 中 教 学 部 分（第二辑）
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现在，请大家按照这个思路具体完成。

［点评：为了保持学生思路的畅通，此处不忙提出减函数的“别的

判别办法”。不妨放到小结时再讲］

稍微停顿，提问学生答案。

学生 3：k的取值范围为： 槡- 1 - 2 2 < k 槡< - 1 + 2 2。

教师：同意这个答案的举手。（两人举手）

教师：只有两个举手，但有时真理掌握在少数人手里。这个答案

是对的。

事实上，得出减函数后，由①知②成立，变为
log2

2 t -（1 + k）log2 t + 2 > 0

对一切 t∈R成立。若令 x = log2 t，则二次三项式恒为正 x2 -（1 +

k）x + 2 > 0，因而有判别式小于 0，（1 + k2）- 8 < 0， ③
解得 槡- 1 - 2 2 < k 槡< - 1 + 2 2。

教师：小结上面的思路，可以得出解题的 4个步骤：

（1）由 f（1）= - 2及奇函数，确定 f（x）为减函数。这里，具体取

值 f（1）= - 2成为解题的突破口；

（2）由递减奇函数及①式可得不等式②；
（3）由二次三项式恒正得 k的二次不等式③；
（4）解 k的不等式得答案。

这里的关键是第一步，而第一步的突破口是 f（1）= - 2，请进一

步考虑，把 1改为 f（2）= - 2，⋯，f（N）= - 2情况如何？把 - 2改为

f（1）= - 3，⋯，f（1）= - N 情况如何？把 f（1）= - 2 改为 f（1）> 0

情况如何？

2. 证明题

例 2 设函数 y = f（x）定义在 R上，当 x > 0时，f（x）> 1，且对

任意的 m，n∈R，有 f（m + n）= f（m）·f（n）；当 m≠n 时，f（m）≠f

（n）。

多元智能与高中数学教学（一）
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（1）证明 f（0）= 1；

（2）证明 f（x）在 R上是增函数；

（3）设 A｛（x，y）| f（x2）·f（y2）< f（1）｝，

B =｛（x，y）| f（ax + by + c）= 1，a，b，c∈R，a≠0｝，

若 A∩B = ，求 a，b，c满足的条件。

教师：先做第（1）问。这是要由函数的一般性的取值性质，如 f

（m + n）= f（m）·f（n），f（x）> 1（当 x > 0时）等，得出函数的特殊取

值 f（0）=？因此，解题的方向是特殊化。如何取特殊性呢？

学生 4：由 f（1 + 0）= f（1）·f（0）

得 f（0）= 1。

学生 5：由 f（0）= f（0 + 0）= f（0）·f（0）

得 f（0）= 1。

教师：这里取值有合理成分，但不够严谨，怎样更严格一点呢？

学生 6：（沉默）

教师：坐下。（再提问下一位）

学生 7：由 1 > 0知，f（1）> 1，故由 f（1）= f（1）·f（0），

可得 f（0）= 1.

教师：正确。对 f（0）= f（0）·f（0）

可得 f（0）= 0或 f（0）= 1。需证明 f（0）≠0才能得出 f（0）= 1。

若 f（0）= 0，则对任意的 m，均有

f（m）= f（m + 0）= f（m）·f（0）= 0

即函数值恒为 0，与已知矛盾，故 f（0）≠0。

下面考虑第（2）问。由于已知条件给出等式

f（m + n）= f（m）f（n），

我们要证明的是不等式

f（x2）> f（x1） （x2 > x1），

两相比较，应取

x2 = m + n，x1 = m，x2 - x1 = n > 0



，
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有
f（x2）= f（x1）f（x2 - x1），

f（x2 - x1）> 0{ 。

于是单调性的证明归结为证明，对 x1∈R，有

f（x1）> 0。 ①
学生 8：当 x1 > 0时，由已知条件得

f（x1）> 1 > 0。

当 x1 = 0时，由第（1）问知

f（x1）= 1 > 0。

当 x1 < 0时，f（- x1）> 0，有

1 = f（0）= f（x1 - x1）= f（x1）·f（- x1），

得 f（x1）> 0。

综上所述，或①成立。
教师：对，这时 x1，x2∈R，x1 < x2，有

f（x2）= f〔x1 +（x2 - x1）〕= f（x1）f（x2 - x1）> f（x1）。

故 f（x）在 R上为增函数。

上面同学们是通过讨论得出 f（x）> 0 （x∈R）

另外也可以由

f（x）= f（
x
2

+
x
2
）=〔f（

x
2
）〕2≥0

知 f（x）为非负数。再用反证法证明其不为 0，设 f（x0）= 0，则 f

（x）= f〔x0 +（x - x0）〕= f（x0），f（x - x2）= 0，

下面讨论第（3）问。（提问）

学生 9：（沉默）。

教师：坐下。（提问下一个）

学生 10：由集合 A有

f（x2 + y2）= f（x2）f（y2）< f（1），得 x2 + y2 < 1，这是单位圆内

的点。

多元智能与高中数学教学（一）
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由集合 B有

f（ax + by + c）= 1 = f（0）但 m≠n 时 f（m）≠f

（n），故有 ax + by + c = 0

这是直角坐标系上的一条直线

由 A∩B = 知，方程组
x2 + y2 < 1，

ax + by + c{ = 0
，

无解，即直线与圆面不相交，圆心到直线的距

离不小于半径，d =
| c |

a2 + b槡 2 ≥1，即 a2 + b≤ c2。

教师：说得非常好，很不简单。另一思路可先考虑方程组②有解
（x0，y0）则

| c | = | - ax0 - by0 |≤ a2 + b槡 2 x2
0 + y0槡 2 < a2 + b槡 2

因而，方程组无解时，应有 a2 + b2≤c2。

3. 最值问题

例 3 给出函数

F（x）= kx2 - 2 4 + 2m - m2槡 x（k≠0）

G（x）= - 1 -（x - k）槡 2，m，k∈R。

（1）若 m，k为常数，问 m，k满足什么条件时，函数 F（x）具有最

大值？并求出 F（x）取得最大值时 x的值。

（2）是否存在实数对（m，k）同时满足以下两个条件：

①F（x）取得最大值时的 x值与 G（x）取得最小值的 x 值相同；

②k为整数？

并证明你的结论。

教师：（1）由二次函数有最大值和

k < 0，

4 + 2m - m2≥0{



，
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得
k < 0，

槡1 - 5≤m≤ 槡1 + 5
{

。

可求出 当 x =
4 + 2m - m槡 2

k

时，F（x）有最大值。

第（1）问就完成了，第（2）问应该怎么办？

学生 11：就是求两个未知数 m，k因而要去找方程。

教师：何处提供方程？

学生 12：“F（x）取得最大值时的 x 值与 G（x）取得最小值的 x

值相同”提供了 m，k的等量关系。

教师：对 F（x）取得最大值的 x已经有了，下来？

学生众：k

教师：于是有
4 + 2m - m槡 2

k
= k，或 k2 = 4 + 2m - m槡 2。 ②

这一个方程能求出两个未知数吗？

学生 13：还有 k为整数且 k < 0的条件，

教师：对了，说得很好，由②有 k2 = 5 -（m - 1）槡 2≤槡5。

得 -
4
槡5≤k < 0。

故 k = - 1。k的值已经得出。

学生 14：将 k = - 1代入②，有 1 = 5 -（m - 1）2

可解出
m1 = - 1，

k1 = - 1{ ，

m2 = 3，

k2 = - 1{ ，
③

教师：这时，得 F（x）= - x2 - 2x，G（x）= - 1 -（x + 1）槡 2。

同时满足两个条件。故存在实数（- 1，- 1）或（3，- 1）同时满足

两个条件。

这类探索性的问题，我们常常是先假设 m，k 满足条件，然后求

解。若问题无解，便说明这样的实数对（m，k）不存在；若问题有解，

多元智能与高中数学教学（一）

7




















多
元
智
能
理
论
与
新
课
程
教
学
实
践



则难验证其充分性，得出所求。

4. 综合题型

例 4 如图 2，在△ABC 中，BC = a，AC =

b，∠ABC =θ，将△ABC 分别以 BC，AC，AB 所

在的直线为轴旋转一周，所得旋转体体积次为

V1，V2，V3，

（1）求 T =
V3

V1 + V2

；（用 a，b，c表示）

（2）当θ为定值，并令 x
a + b

c
时，将 T表示为 x 的函数，写出这

个函数的定义域，并求这个函数的最大值。

教师：请大家求出 V1、V2、V3 来，分别用 a，b，c，θ表示。（提
问：V1 等于什么？）

学生 15：还没有算出来。

学生 16：还没有算出来。

教师：看来计算上有些障碍。

V1 =
1
3

sh1 -
1
3

sh2

=
1
3

s（CO - BO）

=
1
3πOA2·BC

=πab2 sin2θ
3
。

这里的技巧是不要分别求 CO，BO，直接用它们的差。

下来 V2，V3 应是多少？

学生 17：V2 =πa2 bsin2θ
3



。

高 中 教 学 部 分（第二辑）
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学生 18：V3 =πa2 b2 sin2θ
3c
。

教师：所以 T =
V3

V1 + V2
=

ab
（a + b）c

。 ①

下来，要用 x =
a + b

c
代入，使只出现 x，不再出现 a，b，c，这时，

θ为定值，可以出现在函数表达式中。

学生 19：T =
ab
xc2。

教师：这不算完成，还要继续代换 ab 与 c，因为牵涉到边角关

系，我们用余弦定理

c2 = a2 + b2 - 2abcosθ=（a + b）2 - 2ab（1 + cosθ），

得 1 =（
a + b

c
）2 - 2

ab
c2（1 + cosθ）

= x2 - 2
ab
c2（1 + cosθ）， ②

得
ab
c2 =

x2 - 1
2（1 + cosθ）

，

从而 T =
x2 - 1

2x（1 + cosθ） ③

下面确定函数的定义域。

学生 20：由 a + b > c知 x =
a + b

c
> 1。

教师：x > 1是必要条件，还不充分，由②知

1≥x2 - 2
（a + b）2

4c2 （1 + cosθ）

= x2 -
x2

2
（1 + cos）θ= x2·

1 - cosθ
2
，

得 x2≤
2

1 - cosθ

多元智能与高中数学教学（一）
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从而 x的取值范围为 1 < x≤
2

1 - cos槡 θ
。

这就得出函数的定义域（1，
2

1 - cos槡 θ
］，当 a = b时，x可以取最

大值。

下来，如何求函数的最大值？

教师：将③变为 x2 - 2T（1 + cosθ）x - 1 = 0，

然后像例 1一样用判别式很容易产生误判，因为这里的 x 是在

有限区间内的，转化为二次函数。

f（x）= x2 - 2T（1 + cosθ）x - 1

与 x轴交点横坐标在（1，
2

1 - cos槡 θ
］上也很口罗嗦。

由 T =
1

2（1 + cosθ）
（x -

1
x
）

知，函数在其定义域内是增函数，当 x =
2

1 - cos槡 θ
时

T最大值 =
1

2（1 + cosθ）
（

2
1 - cos槡 θ

-
1 - cosθ槡 2
）= 槡2

4 1 - cos槡 θ
。

小结：函数是中学数学的主线，函数思想和方法是数学素质体现

的重要方面，因此，熟练灵活的应用函数性质和图象解题，并具备一

定的解答函数综合题的能力，是提高函数观点的基础，同学们要在课

后做一定数量的练习题，强化提高这方面的能力。

【点评】这是一堂成功的复习课，在一个新的、完全不熟悉的环境

中，能把课上得这样生动，能把学生调动得这样充分，实在不易，当我

们从教学目的是否明确？教学要求是否恰当？教学内容是否充实？

教学方法是否灵活？教学效果是否良好？教学基本功是否过关、是

否过硬？诸方面整体衡量这堂课的时候，我要再一次肯定地说，这是



一堂成功的课。从高考复习的角度看，我要着重指出它的两个优点。

高 中 教 学 部 分（第二辑）
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一、选题精练充实

这节课通过四个例子来体现四种类型，设计本身有全面覆盖“函

数题”的意图。虽然，这里的分类是否准确还可以研究，但“分类讲

解”的复习方式还是有益并且有效的。尤其是，这几个例子的选取有

典型性，既难易适中又具训练价值。

1. 这几个例子覆盖了函数的有关概念与主要性质。函数的基

础———集合有了，函数的三要素定义域、值域、对应关系 f有了，函数

的主要性质奇偶性、单调性、最值等（除周期性外）都有了。所以，这

实质上也是一次“习题化”的概念复习。

2. 题目涉及代数、解析几何、立体几何，既是跨学科的最高层次

综合，又是中学课程的一无遗漏的最全面覆盖。

3. 既讨论具体的函数，如例 3、例 4；又讨论抽象的函数，如例 1，

例 2（实质有指数函数的背景）。

4. 题型有计算也有证明，有结论肯定型又有结论探索型，各种

形式都兼顾到了。

5. 从数学思想与数学方法的角度看，既有函数思想、又有方程

观点，还有分类讨论、等价转换、数形结合的思想，这些全是高考的重

点与热点。另外，配方法、消元法、换元法、坐标法、判别式法、特殊值

法、放缩法等都不同程度涉及了。

由以上几方面可见，就几个例子的选取是比较精炼和充实的。

这个人的偏爱而言，我希望例子的选取更接近课本与历年高考题，最

好是这两方面的变形、引申与综合。这里已经涉及到高考复习第二

阶段选例的一些原则，即全面覆盖、难易适中、综合性、训练价值。

二、讲授灵活生动

1. 调动学生的积极参与

这堂课面对不熟悉的学生，面对近百名听课教师，依然放手让学

多元智能与高中数学教学（一）
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生参与，直接提问了 20个学生（占 35人的大多数），还有更多的学生

在步步紧迫的问题面前，进行了积极的思考或齐声回答了问题。这

既反映了教学观点，更体现了教学基本功。在提问的评价上，对好学

生的鼓励也做得不错，对不会做的学生稍冷落了点。

当学生的回答不太对教师的设计思路时，现场的处理有点生硬，

这次整理时，根据大家的意见已作了修订。

2. 体现了高考复习以解题训练为中心的思想

现在已经达成共识，平常教学要按教学规律办事。高考复习要

按考试规律办事。由于高考是以解题作为唯一测试手段的，所以高

考复习的成果最终必须表现为解题能力的提高，这就要求平时复习

应以解题训练为中心，其实质是以思维训练为中心。本节课的解题

训练突出了解题思路的分析，每个例子都能够引发积极的思维活动。

达到提高思维层次的目的。例 1中，对条件 f（1）= - 2的发散思考，

能使学生摆脱具体数值的纠缠而抓住问题的实质；例 2中对 f（0）= 1

的讨论，有利于培养思维的严谨性；例 3 有利于培养探索能力；例 4

能同时训练运算能力、逻辑推理能力和空间想象能力。

3. 启发式的解题教学

以解题训练为中心，很容易导致满堂灌的大量重复做题。本节

课，数量恰当，难易适中，形式有代表性，内容有训练价值，引进有新

鲜感，讲解有启发性，强调学生的参与，注重思路的分析与步骤的总

结，是一种启发式的教学。课后找了部分学生了解，一致反映，听得

明白、学得有味，完全达到教学的目的。

应该说，对各例的启发存在着程度上的差别，例 1较深刻也较自

然，例 4较粗浅也较生硬，但难能可贵的是每个例子都尽力进行了深

入浅出的启发，都是与学生一起去努力弄清：解法是怎样发现的？思

路是怎样找到的？这不仅需要较强的解题功底，较强的课堂驾驭能



力，而且需要教学观念的转变。

高 中 教 学 部 分（第二辑）
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在这里，我们愿提出高考复习的一些基本看法，作为这篇评议的

结束：

（1）高考复习应以考试规律为指导；

（2）高考复习应以《考试说明》为大纲、以现行教材为依据；

（3）高考复习应以近年高考命题的稳定性风格为导向；

（4）高考复习应以解题训练为中心；

（5）高考解题训练应以中档综合题为重点，以十余年高考试题为

基本素材；

（6）高考解题训练应突出“解法的发现”，讲清解法是怎样找到

的？思路是怎样打通的？是什么促使你这样想、这样做的？教师应

与学生一起去寻找数学发现的动因，一起去感受数学思想的领悟。

多元智能与高中数学教学（一）
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《算术平均数与几何平均数》教学设计

教材分析

（一）教材所处的地位和作用

“算术平均数与几何平均数”是全日制普通高级中学教科书（试

验修订本·必修）数学第二册（上）“不等式”一章的内容，是在学完不

等式性质的基础上对不等式的进一步研究。本节内容具有变通灵活

性、应用广泛性、条件约束性等特点，所以本节内容是培养学生应用

数学知识，灵活解决实际问题，学数学用数学的好素材。同时本节知

识又渗透了数形结合、化归等重要数学思想，所以有利于培养学生良

好的思维品质。

（二）教学目标

1. 知识目标：理解两个实数的平方和不小于它们之积的 2倍的

重要不等式的证明及其几何解释；掌握两个正数的算术平均数不小

于它们的几何平均数定理的证明及其几何解释；掌握应用平均值定

理解决一些简单的应用问题。

2. 能力目标：培养学生数形结合、化归等数学思想。

（三）教学重点、难点、关键

重点：用平均值定理求某些函数的最值及有关的应用问题。

难点：定理的使用条件，合理地应用平均值定理。

关键：理解定理的约束条件，掌握化归的数学思想是突破重点和难

点的关键。

（四）教材处理



依据新大纲和新教材，本节分为二个课时进行教学。第一课时

高 中 教 学 部 分（第二辑）
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讲解不等式（两个实数的平方和不小于它们之积的 2倍）和平均值定

理及它们的几何解释。掌握应用定理解决某些数学问题。第二课时

讲解应用平均值定理解决某些实际问题。为了讲好平均值定理这节

内容，在紧扣新教材的前提下，对例题作适当的调整，适当增加例题。

教法分析

（一）教学方法

为了激发学生学习的主体意识，又有利于教师引导学生学习，培

养学生的数学能力与创新能力，使学生能独立实现学习目标。在探

索结论时，采用发现法教学；在定理的应用及其条件的教学中采用归

纳法；在训练部分，主要采用讲练结合法进行。

（二）教学手段

根据本节知识特点，为突出重点，突破难点，增加教学容量，利用

计算机辅导教学。

教学过程设计

（第一课时）

（一）导入新课

（教师活动）1. 教师打出字幕（提出问题）；2. 组织学生讨论，并

点评。

（学生活动）学生分组讨论，解决问题。

［字幕］某种商品分两次降价，降价的方案有三种：方案甲是第一

次 9折销售，第二次再 8折销售；方案乙是第一次 8折销售，第二次

再 9折销售；方案丙是两次都是
9 + 8

2
折销售。试问降价最少的方案

是哪一种？

［讨论］

多元智能与高中数学教学（一）
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①设物价为 t 元，三种降价方案的销售物价分别是：

方案甲：t × 0.9 × 0.8 = 0.72 t（元）；

方案乙：t × 0.8 × 0.9 = 0.72 t（元）；

方案丙：t ×（0.1 ×
9 + 8

2
）2 = 0.7225t（元）。

故降价最少的方案是丙。

②若将问题变为第一次 a 折销售，第二次 b折销售。显然可猜

想有不等式（
a + b

2
）2≥ab成立，即 a2 + b2≥2ab，当 a = b时，a2 + b2

= 2ab。

设计意图：提出一个商品降价问题，要求学生讨论哪一种方案降

价最少。学生对问题的背景较熟悉，可能感兴趣，从而达到说明学习

本节知识的必要，激发学生求知欲望，合理引出新课。

（二）新课讲授

【尝试探索，建立新知】

（教师活动）打出字幕（重要不等式），引导学生分析、思考，讲解

重要不等式的证明。点评有关问题。

（学生活动）参与研究重要不等式的证明，理解有关概念。

［字幕］如果 a，b∈R，那么 a2 + b2≥2ab（当且仅当 a = b时取“=”

号）。

证明：见课本

［点评］

①强调 a2 + b2 = 2ab的充要条件是 a = b。

②解释“当且仅当”是充要条件的表达方式（“当”表示条件是充
分的，“仅当”表示条件是必要的）。

③几何解释，如图 6 - 1。

［字幕］定理 如果 a，b是正数，那么
a + b

2 ≥槡ab（当且仅当 a

= b时取“=”号）



。
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