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１　　　　

９．１　平　面

１表示平面的图形只能用平行四边形，对吗？
提示　不对．还可以是三角形、圆等．
２图９ １ １表示直线ａ在平面α内，对吗？

图９ １ １

提示　不对．画直线ａ时不应超出平面α的边缘．
３两个平面相交有无数个公共点，但这些公共点不一定
共线，是吗？
提示　不是．这些公共点应共线，理由为公理２所述．
４“三点确定一个平面”这句话对吗？
提示　不对．三点必须不共线．

１．平面的概念．
（１）平面和点、直线一样是构成空间图形的基本要素之

一，是一个只描述而不定义的原始概念．
（２）平面概念是较抽象概念，可借助于直线的概念来理

解和掌握．对平面概念，抓住平面的基本特征：无限延展性，
无厚度性来掌握学习．

２．平面的三个基本性质．
（１）公理１反映了平面与曲面的区别，通过直线的“直”

和“无限延伸”的特性，揭示了平面的“平”和“无限延伸”的特
性，它是判断直线在平面内的依据，符号表示为：若Ａ∈α且

Ｂ∈α，则直线ＡＢα．
（２）公理２说明了若两个平面相交，必交于一条直线，这

是由平面的无限延展性决定的，它是确定两个平面交线的依
据，即先找两个平面的两个公共点，再作连线．公理２也是判
定两个平面相交的依据，符号表示为：Ａ∈α且Ａ∈β，则

α∩β＝ａ且Ａ∈ａ，从而可得Ａ∈α、Ａ∈β且α∩β＝ａ，则Ａ∈ａ，
从而可证“点共线”“线共点”．

（３）公理３及其三个推论是确定平面及判断两个平面重

合的依据，是证点、线共面的依据，也是作截面、辅助平面的
依据．作辅助平面和平面几何中作辅助直线的作用是一样
的，可以为解题开拓思路．
平面的基本性质是立体几何的基础内容，正确理解并熟

练掌握平面的基本性质是学好立体几何的第一步，这三条基
本性质是研究空间图形的理论依据．

３．在立体几何中，常把点看作元素，直线和平面看作点
集，符号“∈”“∩”“”等表示点、直线、平面间的关系，与代
数中意义相同，但在立体几何中，读的方法与代数中有所不
同，如：“Ａ∈ａ”用数学语言表述为“点 Ａ 在直线ａ 上”；
“Ａａ”用数学语言表述为“点Ａ在直线ａ外”；“ａα”用数学
语言表述为“直线ａ在平面α内”；“ａ∩ｂ＝Ａ”用数学语言表
述为“直线ａ和ｂ相交于点Ａ”．要熟练掌握符号语言、文字语
言、图形语言的等价转化．

（１）文字语言比较自然、生动，它能将问题所研究的对象
的含义更加明确地叙述出来，我们教科书上的概念、定理等
多以文字语言叙述．

（２）图形语言，易引起清晰的视觉形象，它能直观地表达
概念、定理的本质以及相互关系，在抽象的数学思维面前起
着具体化和加深理解的作用．

（３）各种数学语言形态间的互译可为我们在更广阔的思维
领域里寻找解决问题的途径．有利于培养我们思维的广阔性．

一、关于点线共面问题
例１　已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是两两相交且不共点的四条直线．
求证：直线ａ、ｂ、ｃ、ｄ共面．

分析　首先对两两相交且不共点的四条直线按位置进
行分类，然后先由部分条件确定平面，再由公理１证明其他
直线也在这一平面内．
证明　（１）无三线共点情况，如图９ １ ２（１）所示．
设ａ∩ｄ＝Ｍ，ｂ∩ｄ＝Ｎ，ｃ∩ｄ＝Ｐ，ａ∩ｂ＝Ｑ，

ａ∩ｃ＝Ｒ，ｂ∩ｃ＝Ｓ．
∵ａ∩ｄ＝Ｍ，∴ａ、ｄ可确定一个平面α．
∵Ｎ∈ｄ，Ｑ∈ａ，∴Ｎ∈α，Ｑ∈α．
∴ＮＱα，即ｂα．
同理ｃα，∴ａ，ｂ，ｃ，ｄ共面．

图９ １ ２
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（２）有三线共点的情况，如图９ １ ２（２）所示．
设ｂ、ｄ、ｃ三线相交于点Ｋ．
与ａ分别交于Ｎ、Ｐ、Ｍ，且Ｋａ．
∵Ｋａ，∴Ｋ 和ａ确定一个平面，设为β．
∵Ｎ∈ａ，ａβ，∴Ｎ∈β．∴ＮＫβ，即ｂβ．
同理ｃβ，ｂβ．∴ａ，ｂ，ｃ，ｄ共面．
由（１）（２）知ａ，ｂ，ｃ，ｄ共面．
点拨　证明点、线共面的基本思路是先由部分元素确定

一个平面，再证其他元素也在这一平面内（即归一法）；有时
也用其中一部分元素确定的平面与另一部分元素确定的平

面重合（即重合法）．
备选例题　求证：△ＡＢＣ的三条边在同一个平面内．

图９ １ ３

分析　依据公理１、３．
证明　如图９ １ ３所示

∵Ａ、Ｂ、Ｃ三点是三角形的三个顶点，

∴Ａ、Ｂ、Ｃ三点不在同一条直线上．
∵点Ａ在平面ＡＢＣ内，点Ｂ在平面ＡＢＣ内，

∴线段ＡＢ在平面ＡＢＣ内．
同理，线段ＢＣ、ＣＡ也都在平面ＡＢＣ内，

∴△ＡＢＣ的三条边都在同一个平面内．
点拨　点、线段（或直线）都在一个平面内，称它们共面．

证明点、线段（或直线）共面的方法，常先确定一个平面，然后
证明它们都在这个平面内．
二、关于线共点问题

图９ １ ４

例２　如图９ １ ４所示，在空间
四边形ＡＢＣＤ 中，Ｐ、Ｑ、Ｒ、Ｓ分别是

ＡＢ、ＡＤ、ＢＣ、ＣＤ 上的点，且 ＰＲ∥
ＱＳ，ＰＲ≠ＱＳ．求证：ＢＤ、ＰＱ、ＲＳ三线
共点Ｍ．
分析　要证ＰＱ、ＲＳ、ＢＤ 三线共

点，只需证两线相交，再证交点在第
三条直线上．
证明　∵ＰＲ∥ＱＳ且ＰＲ≠ＱＳ
　∴ＰＲ、ＱＳ共面，设ＰＱ∩ＲＳ＝Ｍ

又∵Ｐ∈ＡＢ平面ＡＢＤ
Ｑ∈ＡＤ平面ＡＢＤ
Ｐ、Ｑ∈

烍
烌

烎ＰＱ


　　　
　　　　
ＰＱ平面ＡＢＤ
同理ＲＳ平面ＢＣＤ
ＰＱ∩ＲＳ＝

烍
烌

烎Ｍ



Ｍ∈（平面ＡＢＤ∩平面ＢＣＤ），即Ｍ∈ＢＤ．
故ＰＱ、ＲＳ、ＢＤ三线共点．
点拨　本例是证线共点的一般方法，先证两线交于一点

再证第三线也过该点．先选哪两条直线交于一点应该没有什
么要求，请同学们试着从ＰＱ与ＢＤ 交于一点重新证明．

备选例题　三个平面α、β、γ两两相交于三条直线，即

α∩β＝ｃ，β∩γ＝ａ，γ∩α＝ｂ，且直线ａ和ｂ不平行．
求证：ａ、ｂ、ｃ三条直线必过同一点．

图９ １ ５

分析　转化为点在直线上的问题．
证明　∵α∩γ＝ｂ，β∩γ＝ａ，

∴ａγ，ｂγ．
由于直线ａ和ｂ不平行，∴ａ、ｂ必相交．
设ａ∩ｂ＝Ｐ，则Ｐ∈ａ，Ｐ∈ｂ．
又∵ａβ，ｂα，∴Ｐ∈β，Ｐ∈α．
又α∩β＝ｃ，∴Ｐ∈ｃ，即交线ｃ经过点Ｐ．
∴ａ、ｂ、ｃ三条线相交于同一点．
三、关于点在线上问题

图９ １ ６

例３　如图９ １ ６所示，在正方
体 ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ａ１Ｃ∩ 平
面ＢＣ１Ｄ＝Ｍ，Ｏ为ＢＤ 中点．
求证：Ｍ∈Ｃ１Ｏ．
分析　欲证明 Ｍ∈Ｃ１Ｏ，只需证

明以Ｃ１Ｏ为交线的某两个平面中都
含有点Ｍ．显然ＢＤＣ１ 是其中的一个

平面，由于另一个平面中必须含有

Ｃ１Ｏ，所以只需寻找含有Ｃ１Ｏ和点Ｍ 的平面．
证明　在正方形ＡＢＣＤ中，Ｏ是ＢＤ 中点，

∴Ｏ∈ＡＣ．
∴Ｏ∈平面Ａ１Ｃ１ＣＡ．　又Ｃ１∈平面Ａ１Ｃ１ＣＡ，

∴Ｃ１Ｏ平面Ａ１Ｃ１ＣＡ，

∴Ｃ１Ｏ＝平面ＤＣ１Ｂ∩平面Ａ１Ｃ１ＣＡ．

已知Ａ１Ｃ∩平面Ｃ１ＢＤ＝Ｍ

Ｍ∈Ａ１Ｃ
Ｍ∈平面Ｃ１｛ ＢＤ

Ａ１Ｃ平面Ａ１Ｃ１

烍
烌

烎ＣＡ


Ｍ∈（平面Ａ１Ｃ１ＣＡ∩平面Ｃ１ＢＤ），

∴ Ｍ∈Ｃ１Ｏ．
点拨　欲证明点在直线上，只需证明以这条直线为交线

的两个平面中都含有该点．
备选例题　如图９ １ ７所示，平面ＡＢＤ∩平面ＣＢＤ＝

ＢＤ，Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ 分别在ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ上．
求证：ＥＨ 与ＦＧ 的交点Ｐ 在ＢＤ 的延长线上．

图９ １ ７
分析　ＢＤ是两个平面的交线，只需证明点Ｐ是两个平

面的公共点即可．
证明　∵ＥＨ 与ＦＧ 的交点是Ｐ，
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∴Ｐ∈ＥＨ，且Ｐ∈ＦＧ．
而Ｅ∈ＡＢ，Ｈ∈ＡＤ，∴ＥＨ平面ＡＢＤ．
∴Ｐ∈平面ＡＢＤ．
而Ｆ∈ＢＣ，Ｇ∈ＣＤ，∴ＦＧ平面ＣＢＤ．
∴Ｐ∈平面ＣＢＤ．
∴点Ｐ是平面ＡＢＤ 与平面ＣＢＤ 的公共点．
而平面ＡＢＤ∩平面ＣＢＤ＝ＢＤ，

∴ＥＨ 与ＦＧ 的交点Ｐ 在ＢＤ 的延长线上．
点拨　证明点在直线上的问题，只需证明点是两个平面

的公共点，线是两个平面的公共交线，根据公理２可知公共
点一定在公共交线上．
四、关于多点共线问题
例４　如图９ １ ８所示，在四面体ＡＢＣＤ 中，Ｐ、Ｑ、Ｒ

分别是ＡＢ、ＡＤ、ＡＣ上的点，且ＰＲ∩ＢＣ＝Ｍ，ＱＲ∩ＤＣ＝Ｎ，

ＰＱ∩ＢＤ＝Ｓ．求证：Ｍ、Ｎ、Ｓ三点共线．

图９ １ ８

分析　只需证明其中某一点在另外两点的连线上．
证明　∵ Ｍ＝ＰＲ∩ＢＣ，

∴ Ｍ∈ＰＲ平面ＰＱＲ
　 Ｍ∈ＢＣ平面 ｝ＢＣＤ Ｍ∈（平面ＰＱＲ∩平面ＢＣＤ）

Ｎ＝ＱＲ∩ＤＣ
Ｎ∈ＱＲ平面ＰＱＲ
Ｎ∈ＤＣ平面｛ ｝ＢＣＤ Ｎ∈（平面ＰＱＲ∩

平面ＢＣＤ

｝
）

 ＭＮ＝平面ＰＱＲ∩平面ＢＣＤ．

∵Ｓ＝ＰＱ∩ＢＤ
Ｓ∈ＰＱ平面ＰＱＲ
Ｓ∈ＢＤ平面｛ ｝ＢＤＣ 

Ｓ∈（平面ＰＱＲ∩平面ＢＤＣ）．
∴Ｓ∈ＭＮ，即Ｍ、Ｎ、Ｓ三点共线．
点拨　证明空间三点共线问题通常证明这些点都在两

个平面的交线上，即先确定出某两个点在某两个平面的交线
上，再证明第三个点在第一个平面内，又在第二个平面内，则
该点就必在这两个平面的交线上．
备选 例 题 　 如 图９ １ ９所 示，四 边 形ＡＢＢ′Ａ′，

ＢＣＣ′Ｂ′，ＣＡＡ′Ｃ′都是梯形．
求证：三直线ＡＡ′，ＢＢ′，ＣＣ′相交于一点．

图９ １ ９

分析　先证其中两条直线共面且交于一点，再证这点也

在第三条直线上．
证明　梯形ＡＢＢ′Ａ′中，Ａ′Ｂ′∥ＡＢ，所以ＡＡ′、ＢＢ′在同

一平面Ａ′Ｂ 内．设直线ＡＡ′，ＢＢ′相交于点Ｐ，同理ＢＢ′、ＣＣ′
同在平面ＢＣ′内，ＣＣ′、ＡＡ′同在平面Ａ′Ｃ 内．

∵Ｐ∈ＡＡ′，ＡＡ′平面Ａ′Ｃ，∴Ｐ∈平面Ａ′Ｃ．
同理Ｐ∈平面ＢＣ′．
根据公理２，点Ｐ在平面Ａ′Ｃ 与平面ＢＣ′的交线上，而平

面Ａ′Ｃ∩平面ＢＣ′＝ＣＣ′，故Ｐ∈直线ＣＣ′，即三直线ＡＡ′、

ＢＢ′、ＣＣ′相交于一点．
点拨　证明多条线共点，常常是先考虑其中两条直线的

一个交点，然后证明其他直线过该点．

１．点线共面的证明．
所谓点线共面问题就是指结论是几个点或几条直线在

同一平面内的问题．
（１）证明一个图形是平面图形的主要依据：①如果一条

直线上的两点在一个平面内，那么这条直线上所有的点都在
这个平面内（公理１）．②经过不在同一条直线上的三点，有且
只有一个平面（公理３），及其推论．

（２）证明一个图形是平面图形的常用的方法：①先确定
一个平面，再证明有关点、线在此平面内．这种方法俗称“落
入法”．②过有关的点、线分别作多个平面，再证明这些平面
重合．这种方法称为“重合法”．③反证法．

（３）具体操作方法：

①证明几点共面的问题可先取三点（不共线的三点），确
定一个平面再证明其他各点都在这个平面内．②证明空间几
条直线共面问题可先取两条（相交或平行）直线确定在一个
平面，再证明其余直线均在这个平面内．

２．点共线、线共点的证明．
（１）点共线：所谓点共线问题就是证明三个点或三个以

上的点在同一条直线上；线共点：所谓线共点问题就是证明
三条或三条以上的直线交于一点．

（２）证明点共线、线共点的依据是公理２：如果两个平面
有一个公共点，那么它们有且只有一条通过这个点的公共直
线，也就是说一个点若是两个平面的公共点，则这个点在这
两个平面的交线上．对于这个公理应进一步理解下面三点：

①如果两个相交平面有两个公共点，那么过这两点的直线就
是它们的交线；②如果两个相交平面有三个公共点，那么这
三点共线；③如果两个平面相交，那么一个平面内的直线和
另一个平面的交点必在这两个平面的交线上．

（３）证明多点共线，通常是过其中两点作一直线，然后证
明其他的点在这条直线上，或者根据已知条件设法证明这些
点在两个相交平面内，然后根据公理２就得到这些点在两个
平面的交线上．证明三线共点问题可把其中一条作为分别过
其余两条的两个平面的交线，然后再证另两条直线的交点在
此直线上．此外还可先将其中一条直线看作某两个平面的交
线．证明该交线与另外两条直线分别交于两点，再证这两点
重合，从而得三线共点．

３．平面个数的确定及平面把空间分成若干部分．
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公理３及三个推论是用来确定平面的，对于确定平面的
个数问题，这四种方法可以交互使用．如：四条线段首尾相
接，它们最多可以确定多少个平面？
由推论２知，两条相交直线确定一个平面，四条线段首

尾相接，最多可产生四对相交线段，因此，最多可确定４个平
面．
由于平面是无限延伸的，因此一个平面可以把空间分成

两个部分，两个平面可以把空间分成４个部分（两个平面相
交），也可以分成３个部分（平行），三个平面可以把空间分成

４个部分，也可以分成６、７、８个部分．（如图９ １ １０）

图９ １ １０

１下列说法中正确的是 （　　）

Ａ．空间不共面的四点中，任何三点均不共线

Ｂ．若Ａ∈ａ，ａα，那么Ａ∈／α
Ｃ．四条两两相交的直线必共面

Ｄ．三条两两平行的直线必共面

２图９ １ １１中四个图都表示两个平面相交，其中画
法正确的是 （　　）

图９ １ １１

３Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 四点中没有任何三点在同一直线上，这四
点可确定平面的个数是 （　　）

Ａ１　　　Ｂ３　　　Ｃ１或４　　　Ｄ４
４如果直线ａα，直线ｂα，Ｍ∈ａ，Ｎ∈ｂ且Ｍ∈ｌ，Ｎ∈ｌ，
则 （　　）

Ａ．ｌα Ｂ．ｌα Ｃ．ｌ∩α＝Ｍ Ｄ．ｌ∩α＝Ｎ
５已知直线ａ∥ｂ，且ｌ∩ａ＝Ａ，ｌ∩ｂ＝Ｂ．求证：ａ、ｂ、ｌ三
线共面．

１点Ａ在直线ｌ上，ｌ在平面α外．下列用符号表示正确
的是 （　　）

Ａ．Ａ∈ｌ，ｌ∈／α
Ｂ．Ａ∈ｌ，ｌα　
Ｃ．Ａｌ，ｌα　
Ｄ．Ａ∈ｌ，ｌ∈α
２下列命题中，真命题是 （　　）

Ａ．空间不同三点确定一个平面

Ｂ．空间两两相交的三条直线共面

Ｃ．两组对边分别相等的四边形是平行四边形

Ｄ．和同一条直线都相交的三条平行直线共面

３空间四点中无三点共线是四点共面的 （　　）

Ａ．充分而不必要条件

Ｂ．必要而不充分条件

Ｃ．充要条件

Ｄ．既不充分也不必要条件

４三条两两平行的直线可确定　　　　个平面．
５一条直线和直线外两点可确定　　　　个平面．
一条直线和直线外不共线的三点可确定　　　个平面．
６．已知ａ、ｂ、ｃ、ｄ是两两平行的四条直线．试求由ａ、ｂ、ｃ、

ｄ四直线确定平面的个数．

１下列几个说法中，正确的是 （　　）

Ａ．Ｍ、Ｎ、Ｐ∈平面α，Ｍ、Ｎ、Ｐ∈平面β，则α与β重合

Ｂ．ａα，ａβ，ｂα，ｂβ，则α与β重合

Ｃ．Ｐ∈α，Ｐ∈β，ａα，ａβ，则α与β重合

Ｄ．若ａ、ｂ平行，Ｐ∈ａ，Ｐ∈α，Ｐ∈β，ｂα，ｂβ，则α与β
重合

２下列各图（图９ １ １２）是正方体或正四面体，Ｐ、Ｑ、

Ｒ、Ｓ分别是所在棱的中点，这四个点不共面的一个图是
（　　）
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图９ １ １２

　　３三个不重合的平面最少把空间分成ｍ 个部分，最多
分成ｎ个部分，则 （　　）

Ａ．ｍ＝４，ｎ＝６　　　　　　　　Ｂ．ｍ＝４，ｎ＝７
Ｃ．ｍ＝６，ｎ＝８　　　　　 Ｄ．ｍ＝４，ｎ＝８
４ａ、ｂ、ｃ是空间三条直线，其中ａ与ｂ、ｃ都相交，则由这
三条直线确定的平面的个数为　　　　．

５在正方体ＡＣ１ 中，Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ、Ｍ、Ｎ 分别是ＡＡ１、ＡＢ、

ＢＣ、ＣＣ１、Ｃ１Ｄ１、Ｄ１Ａ１ 的中点，则这六点构成　　　　　．

图９ １ １３

６如图９ １ １３所示，已知

ＡＢ∩ＣＤ＝Ｐ，Ｐ∈α，Ａ、Ｄ与Ｂ、Ｃ分别
在α的两侧，且ＡＣ∩α＝Ｑ，ＢＤ∩α＝Ｒ．
求证：Ｐ、Ｑ、Ｒ三点在一条直线上．

７如图９ １ １４所示，α∩β＝ａ，直线ｍα，ｎβ，且

ａ∩ｍ＝Ｍ，ａ∩ｎ＝Ｎ．Ｍ、Ｎ 不重合，问ｍ 与ｎ能否平行？证
明你的结论．

图９ １ １４

９．２　空间直线

１平行公理是怎样说的？
提示　平行于同一直线的两条直线互相平行．
２异面直线所成角的求法及取值范围．
提示　通过平移转化为平面角．取值范围为（０°，９０°］．
３异面直线的公垂线的两个主要特征是什么？
提示　（１）垂直；（２）相交且两条异面直线的公垂线是惟

一的．
４和两条异面直线ＡＢ、ＣＤ都相交的直线ＡＣ、ＢＤ是什
么关系？

提示　ＡＣ与ＢＤ 异面．

１．空间两条直线的位置关系．
（１）空间两条直线（均指不重合的两直线）有以下三种位

置关系：
相交直线———有且仅有一个公共点；
平行直线———在同一平面内没有公共点；
异面直线———不同在任何一个平面内，没有公共点．
（２）应了解空间两直线的位置关系．能够画出空间两条

直线的各种位置关系的图形．
２．正确理解异面直线的概念是掌握空间两条直线位置
关系的核心．

（１）异面直线定义中“不同在任何一个平面内的两条直
线”是指“不可能找到一个平面能同时包含这两条直线”，也
可以理解为“这两条直线不能确定一个平面”．不可误解为
“分别在两个平面内的两条直线”．因为，分别在两个平面内
的直线，既可能是相交直线，又可能是平行直线．
除定义外，还可通过下面三个真命题加深对异面直线的

理解：①异面直线是不同在任何一个平面内的两条直线；

②同在某一个平面内的两条直线不是异面直线；③不是异面
直线的两条直线一定同在某一平面内．

（２）异面直线的判定方法，除用定义外，还可用下列定
理：“过平面外一点与平面内一点的直线，和平面内不经过该
点的直线是异面直线”．在用定义证明两直线异面时，直接证
明往往不易证，这时常用反证法．

（３）异面直线所成的角定量地反映了异面直线在方向上
的差异．异面直线所成角的大小是由两直线的相互位置所确
定的，与定义中点Ｏ的位置选择无关．这体现了异面直线所
成的角的定义的合理性，它是转化成平面内的两条相交直线
所成的角进行度量的，异面直线所成的角θ的范围是：

０°＜θ≤９０°．
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一定要牢记异面直线所成角的范围（０°＜θ≤９０°），若在
解这类问题中求出的角是钝角时，应取它的补角为异面直线
所成的角．

（４）由于两条异面直线所成角的范围是｛α｜０°＜α≤９０°｝，
当α＝９０°时，两条异面直线互相垂直．所以，在立体几何中，
两条直线互相垂直，并不一定是两条直线相交的特例，两条
直线可异面垂直．
另外，由异面直线所成角的定义可以得到如下的命题：
与两条平行线中的一条垂直的直线必垂直于另一条．

用式子可以表示为
ａ∥ｂ
ｃ⊥ ｝ａ

ｃ⊥ｂ．

（５）空间两条直线垂直分两种情况：相交（共面）垂直和
异面垂直．两条异面直线的公垂线有且只有一条，公垂线必
须与两条异面直线“都垂直”且“都相交”，两者缺一不可．两
条异面直线间的距离是用公垂线段的长度度量的．实际上，
异面直线间的距离是异面直线上任意两点间距离的最小值．

３．平行公理（公理４）反映了平行线的传递性，它是证明
等角定理的基础，也是论证平行问题的主要依据之一．等角
定理及其推论说明了在平移变换下，角的大小不改变，它是
定义异面直线所成角的依据，必须注意边的方向．平行公理、
等角定理及其推论从平面过渡到空间仍然成立．

一、关于两直线平行问题
例１　如图９ ２ １所示，已知Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ 分别是空间四

边形ＡＢＣＤ各边的中点．

图９ ２ １

求证：ＥＦＧＨ 是平行四边形．
证明　∵Ｅ、Ｈ 分别是ＡＢ、ＡＤ的中点，∴ＥＨ 是△ＡＢＤ

的中位线．

∴ ＨＥ ∥＝
１
２ＢＤ，

同理ＦＧ ∥＝
１
２ＢＤ．

∴ＥＨ ∥＝ＦＧ，∴ＥＦＧＨ 是平行四边形．

点拨　在立体几何中，当题目中有线段中点这一条件
时，一般都要联想到三角形的中位线．
思考　当对角线ＡＣ＝ＢＤ 时，四边形ＥＦＧＨ 是　　　

形；当ＡＣ⊥ＢＤ 时，四边形ＥＦＧＨ 是　　　形；当ＡＣ＝ＢＤ
且ＡＣ⊥ＢＤ时，四边形ＥＦＧＨ 是　　　形．
备选例题　如图９ ２ ２，Ｐ是△ＡＢＣ所在平面外一点，

Ｄ、Ｅ分别是△ＰＡＢ和△ＰＢＣ的重心．

求证：ＤＥ∥ＡＣ，ＤＥ＝１
３ＡＣ．

图９ ２ ２

　　分析　由Ｄ、Ｅ分别是△ＰＡＢ、△ＰＢＣ的重心，联想到连
结ＰＤ、ＰＥ并延长，与ＡＢ和ＢＣ 分别相交，从而构造三角形，
充分利用重心性质及三角形中位线定理解题．
证明　连结ＰＤ、ＰＥ并延长，分别交ＡＢ、ＢＣ于Ｍ、Ｎ．
∵Ｄ、Ｅ分别是△ＰＡＢ、△ＰＢＣ的重心，

∴Ｍ、Ｎ 分别是ＡＢ、ＢＣ的中点．

连结ＭＮ，则ＭＮ∥ＡＣ，且ＭＮ＝１
２ＡＣ．①

在△ＰＭＮ 中，∵ＰＤ
ＰＭ＝ＰＥ

ＰＮ＝２
３

，

∴ＤＥ∥ＭＮ，且ＤＥ＝２
３ＭＮ．②

由①②，根据公理４得

ＤＥ∥ＡＣ，且ＤＥ＝２
３ＭＮ＝２

３×１
２ＡＣ＝１

３ＡＣ．

点拨　本题考查平行公理和三角形重心、中位线的性
质，从分析和证明过程看，虽然是空间问题，但我们设法化为
平面问题来解决，这是一条重要的解题思路．同学们要细心
体会，切实掌握这种转化思想．
二、异面直线判定与所成角问题
例２　如图９ ２ ３所示，已知Ｅ、Ｆ、Ｇ分别是棱长为ａ

的正方体ＢＤ１ 的棱ＡＡ１、ＣＣ１、Ｃ１Ｄ１ 的中点．
（１）试判断ＧＦ与ＢＥ 的位置关系，并给出证明；
（２）求ＧＦ与ＢＥ 所成角的大小．

图９ ２ ３
解　（１）ＧＦ与ＢＥ 为异面直线．
证明：连结ＢＡ１、Ｄ１Ｃ，∵ＧＦ∥Ｄ１Ｃ∥Ａ１Ｂ，

∴ 存在平面α，使得Ａ１Ｂα，ＧＦα．
又∵ＢＥ∩平面α＝Ｂ，且Ｂ∈／ＧＦ，∴ＧＦ与ＢＥ 异面．
（２）∵ Ａ１Ｂ∥ＧＦ，
∴ ∠Ａ１ＢＥ为ＢＥ 与ＦＧ 所成的角．

在△Ａ１ＢＥ中，
ａ
２

ｓｉｎ∠Ａ１ＢＥ＝

槡５
２ａ

ｓｉｎ４５°
，

ｓｉｎ∠Ａ１ＢＥ＝

ａ
２

·槡２
２

槡５
２ａ

＝ 槡２
槡２ ５

＝ 槡１０
１０

，
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∠Ａ１ＢＥ＝ａｒｃｓｉｎ槡１０
１０ ．

点拨　通过三角形中位线及平行四边形作出所求角．
变形　求Ａ１Ｃ与ＢＥ 所成角的余弦值．
分析　欲求Ａ１Ｃ与ＢＥ 所成角，只经过其中某一点作另

一条直线的平行线即可．
解　取Ｂ１Ｂ的中点Ｈ，连结Ａ１Ｈ，则Ａ１Ｈ∥ＢＥ，

∴ ∠ＣＡ１Ｈ 即为Ａ１Ｃ与ＢＥ 所成角．

在△ＣＡ１Ｈ 中，Ａ１Ｃ 槡＝ ３ａ，Ａ１Ｈ＝ＣＨ＝槡５
２ａ，

ｃｏｓ∠ＣＡ１Ｈ＝

槡３
２ａ

槡５
２ａ

＝ 槡１５
５ ．

点拨　通过作平行四边形作出两异面直线所成角．
备选例题　如图９ ２ ４所示，空间四边形ＡＢＣＤ 中，

Ｅ、Ｆ分别是对角线ＢＤ、ＡＣ的中点，若ＢＣ＝ＡＤ＝２ＥＦ，求直
线ＥＦ与直线ＡＤ 所成的角．

图９ ２ ４

分析　通过平行移动其中一条直线后，作出两异面直线
所成的角，然后通过解三角形求出所成角的大小．
解　取ＣＤ的中点Ｇ，连结ＥＧ，ＦＧ．
∵Ｅ、Ｇ分别是ＢＤ、ＤＣ的中点，

∴ＥＧ瓛１
２ＢＣ．

同理ＦＧ瓛１
２ＡＤ．

∴ＥＦ和ＦＧ 所成的锐角（或直角）就是异面直线ＥＦ与

ＡＤ 所成的角．
又∵ＢＣ＝ＡＤ＝２ＥＦ，∴ＥＦ＝ＦＧ＝ＥＧ，
即△ＥＦＧ为正三角形，∴∠ＥＦＧ＝６０°．
∴直线ＥＦ与直线ＡＤ 所成角为６０°．
点拨　本题考查异面直线所成的角的概念和三角形中

线性质，求异面直线所成角的一般步骤：
（１）作出异面直线所成的角，一般是平移一条直线与另

一条相交，像本题中把ＡＤ 移到了ＦＧ 的位置；也可平移两
线，像本题ＢＣ和ＡＤ 所成的角，即可把ＢＣ移到ＥＧ，ＡＤ 移
到ＦＧ 位置而得到．

（２）说明所作的角就是异面直线所成的角．
（３）把所作的角放在可解的三角形中来解．
（４）作答．
三、异面直线间的距离问题
例３　如图９ ２ ５所示，Ｓ是矩形ＡＢＣＤ 所在平面外

一点，ＳＡ⊥ＢＣ，ＳＢ⊥ＣＤ．ＳＡ 与ＣＤ 所成的角为６０°，ＳＤ 与

ＢＣ所成的角为３０°，ＳＡ＝ａ．（１）求ＳＡ 与ＣＤ 的距离；（２）求

ＳＢ与ＡＤ 的距离．

图９ ２ ５

分析　求两条异面直线的距离关键在于找异面直线的
公垂线段．
解　（１）∵ＳＡ⊥ＢＣ
　　　　　ＢＣ∥ ｝ＡＤ 

　　ＳＡ⊥ＡＤ
　　ＤＣ⊥ ｝ＡＤ ＤＡ是ＳＡ与ＣＤ的公垂线段．

∵ＳＤ与ＢＣ所成角为３０°
　ＢＣ∥ ｝ＡＤ ∠ＳＤＡ＝３０°．

在Ｒｔ△ＳＤＡ中，ＡＤ＝ａ 槡ｃｏｔ３０°＝ ３ａ．

∴ＳＡ与ＣＤ 的距离为槡３ａ．

（２）∵ＳＢ⊥ＣＤ
ＡＢ∥ ｝ＣＤ

ＳＢ⊥ＡＢ
ＡＢ⊥ ｝ＡＤ



ＡＢ是ＳＢ与ＡＤ 的公垂线段．
在Ｒｔ△ＳＡＢ中，∠ＳＢＡ＝９０°，∠ＳＡＢ＝６０°．

∴ ＡＢ＝ａ
２．

即ＳＢ与ＡＤ 的距离为ａ２．

点拨　求异面直线的距离，我们只要求会求给出公垂线
段的距离．
备选例题　如图９ ２ ６所示，空间四边形ＡＢＣＤ中，四

边ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ和对角线ＡＣ、ＢＤ都等于ａ，Ｅ、Ｆ分别为

ＡＢ、ＣＤ的中点．
（１）求证：ＥＦ是异面直线ＡＢ、ＣＤ的公垂线；
（２）求异面直线ＡＢ和ＣＤ 的距离．

图９ ２ ６

分析　要证明ＥＦ是异面直线ＡＢ 与ＣＤ 的公垂线，必
须说明两个方面的问题，一个方面ＥＦ与ＡＢ、ＣＤ都相交，另
一个方面ＡＢ、ＣＤ与ＥＦ 都垂直．

（１）证明　连结ＡＦ、ＢＦ，
由已知△ＢＣＤ和△ＡＣＤ均为正三角形，

Ｅ、Ｆ分别为ＡＢ、ＣＤ的中点，

∴ＡＦ＝ＢＦ，ＥＦ⊥ＡＢ．
同理ＥＦ⊥ＣＤ．
又ＥＦ与ＡＢ、ＣＤ都相交，
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∴ＥＦ为异面直线ＡＢ、ＣＤ的公垂线．
（２）解　∵空间四边形各边及对角线ＡＣ、ＢＤ 的长均为

ａ，

∴ＡＦ＝ＢＦ＝槡３
２ａ，而ＡＥ＝１

２ａ，

∴在Ｒｔ△ＡＥＦ中，ＥＦ＝ ＡＦ２－ＡＥ槡 ２＝槡２
２ａ．

∴异面直线ＡＢ和ＣＤ 的距离为槡２２ａ．

１．空间两直线的位置关系的判定．
（１）相交直线：共面，有且仅有一个公共点．
（２）平行直线：共面，没有公共点．
（３）异面直线：不同在任何一个平面内，没有公共点．
注：①空间两直线位置关系共有三种，不是其中的某两

个，必是第三个．
②异面直线的定义不能简单概括成“不共面，没有公共

点”，一定要强调“任何一个”．如图９ ２ ７所示ａα，ｂβ，ａ
与ｂ不共面，且ａ与ｂ没有公共点，但ａ与ｂ却不是异面直
线，因为可以找到一个平面包含ａ、ｂ两条直线．

图９ ２ ７

２．异面直线的图示方法和识图．
画异面直线时，为了充分显示出它们既不平行又不相交

的特点，即不共面的特点，常常需要以辅助平面作为衬托，以
加强直观性．若画成如图９ ２ ８（ｂ）的情形，就分不开了．

图９ ２ ８

画平面衬托时，通常画成图９ ２ ９中所示情况．

图９ ２ ９

直线ａ、ｂ相交于点Ａ，记作ａ∩ｂ＝Ａ．
３．直线平行的证明．
（１）公理４：如ａ∥ｃ，ｂ∥ｃ，则ａ∥ｂ．
（２）等角定理：如∠ＡＢＣ与∠Ａ１Ｂ１Ｃ１ 的边ＡＢ∥Ａ１Ｂ１，

ＢＣ∥Ｂ１Ｃ１ 且方向相同，则∠ＡＢＣ＝∠Ａ１Ｂ１Ｃ１．
（３）推论：如果两条相交直线和另两条相交直线分别平

行，那么这两组直线所成的锐角（或直角）相等．
注：①把握空间两条直线的平行关系是从平面观点到空

间观点的升华．
②到目前为止必须掌握两种办法判定两直线平行：一是

在同一平面内判定它们不相交；二是在空间内寻找与两已知
直线都平行的直线．

③平行公理和等角定理告诉我们，空间的线段和角，经
过平移后，线段的长度和角度的大小都不变．

（４）平面几何中，平行公理是适用的，而在空间中以公理
形式说明平行公理同样适用．说明初中的平面几何知识在空
间中的同一平面内同样适用．而不在同一平面内，平面几何
知识的扩展必通过证明才能应用．

（５）空间等角定理是平面几何等角定理的推广，对平面
图形同样成立．证明是利用三角形全等来证明的，三角形全
等或相似在空间中也是完全成立的，但关于平面图形成立的
结论，对于立体图形并非仍然成立，须经证明．

４．异面直线的判定方法．
（１）定义法：不同在任一平面内的两条直线．
（２）定理法：过平面外一点与平面内一点的直线，和平面

内不经过该点的直线是异面直线．
（３）推论法：一条异面直线上两点与另一条异面直线上

两点所连成的两条直线为异面直线．
注：①判定两直线为异面直线的常用办法是排除法，核

心思想是反证．
②反证法是证明立体几何问题的一种重要方法，证明步

骤有三步：一是提出与结论相反的假设；二是由此假设推出
与已知条件或某一公理、定理或某一已被证明是正确的命题
相矛盾的结果；三是推翻假设，从而肯定与假设相反的结论，
即命题的结论．

③定理法的内容，虽然教材中没有用黑体字标出，但它
的重要性却显而易见．它不仅再次从理论和实践的角度给出
反证法证明的思想和方法，而且它所揭示的这一异面直线判
定方法又可简单概括成“两点一线一面”判定法．

④推论的几何模型如图９ ２ １０所示，若ＡＢ、ＣＤ 为两
异面直线，则ＡＣ、ＢＤ或ＡＤ、ＢＣ也为异面直线．其证明只要
用反证法即可．

图９ ２ １０

５．求异面直线所成的角．
（１）两条异面直线所成的角是非常重要的知识点，是每

年高考的必考内容，要求牢固掌握两条异面直线所成的角的
定义和两条异面直线互相垂直的概念，两条异面直线所成的
角是刻画两条异面直线相对位置的一个量，是通过转化为相



９　　　　

交直线所成角来解决的，这里我们要注意：两条异面直线所
成的角θ的范围是０°＜θ≤９０°，当θ＝９０°时，这两条异面直线
互相垂直，两条异面直线互相垂直一定没有垂足；求两条异
面直线所成角的关键是作出异面直线所成的角，作两条异面
直线所成角的方法是：将其中一条平移到某个位置使其与另
一条相交或是将两条异面直线同时平移到某个位置使它们

相交．值得注意的是：平移后相交所得的角必须容易算出，因
此平移时要求选择恰当位置．

（２）对异面直线所成角的理解．
①两条异面直线所成的角，是借用平面几何中的角的概

念予以定义的，是研究空间两条直线的基础．
例１　如图９ ２ １１，已知在空间四边形ＡＢＣＤ 中，Ｍ、

Ｎ 分别为ＡＣ、ＢＤ的中点．试找出ＭＮ 与ＡＢ、ＣＤ所成的角．

图９ ２ １１

分析　由于空间中点的选取与异面直线所成的角无关，
因此，在找的过程中，我们往往找一些特殊的点．题目当中

Ｍ、Ｎ 分别为边ＡＣ、ＢＤ的中点，所以可以从这一特性出发考
虑，找出异面直线ＭＮ 与ＡＢ、ＣＤ所成的角．
解　取ＢＣ的中点Ｅ，连结ＭＥ、ＮＥ，

∴ＭＥ∥ＡＢ，ＮＥ∥ＣＤ，
从而ＭＮ 与ＡＢ、ＣＤ 所成的角等于ＭＮ 与ＭＥ、ＮＥ所

成的角．
②“等角定理”为两条异面直线所成的角的定义提供了

可能性与惟一性，即过空间任一点，引两条直线分别平行于
两条异面直线，它们所成的锐角（或直角）都是相等的，而与
所取点的位置无关．
例２　如图９ ２ １２在正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，

求异面直线ＡＣ与Ｂ１Ｃ１ 所成的角．

图９ ２ １２

解　∵过点Ｃ的直线ＢＣ∥Ｂ１Ｃ１，

∴异面直线ＡＣ与Ｂ１Ｃ１ 所成的角，即为相交直线ＡＣ与

ＢＣ所成的角，并且易知ＡＣ与ＢＣ 所成的角为４５°．因此，也
可知异面直线ＡＣ与Ｂ１Ｃ１ 所成的角为４５°．
另外，∵过点Ｃ１ 的直线Ａ１Ｃ１∥ＡＣ，∴异面直线ＡＣ与

Ｂ１Ｃ１ 所成的角，即为相交直线Ａ１Ｃ１ 与Ｂ１Ｃ１ 所成的角，并且
易知Ａ１Ｃ１ 与Ｂ１Ｃ１ 所成的角为４５°，因此，可知异面直线ＡＣ
与Ｂ１Ｃ１ 所成的角为４５°．

③若两条异面直线所成的角为直角，就说这两条异面直
线互相垂直．

例３　在图９ ２ １２中，求异面直线Ａ１Ｂ１ 与ＢＣ所成的
角．
分析　异面直线Ａ１Ｂ１ 与ＢＣ所成的角，即为相交直线

ＡＢ与ＢＣ 所成的角．
解　∵ＡＢ与ＢＣ 所成的角为９０°，

∴异面直线Ａ１Ｂ１ 与ＢＣ所成的角也为９０°，此时，我们
就说异面直线Ａ１Ｂ１ 与ＢＣ是相互垂直的．
反之，若两条异面直线是相互垂直的，我们也可以说这

两条异面直线所成的角为９０°．
另外，我们还可以发现，在空间中说两条直线垂直，它们

可以是相交直线，如图中的ＡＢ⊥ＢＣ，但也可能是异面垂直，
如图中的Ａ１Ｂ１⊥ＢＣ．

（３）求异面直线所成角的一般步骤是：

①选择适当的点，平移异面直线中的一条或两条成为相
交直线．这里的点通常选择特殊位置的点，如线段的中点或
端点，也可以是异面直线中某一条上的特殊点．

②求相交直线所成的锐角（或直角）．通常在三角形中，
计算这个角的大小．

（４）构造异面直线所成的角有如下几种常用方法：

①过一条异面直线上的已知点，作另一条直线的平行
线，使异面直线所成的角成为相交直线的交角；

②当异面直线依附于某几何体，且直接过异面直线上的
点平移直线有困难时，利用该几何体中的特殊点，将两条异
面直线分别平移相交于该点；

③通过构造辅助平面、辅助几何体来平移直线．但应注
意：若用余弦定理求出ｃｏｓα＜０（α是平移后相交直线的交
角），则异面直线所成的角应为π－α．

６．异面直线的公垂线和距离的探求技巧．
（１）异面直线的公垂线确定的方法：既相交又垂直，即证

明该直线与两条异面直线均相交且都垂直，而切不可望文生
义，证明都垂直了事．

（２）异面直线间的距离的探求只须掌握给出公垂线的异
面直线间距离的探求，不必研究复杂的问题，如果遇到未给
出公垂线的问题，探求时可采用函数最值法（因为异面直线
的距离是异面直线上任意两点间距离的最小值）或转化法
（转化为后面将要研究的点面、线面、面面距离求解）．

①求线段的长度一般要把该线段放到一个三角形中去
求解，尤其是放到特殊三角形中去求解，如直角三角形，等腰
三角形等．

②如图９ ２ １３，在正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，连结

Ａ１Ｃ１、Ａ１Ｂ、Ａ１Ｄ、ＢＤ、ＤＣ１、ＢＣ１，则由这六条面对角线构成一
空间正四面体．

图９ ２ １３

∵Ａ１Ｃ１＝Ａ１Ｂ＝Ａ１Ｄ＝ＢＤ＝ＤＣ１＝ＢＣ１，

∴该四面体为一空间正四面体．
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该正四面体对棱之间的距离，其本质上是该正四面体所
在的正方体的棱长，也就是说，对边中点的连线即为正方体
对面中心的连线，即为对棱所在异面直线的公垂线段．

１若ａ、ｂ是异面直线，ｂ、ｃ是异面直线，则ａ、ｃ的位置关
系不可能是 （　　）

Ａ．相交直线　　　　　Ｂ．平行直线

Ｃ．异面直线　　　　　Ｄ．以上结论都不对

２已知异面直线ａ、ｂ满足条件：ａα，ｂβ，α∩β＝ｌ．则ｌ
必定 （　　）

Ａ．分别与ａ、ｂ相交

Ｂ．与ａ、ｂ都不相交

Ｃ．至多与ａ、ｂ中的一条相交

Ｄ．至少与ａ、ｂ中的一条相交

３分别和两条异面直线都相交的两直线一定是 （　　）

Ａ异面直线 Ｂ相交直线

Ｃ不相交直线 Ｄ不平行直线

４Ａ 是 △ＢＣＤ 所 在 平 面 外 一 点，Ｍ、Ｎ、Ｐ 分 别 是

△ＡＢＣ、△ＡＣＤ、△ＡＢＤ的重心，且Ｓ△ＢＣＤ ＝９，则△ＭＮＰ的
面积为　　　．

５如图９ ２ １４，ＡＢ、ＣＤ 是两条异面直线，且ＢＤ 与

ＡＢ、ＣＤ都垂直，ＡＢ＝ＣＤ，Ｍ 是ＢＤ 的中点，Ｎ 是ＡＣ 的中
点．

（１）求证：ＭＮ⊥ＡＣ；
（２）当ＡＢ＝ＣＤ＝ａ，ＢＤ＝ｂ，ＡＣ＝ｃ时，求ＭＮ 的长．

图９ ２ １４

１已知异面直线ａ、ｂ所成角为５０°，Ｐ为空间一定点，则
过点Ｐ且与ａ、ｂ所成角都是３０°的直线有且仅有 （　　）

Ａ．１条　　　　　　　　　　　Ｂ．２条

Ｃ．３条　　 Ｄ．４条

２在正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，过顶点在正方体的
面内可以作　　　条表面的对角线与直线ＢＣ１ 成６０°角

（　　）

Ａ４　　　　　　　 Ｂ６
Ｃ８　　　　　　　 Ｄ１０
３如图９ ２ １５是正方体的平面展开图，在这个正方
体中：①ＢＭ 与ＥＤ 平行；②ＣＮ 与ＢＥ 是异面直线；③ＣＮ 与

ＢＭ 成６０°角；④ＤＭ 与ＢＮ 垂直，以上四个命题中，正确命题
的序号是 （　　）

图９ ２ １５

Ａ①②③ Ｂ②④
Ｃ③④ Ｄ②③④
４．如图９ ２ １６所示，在长方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，
与Ａ１Ｂ 异 面 的 棱 有 　　　　 条，与 Ａ１Ｃ 异 面 的 棱 有

　　　　条．

图９ ２ １６

５．已知Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ 分别是空间四边形ＡＢＣＤ 的四条边

ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ的中点，若对角线ＡＣ＝４，ＢＤ＝６，则ＥＧ２＋
ＨＦ２＝　　　　．

６．如图９ ２ １７，已知直四棱柱ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，

ＡＡ１＝２，底面ＡＢＣＤ 是直角梯形，∠Ａ 为直角，ＡＢ∥ＣＤ，

ＡＢ＝４，ＡＤ＝２，ＤＣ＝１，求异面直线ＢＣ１ 与ＤＣ所成角的大
小．（结果用反三角函数值表示）

图９ ２ １７



１１　　　

１．（２００６年辽宁卷）给出下列命题：

①垂直于同一直线的两条直线互相平行；②垂直于同一
平面的两个平面互相平行；③若直线ｌ１，ｌ２ 与同一平面所成

的角相等，则ｌ１，ｌ２ 互相平行；④若直线ｌ１，ｌ２ 是异面直线，则
与ｌ１，ｌ２ 都相交的两条直线是异面直线．
其中假命题的个数是 （　　）

Ａ．１个　　　　　　　　　 Ｂ．２个

Ｃ．３个　　　　　　　　　　 Ｄ．４个

２．（２００６年北京卷·文）设Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 是空间四个不同
的点，在下列命题中，不正确的是 （　　）

Ａ．若ＡＣ与ＢＤ 共面，则ＣＤ与ＢＣ 共面

Ｂ．若ＡＣ与ＢＤ 是异面直线，则ＡＤ与ＢＣ是异面直线

Ｃ．若ＡＢ＝ＡＣ，ＤＢ＝ＤＣ，则ＡＤ＝ＢＣ
Ｄ．若ＡＢ＝ＡＣ，ＤＢ＝ＤＣ，则ＡＤ⊥ＢＣ
３．（２００６年重庆卷）对于任意的直线ｌ与平面α，在平面α
内必有直线ｍ，使ｍ与ｌ （　　）

Ａ．平行　　　　　　　　　 Ｂ．相交

Ｃ．垂直　　　　　　　　　　 Ｄ．互为异面直线

４．在正方体Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１—ＡＢＣＤ中棱长为ａ，求异面直线

Ｂ１Ｄ１ 和Ｃ１Ａ所成的角．

９．３　直线与平面平行的判定和性质

１直线与平面的位置关系有哪些？
提示　有平行、相交、直线在平面内．
２叙述线面平行的判定定理和线面平行的性质定理．
提示　判定定理：如果平面外一条直线和这个平面内的

一条直线平行，那么这条直线和这个平面平行．
（注：数学符号语言形式ｌα，ｍα，ｌ∥ｍｌ∥α）
性质定理：如果一条直线和一个平面平行，经过这条直

线的平面和这个平面相交，那么这条直线和交线平行．

１．直线和平面的位置关系．
（１）直线和平面位置关系可按公共点个数分类：

无公共点平行
惟一公共点相交
无数个公共点直线在平面内
（２）证明直线在平面内并不用“有无数公共点”，而应用

公理１，两个公共点即可．
（３）注意图形示意直线与平面的三种位置关系，同时对

符号语言的表示亦要熟练把握．
２．直线和平面平行的判定定理可简述为“线线平行，则
线面平行”，可以用符号表示为：ａ∥ｂ，ａα，ｂαａ∥α．用该
定理判断直线ａ与平面α平行时，必须具备三个条件：

（１）直线ａ在平面α外，即ａα．
（２）直线ｂ在平面α内，即ｂα．
（３）两条直线ａ、ｂ平行，即ａ∥ｂ．
这三个条件缺一不可，缺少其中任何一条，则结论就不

一定成立了．
直线和平面平行的判定，是将其转化为直线与直线的平

行关系的判定，也就是说，要证明一条直线和一个平面平行，
只要在平面内找出一条直线与已知直线平行即可．

３．直线和平面平行的性质定理可简述为：“若线面平行，
则线线平行．”可以用符号表示为：若ａ∥α，ａβ，α∩β＝ｂ，则

ａ∥ｂ，这个性质定理可以看作直线与直线平行的判定定理，
用该定理判断直线ａ与ｂ平行时，必须具备三个条件：

（１）直线ａ和平面α平行，即ａ∥α．
（２）平面α和β相交，即α∩β＝ｂ．
（３）直线ａ在平面β内，即ａβ．
三者缺一不可．在应用这个定理时，要防止“一条直线平

行于一个平面，就平行于这个平面内的一切直线”的错误．
４．理解直线和平面的位置关系是基础，掌握直线和平面
平行的判定、性质是重点，对判定定理、性质定理要从文字语
言、符号语言、图形语言等诸方面准确理解、相互补充、熟练
掌握．通过线线平行、线面平行之间的相互转化，达到和谐的
统一．这是最基本、最常见也是最重要的题型．

１．线面平行问题
例１　已知空间四边形ＡＢＣＤ，Ｍ、Ｎ 分别是△ＡＢＣ和

△ＡＣＤ的重心．
求证：ＢＤ∥平面ＣＭＮ．
分析　借助平行公理，间接去寻找与ＢＤ平行的直线．
证明　如图９ ３ １，连结ＡＭ、ＡＮ 并延长交ＢＣ、ＣＤ于

点Ｅ、Ｆ，

图９ ３ １
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