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编写说明

全国小学生数学奥林匹克竞赛是当前我国在小学生中开展

素质教育的最高层次的学科知识竞赛。它注重能力的考核，内

容广泛，命题新颖，思路开阔，对学生创新能力的培养和发散

思维的训练具有极强的指导作用。近几年的全国各省市小学数

学奥赛试题，都强调了紧扣新课标要求，与小学数学教学内容

相结合的命题特点。因此掌握奥数试题的解题思路和答题技

巧，不但对参加奥数、奥赛学有余力的同学培养冲刺竞赛奖牌

的能力很有帮助，就是对一般学生补充深化课本知识、开拓思

维也大有裨益。

为此我们编写了这套《奥赛典型题举一反三》丛书，本

书具有以下特点：

1. 权威性

丛书总主编单墫为国家著名奥赛教练员，南京师范大学教

授，博士生导师。曾任国家数学奥赛教练组组长，中国数学奥

林匹克代表队领队。全书所有参加编写的人员都是国家、省级

奥赛优秀教练员，有着丰富的奥赛指导经验和奥赛图书编写经

验，它们指导的学生在各种竞赛中都取得了优异的成绩。

2. 系统性

本书不同于一般的竞赛试题汇编和单纯的方法讲解，而是

将所学内容按竞赛中常见的典型题归纳整理，由浅入深、循序

渐进。读者通过对典型题的学习，举一反三即可系统掌握所学

内容。



3. 全面性

（1）能力培养全。本书对学生的思维能力、实验能力、

观察检测能力、想象能力、自学能力等多方面能力进行培养训

练，全面开发学生智力。（2）题型收录全。本书类型齐全，

覆盖面广，全书悉数收入数学奥赛的热点题、开放题、经典

题、与 STS联系题，以拓宽学生视野，开拓学生思路。（3）

解答提示全。本书不但对精选的典型例题有详尽的分析解答，

对一般习题也有详尽的解答提示，便于学生自学、自测。

4. 实用性

本书各章节编排与小学教学内容同步，编排科学、体例新

颖。全书均设有（1）知识·规律·方法。归纳知识要点，总

结一般规律，提炼基本方法。（2）范例·解析·拓展。精选

典型范例，深入分析讲解，纵向思维拓展。（3）检测·反
馈·应用。选编一定量的与本章内容密切相关、难度适中、有

较好区分度的习题，检测知识掌握情况，提高解题能力。（4）

思路·点拨·详解。为师、生讲解练习之用，附详细解题过

程，点拨思路、指导方法，每份试题实际上就是名师的辅导。

书后所附的模拟试卷是在认真研究了近几年全国数学奥赛试题

的指导思想、命题特点、题型配置的基础上精心设计的，供学

生在复习训练结束时自我检测。

限于我们的水平，书中疏漏之处恐难避免，恳请各位

读者批评批正。

编 者
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第一单元 同余问题

1. 知识前提。

（1）整除：如果整数 a 除以自然数 b，所得的商恰好是整数而没有余

数（余数为 0），我们就称 a 能被 b整除或 b能整除 a。

（2）乘方的意义：求 n 个相同因数的乘积的运算，叫做乘方，乘方的结

果叫做幂。n个相同因数 a 相乘，即 a·a⋯{ a
n个a
，记做 an。其中 a 叫做底，n

叫做指数，an 读做 a 的 n次方。

（3）幂的运算法则：

①同底数的幂相乘，底数不变，指数相加。即
a m·a n = a m + n。

②幂的乘方，底数不变，指数相乘。即
（a n）m = a mn。

③积的乘方，等于把积的每一个因数分别乘方，再把所得的幂相乘。
即（ab）n = a n·bn。

2. 同余。

如果两个整数 a、b除以同一个自然数 m所得的余数相同，那么就说
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a、b对于 m是同余的，记为 a = h（modm）。我们把 m称为模。如果 a、b

对于 m是同余的，那么 a 与 b的差能被 m整除；反之，如果 a 与 b的差能

被 m整除，那么 a、b对于 m是同余的。

3. 规律、方法应用。

（1）反身性规律：a 和 a 对于 m同余。

（2）对称性规律：a 和 b对于 m同余，那么 b和 a 对于 m同余。

（3）传递性规律：如果 a 和 b对于 m同余，b和 c对于 m同余，那么 a

和 c对于 m同余。

（4）同余的加减法、乘法规律：如果 a 和 b对于 m同余，c和 d 对于 m

同余，那么 a + c和 b + d，a - c和 b - d，ac和 bd对于 m同余。

（5）同余的乘方规律：如果 a 和 b对于 m同余，那么 a n 和 bn 也对于

m同余。

（6）同余的连加规律：a1 和 b1 对于 m同余，a2 和 b2 对于 m同余，a3 和

b3 对于 m同余⋯⋯an 和 bn 对于 m同余，那么 a1 + a2 + a3 +⋯ + an 和 b1 +

b2 + b3 +⋯ + bn 也对于 m同余。

例 1 有一个不等于 1 的整数，它除 300，262，205 得到的余数相同，

这个整数是多少？

解析 由于同一个数去除 300，262，205 得到的余数相同，因此所求

的整数一定能整除 300，262，205 两两相减的差。300 - 262 = 38 = 2 × 19，

262 - 205 = 57 = 3 × 19，300 - 205 = 95 = 5 × 19，这些差的公约数 19 就是

所求的整数。

拓展一 如果某数除 492，2241，3195 都余 15，那么这个数是几？

答案提示 因为 492 - 15 = 477 = 3 × 3 × 53，2241 - 15 = 2226 = 2 ×

3 × 7 × 53，3195 - 15 = 3180 = 2 × 2 × 3 × 5 × 53，相同的因数是 3 和 53，3

比 15 小，所以这个整数是 53 或 53 × 3 = 159。
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拓展二 自然数 16520，14903，14177 除以 m的余数相同，m的最大

值是多少？

答案提示 因为 16520、14903、14177 对于 m同余，所以这三个数两

两相减的差对于 m也同余，

14903 - 14177 = 726 = 2 × 3 × 11 × 11

16520 - 14903 = 1617 = 3 × 7 × 7 × 11

16520 - 14177 = 2343 = 3 × 11 × 71

比较上面三个差的质因数，可以发现，m应该是这些差共有的质因数

的积，所以 m的最大值为 3 × 11 = 33。

拓展三 若 2836，4582，5164，6522 这 4 个数被同一个数相除，所得

的余数相同且为两位数，则除数和余数的和为多少？

答案提示 设除数为 A。因为 2836，4582，5164，6522 除以 A的余数

相同，所以它们两两之差必能被 A整除。又因为余数是两位数，所以 A至

少是两位数：

4582 - 2836 = 1746，

5164 - 4582 = 582，

6522 - 5164 = 1358。

因为（1746，582，1358）=194，所以 A是 194大于 10的约数，194的大于

10的约数只有 97和 194，如果 A=194，2836 ÷ 194 = 14⋯⋯120，余数不是两

位数，与题意不符；如果 A是 97，经检验，余数都是 23，符合题意；因此除数

与余数的和为 97 +23 =120。

例 2 求 2003 × 59 除以 7 的余数。

解析 因为 2003 除以 7 的余数是 1，59 除以 7 的余数是 3，根据 2003

× 59 除以 7 的余数应该与 2003、59 分别除以 7 的余数的积再除以 7 的余

数相同，因为两个余数 1 × 3 = 3，3 除以 7 的余数仍为 3，所以2003 × 59除

以 7 的余数也是 3。

拓展一 求 1871 × 253 × 1594 除以 13 的余数。

答案提示 1871 除以 13 的余数是 12，253 除以 13 的余数是 6，1594
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除以 13 的余数是 8，所以 1871 × 253 × 1594 除以 13 的余数与 12 × 6 × 8

除以 13 的余数相同。12 × 6 × 8 = 12 × 48，12 除以 13 的余数是 12，48 除

以 13 的余数是 9，所以 12 × 6 × 8 除以 13 的余数与 12 × 9 除以 13 的余数

相同。12 × 9 = 108 除以 13 的余数是 4，由此可知，1871 × 253 × 1594 的乘

积除以 13 的余数也是 4。

拓展二 求 2814 × 323 + 3875 × 2413 - 289 × 786 除以 11 的余数。

答案提示 2814 除以 11 的余数是 9，323 除以 11 的余数是 4，3875

除以 11 的余数是 3，2413 除以 11 的余数是 4，289 除以 11 的余数是 3，

786 除以 11 的余数是 5，因此，2814 × 323 + 3875 × 2413 - 289 × 786 除以

11 的余数与 9 × 4 + 3 × 4 - 3 × 5 = 33 除以 11 的余数相同。而 33 除以 11

的余数是 0（正好整除），所以 2814 × 323 + 3875 × 2413 - 289 × 786 除以

11 的余数也是 0。

拓展三 求 11 + 22 + 33 + 44 + 55 + 66 + 77 + 88 + 99 的结果除以 3 的

余数。

答案提示 （1）3 的倍数的任何次方（0 除外）除以 3 的余数都为 0，

由此可知，33 + 66 + 99 除以 3 的余数为 0；

（2）不是 3的倍数的偶次方除以 3的余数为 1，可知 22、44、88 分别除以

3的余数都是 1；

（3）剩下的 11 除以 3 余 1；55 与 25 对于 3 同余，它们除以 3 余 2；77

与 17 对于 3 同余，它们除以 3 余 1。

因为（1 +1 +1 + 2 + 1 + 1）除以 3 的余数是 1，所以 11 + 22 + 33 + 44 +

55 +77 +88 +99除以 3的余数也是 1。

拓展四 把 1 至 2002 这 2002 个自然数依次写下来，得到一个多位

数 A= 1234⋯200020012002，试求 A除以 9 的余数

答案提示 因为一个数除以 9 的余数与这个数的各位数字之和除以

9 的余数相同，所以

A≡1 + 2 + 3 +⋯ + 7 + 8 + 9 +（1 + 0）+（1 + 1）+⋯ +（2 + 0 + 0 +

0）+（2 + 0 + 0 + 1）+（2 + 0 + 0 + 2）

≡1 + 2 + 3 +⋯ + 2001 + 2002

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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≡1001 × 2003

≡（1 + 0 + 0 + 1）×（2 + 0 + 0 + 3）≡1（ mod9）

所以 A除以 9 的余数为 1。

例 3 10100被 7 除的余数是多少？

解析 10 和 3 对于 7 同余，故 102 和 32 对于 7 同余。由于 32 = 9 和

2 对于 7 同余，102 和 2 对于 7 同余，因此（102）3 和 23 对于 7 同余，得 106

和 8 和 1 对于 7 同余。

由于 100 = 96 + 4。因此（106）16和 116对于 7 同余，得 1096和 1 对于 7

同余。

又由于（102）2 和 22 对于 7 同余，即 104 和 4 对于 7 同余。

所以 1096 × 104和 1 × 4 对于 7 同余，也就是 10100和 4 对于 7 同余。

由此可知，10100被 7 除的余数是 4。

拓展一 21000除以 13 的余数是多少？

答案提示 24和 3 对于 13 同余，考虑到被除数要大于除数 13，所以

（24）3和 33对于 13 同余，也就是 212、27、1 对于 13 同余。

又因为 1000 =12 ×83 +4，所以（212）83和 183对于 13同余，即 2996和 1对

于 13同余。

由于 24和 3 对于 13 同余，得到 2996 × 24和 1 × 3 对于 13 同余，也就是

21000和 3 对于 13 同余。

综上所述，21000除以 13 的余数是 3。

拓展二 今天是星期日，过 21991天是星期几？

答案提示 因为一星期是 7 天，这道题相当于求 21991除以 7 的余数

是多少。

因为 23和 1 对于 7 同余，1991 = 3 × 663 + 2，所以（23）663和 1663对于 7

同余，也就是 21989和 1 对于 7 同余。

又因为 22和 4 对于 7 同余，所以 21989 × 22和 1 × 4 对于 7 同余，即 21991

和 4 对于 7 同余。

由此可知，21991除以 7 的余数是 4，所以说，再过 21991天是星期四。

拓展三 求 7355的末两位数是多少？
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答案提示 因为 73和 43 对于 100 同余，76、432和 49 对于 100 同余，

这样 712、492和 1 对于 100 也同余。而 355 = 12 × 29 + 7，所以（712）29和 129

对于 100 同余，77、49 × 7 和 43 对于 100 同余。由此可知，7355 =［（712）29

·77］和 1 × 43 = 43 对于 100 也同余，所以 7355的末两位数是 43。

拓展四 （1）2005 年全年有几个星期日？全年有几个月有五个星

期日？（2005 年 1 月 1 日是星期六） （2）2008 年全年有几个星期日？

全年有几个月有五个星期日？（2008 年 1 月 1 日是星期二）

答案提示 平年一年是 365 天，闰年一年是 366 天，2005 年是平年，

2008 年是闰年。从某一天算起，到某两天的天数被 7 除，如果同余的话，

那两天的星期几是一样的，即星期几是一个被 7 除同余的问题。

（1）2005 年 1 月 1 日是星期六，365 = 7 × 52 + 1。所以 2005 年 12 月

31 日也是星期六，所以 2005 年共 52 个星期日，又每月天数 n 满足

28≤n≤31，故 n = 7 × 4 + r（r = 0，1，2，3），即每月有 4 个整星期又多几天，

所以每月星期日的个数为 4 或 5，现52 = 4 × 12 + 4，所以 2005 年有 4 个月

有五个星期日。

（2）2008 年是闰年，共 366 天，2008 年 1 月 1 日是星期二，故由 366 =

7 × 52 + 2，及 52 = 4 × 12 + 4。2008 年有 52 个星期日，其中有 3 个月有五

个星期日。

一、选择题

1.已知 69，90，125 被 N除余数相同，求 81 被 N除的余数是（ ）。

A. 4 B. 7 C. 5 D. 2

2. 1991 和 1769 除以某一个自然数 n，余数分别为 2 和 1，n 的最小值

是（ ）。

A. 23 B. 13 C. 17 D. 18

3. 16 × 17 × 37 × 38 除以 13 的余数是（ ）。

A. 12 B. 11 C. 9 D. 7
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4. 19991999除以 3 所得的余数是（ ）。

A. 1 B. 2 C. 0 D. 3

5.今天是星期二，再过 992002天是星期（ ）。

A.三 B.四 C.五 D.六

6. 19981999的个位数字是（ ）。

A. 3 B. 2 C. 4 D. 6

7. 111997 × 13995 × 171025的个位数字是（ ）。

A. 3 B. 1 C. 9 D. 6

8. 350 + 451 + 552 + 753的个位数字是（ ）。

A. 3 B. 1 C. 9 D. 5

9.在小于 2002的自然数中，被 18及 33除余数相同的数有（ ）个。

A. 17 B. 198 C. 34 D. 51

10.一个三位数，它的29倍加上5能被2002整除，这个三位数是（ ）。

A. 345 B. 121 C. 150 D. 267

11.一个整数乘以 13 后，积的最后三位数是 123，这样的整数最

小是（ ）。

A. 157 B. 253 C. 942 D. 471

12.用 1，9，8，8 这四个数能排出（ ）个被 11 除余 8 的四位数。

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6

13. 71427 × 19 的积被 7 除的余数是（ ）。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 5

二、解答题

14.试证明：111111 + 112112 + 113113能被 10 整除。

15.求乘积 34 × 37 × 41 × 43 除以 13 所得的余数。

16.今天是星期五，再过 365364天是星期几？

17.求 39791234除以 39 所得的余数。

18.求 1999323 + 3231999的个位数字。

19. 13113 + 13214 + 13315除以 13 余几？

20.试证明：31990 + 41990是 5 的倍数。

21. 70 个数排成一行，除了两头的两个数以外，每个数的三倍恰好等
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于它两边两个数的和。这一行最左边的几个数是这样的：0，1，3，

8，21，⋯，问最右边的一个数被 6 除余几？

22. 2002 年全年有几个星期日？全年有几个月有 5 个星期日？

（2002 年 1 月 1 日是星期二）

23.某年的 10 月有五个星期六，4 个星期日，这年的 10 月 1 日是星期

几？

24.甲、乙两人轮流报数，必须报不大于 2 的自然数（零除外），把两人

报出的数依次加起来，谁报数后加起来的数是 20，谁就获胜，如

甲要取胜，是先报还是后报？报几？以后怎样报？

25.设 A是一个有 35 位循环节的循环小数 A = 0. a
·

1 a2 a3⋯a
·

35，把 A

的所有奇数位画去，得到一个新的无限小数：A1 = 0. a2 a4 a6 a8⋯再

把 A1 的所有奇数位画去，得到一个新的无限小数：A2 =

0. a4 a8 a n⋯如此继续下去，能否仍得到原来的循环小数？

1. A。因为 69，90，125 被 N除余数相同，所以 90 和 69 对于 N同余，

125 和 90 对于 N同余。因此，90 - 69 能被 N整除，125 - 90 能被

N整除，也就是 N能分别整除 21 和 35，这说明 N是 21 和 35 的公

约数，所以 N是 7。因此 81 被 N除余数是 4。

2. B。1991 - 2 = 1989 能被 n 整除，同样 1769 - 1 = 1768 也能被这个

数 n整除。所以 n 是 1989 和 1768 的最大公约数的约数，且应该

大于 2。

而 1989 和 1768 的最大公约数是 13 × 17，所以 n的最小值是 13。

3. B。因为 16≡3（mod13），17≡4（mod13），37≡11（mod13），38≡
12（mod13），所以 16 × 17 × 37 × 38 ≡3 × 4 × 11 × 12 = 1584 ≡
11（mod13）。

4. A。1999≡1（mod3），故 19991999≡11999≡1（mod3）。

5. A。99≡1（mod7），故 992002天≡12002≡1（mod7），所以再过 992002是
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星期三。

6. B。1999 = 4 × 499 + 3，故 19981999的个位数字与 19983的个位数字

相同，为 2。

7. C。1997 = 4 × 499 + 1，995 = 4 × 248 + 3，1025 = 4 × 256 + 1，所以

111997 × 13995 × 171025的个位数字与 11 × 133 × 17 的个位数字相同，

为 9。

8. D。因为 350 ≡32 ≡9（mod10），451 ≡43 ≡4（mod10），552 ≡54 ≡
5（mod10），753≡71≡7（mod10）。所以 350 + 451 + 552 + 753的个位数

字与 9 + 4 + 5 + 7 的个位数字相同，为 5。

9. B。［18. 33］=198，2002 =198 × 10 + 22。被 18 及 33 除余数相同的

数有 0，1，2，⋯，17，198，198 + 1，⋯，198 + 17，198 × 2，198 × 2 + 1，⋯，

198 ×2 +17，⋯，198 ×10，198 × 10 + 1，⋯，198 × 10 + 17，共有 18 × 11

=198个。

10. A。设这个三位数为 x，则 2002 |（29x +5）为整数，故可设 29x + 5 =

2002y。因为 2002≡1（mod29），所以 y≡5（mod29）。又 100≤x <

999，2905≤2002y <38976，2≤y≤14。因此 y = 5，x =
2002 ×5 - 5

29
=

345。

11. D。设所求整数为 x，则 13x = 1000y + 123，其中 y 为整数。因为

1000≡12（mod13），123≡6（mod13），所以 0≡12y + 6（mod13），y≡
y +（12y +6）≡6（mod13），y最小是 6，从而 x是（1000 × 6 + 123）÷

13 =471。

12. B。1 + 9 + 8 + 8 = 26，即奇数位数字和 +偶数位数字和 = 26，而奇

数位数字和 - 偶数位数字和 = 8。故奇数位数字和 = 17，偶数位

数字和 = 9，故奇数位的两个数字只能是 8 和 9，经试验，符合题意

的结果有 1988，8918，1889，8819 四个。

13. B。71427 被 7 除余 6，19 被 7 除余 5。5 × 6 = 30，30 被 7 除余 2。

14.显然 111111的个位数字为 1，112112 = 1124 × 27 + 4，又 24的个位数字为

6，则 112112的个位数字为 6。113113 = 1134 × 28 + 1，又 31的个位数字

为 3。则 113113的个位数字为 3。所以 111111 + 112112 + 113113的个

位数字为 1 + 6 + 3 的个位数字，即为 0。故 111111 + 112112 + 113113



A O S H U D I A N X I N G T I J U Y I F A N S A N

能被 10 整除。

15. 2。34 ≡8（mod13），37 ≡11（mod13），41 ≡2（mod13），43 ≡
4（mod13），所以 34 × 37 × 41 × 43 ≡8 × 11 × 2 × 4 = 704 ≡
2（mod13）。所以 34 × 37 × 41 × 43 除以 13 的余数是 2。

16.星期六。365 ≡1（mod7），所以 365364 ≡1（mod7）。所以再过

365364天是星期六。

17.余数是 1。因为 3979 除以 39 的余数是 1，所以 39791234和 11234和

1 对于 39 同余，因此 39791234除以 39 的余数是 1。

18.个位数字是 6。1999323 = 19994 × 80 + 3，而 93的个位数字是 9，3231999

= 3234 × 499 + 3，而 33的个位数字是 7，9 + 7 的个位数字为 6。故所

求的个位数字是 6。

19.余数是 6。因为 13113 +13214 +13315≡113 + 214 + 315 = 1 + 212 × 22 +

312 ×33≡1 +1 ×4 +1 ×1 =6（mod13）。

20. 31990 = 34 × 497 + 2，而 32的个位数字是 9，41990 = 44 × 497 + 2，而 42的个位

数字是 6，9 + 6 = 15，故 31990 + 41990是 5 的倍数。

21.这一列数的每个数被 6 除的余数构成的一列数具有以下的性质：

第一个数是 0，第二个数是 1，从第三个数开始，每一个数等于它的

前面一个数的 3倍减去它的前面的第二个数，然后除以 6 的余数。

这样得到的一列数是：0，1，3，2，3，1，0，5，3，4，3，5，⋯以下开始循

环，因为 70 =5 ×12 +10，所以原来的一列数的第 70 个数除以 6 的

余数等于上面的一列数中的第 10个数，即 4。

22. 2002 年 1 月 1 日是星期二，2002 年有 365 天，365 = 7 × 52 + 1，所

以 2002 年有 52 个星期日，有 5 个星期日的月份有 3 月、9 月、12

月，全年有 3 个月有 5 个星期日。

23.由条件可知，这年的 10 月 31 日为星期六，31 ÷ 7 = 4⋯⋯3，从而

可知这年的 10 月 1 日为星期四。

24. 20 ÷（2 + 1）= 6⋯⋯2，甲要取胜，应该先报 2，以后若乙报 1，甲则

报 2，乙若报 2，甲则报 1，这样，甲必胜。

25.能。由于第一次画去后留下第 2、4、6、8、10⋯⋯位，第二次画去

后留下第 22、2 × 22、3 × 22⋯⋯位，第三次画去后留下第 23、2 ×
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