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第一节 集合的概念及运算

1．集合与元素

集合元素的三个特征：确定性、互异性、无序性．

（1）元素与集合的关系是属于或不属于关系，用符号

∈或∉表示．

（2）集合的表示法：列举法、描述法、Venn图．

（3）常见集合的符号表示

2．集合间的基本关系

A⫋B或B⫌A、∅⊆B、∅⫋B（B≠∅）

3．集合的基本运算

表示

运 算

符号表示

图形表示

数学表

达式

集合的并集

A⋃B

A⋃B =

{ }x||
| x∈ A或
x∈B

集合的

交集

A⋂B

A⋂B =

{ }x||
| x∈ A且
x∈B

集合的补集

若 全 集

为U，则集合A
的补集为∁UA

∁UA=
{ }x||
| x∈U且
x∉ A

4．运算结论

A∩B=A⇔ A⊆B A∪B=B⇔ A⊆B

用这两个结论时一定要注意不要忘记集合A=∅这一特例．

5．概念辨析

注意∅，{ }∅ ，{ }0 的区别：

集合 { }∅ 不是空集，空集是不含任何元素的集合，而

{ }∅ 中有一个元素∅ .集合 { }∅ 与 { }0 的区别是他们的元素

不同，其中 { }∅ 中的元素是 ∅ ， { }0 中的元素是 0，所以

∅∈{ }∅ 同时∅⊆{ }∅ .

【例1】若 a，b∈R，集合{ }1，a + b，a ={ }0， b
a，b .

求 b2012 - a2012 的值．

解: 由 { }1，a + b，a ={ }0， b
a，b 可 知 a≠0 ，

则只能a + b = 0，则有以下对应关系：

ì
í

î

ïï
ïï

a + b = 0
b
a = a

b = 1

①或
ì
í

î

ïï
ïï

a + b = 0
b = a
b
a = 1

②

由①得{a = -1b = 1 符合题意；②无解．

∴ b2012 - a2012 =0.
方法总结：本题考察集合的性质也可经过分析得出

a≠0 ，则只能是 a + b = 0 ，所以 b
a = -1，所以 a = -1，所

以 b = 1 . 综合分析题目能更快捷更准确的得到答案.
【例2】 A ={ }|x y = x2 + 1 ， B ={ }|y y = x2 + 1 ，

C ={ }|（x，y）y = x2 + 1，D ={ }|x y = 2x + 1，1 < y < 2

试求 A⋂B，B⋂C，B⋂D .
解：可知 A ={ }|x y = x2 + 1 =R，

B ={ }|y y = x2 + 1 ={ }|y y≥1 = [ )1， +∞ ，

D ={ }|x y = 2x + 1，1 < y < 2 ={ }|x 0 < x < 1
2 =（0， 1

2），

∴ A⋂B = [ )1， +∞ ，B⋂C =∅， B⋂D =∅ .
【例3】已知集合 A ={x|x2 - 3x - 10≤0}．

（1）若 B⋃ A = A ， B ={ }x|m + 1 x2m - 1 ，求实数 m

的取值范围；

（2）若 B⋂ A = A ， B ={ }x|m - 6 x2m - 1 ，求实数 m

的取值范围；

（3） 是否存在实数 m ，使得 B ={ }x|m - 6 x2m - 1 ，

A =B ？若存在，求出实数 m 的值，若不存在，请说明理由.
解：由 A ={x|x2 - 3x - 10 0}，得 A ={x| - 2  x5}．

（1）若 B =∅，则 2m - 1 <m + 1，即 m < 2 .
此时满足 B⊆ A .
若 B≠∅，

则有
ì
í
î

ï

ï

2m - 1m + 1
m + 1-2
2m - 1 5

，解得 2m3.

综上，知 m 的取值范围是（-∞，3]．
（2）∵ A⊆B ，且 A≠∅，

∴ ì
í
î

ï

ï

2m - 1m - 6
m - 6-2
2m - 1 5

，解得 3m4.

数集

符号

自然

数集

N

正整数集

N+ 或N∗

整数

集

Z

有理

数集

Q

实数

集

R

一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一

一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一

A B
一一一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一一一

A B
一一一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一一一
一一一一一一一一一一一一

∁UA A
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故 m 的取值范围是[3，4]．
（3）不存在，理由如下：

若 A =B ，则必有{2m - 1 = 5
m - 6 = -2，此方程组无解，

即不存在 m 值，使得 A =B .
注：①求范围问题，边界值细分析；②一用 A⊆B 就

要小心 A =∅ .
【例4】已知集合 A＝{x|x2 - 2x - 3≤0，x∈R}，

B＝{x|x2 - 2mx +m2 - 4≤0，x∈R}．

（1）若 A⋂B =[1，3]，求实数 m 的值；

（2）若 A⊆∁RB ，求实数 m 的取值范围．

解： A＝{x| - 1  x3}，B ={x|m - 2 xm + 2} .
（1） ∵ A⋂B = [ ]1，3 ，∴{m - 2 = 1

m + 2 3，得 m = 3.

（2） ∁RB＝{x|x <m - 2或x >m + 2}．

∵ A⊆∁RB，∴m - 2 > 3或m + 2 < -1.

∴m > 5或m < -3.

1．已知 M ={x|x - a = 0}，N ={x|ax - 1 = 0}，若 M⋂N =N，

则实数 a 的值为 （ ）

A．1 B．-1 C．1或-1 D．0或1或-1
2．设全集为 R ，若集合 A ={x||x - 2|≤3} ， B ={x|y =

lg（x - 1）}，则 ∁R（A⋂B）= （ ）

A． {x|1 < x≤5}

B． {x|x≤-1或x > 5}

C． {x|x≤1或x > 5}

D． {x|－1≤ x≤5}

3． 已 知 P ={ }|a a=（1，0） +m（0，1），m∈R ，

Q ={ }|
|b b=（1，1） + n（ - 1，1），n∈R ， 则 P⋂Q =

（ ）

A．{ }（1，1） B．{ }（ - 1，1）

C．{ }（1，0） D．{ }（0，1）

4．在集合 {a，b，c，d}上定义两种运算Å 和Ä 如下：

a b c d

a b c d
b b b b
c b c b
d b d b

a
b
c
d

Å Ä a b c d

a a a a
a b c d
a c c a
a d a d

a
b
c
d

那么 d⊗(a⊕c) = （ ）

A．a B．b C．c D．d
5．某班共 30人，其中 15人喜爱篮球运动，10人喜爱

乒乓球运动，8人对这两项运动都不喜爱，则喜爱篮球运动

但不喜爱乒乓球运动的人数为 ．

6．设集合 A ={ }x|x2 - 2x + 2m + 4 = 0 ， B ={ }x|x < 0 ，若

A⋂B≠∅，则实数 m 的取值范围为 ．

7. 已 知 集 合 A ={x|a + 1 x2a - 1} ， 集 合

B ={ }x||
|- 12 < x2 ，若 A⊆B ，求实数 a 的取值范围．

8．若集合 A ={x|x2 - 2x - 8 < 0}，B ={x|x -m < 0}．

（1）若 m = 3，全集U = A⋃B ，试求 A⋂（∁U B）；

（2）若 A⋂B =∅，求实数 m 的取值范围；

（3）若 A⋂B = A，求实数 m 的取值范围．

答案

1．D 2．C 3．A 4．A 5．12
6．解：设 M ={m|关于 x 的方程 x2 - 2x + 2m + 4 = 0的两

根均为非负实数}，
则

ì
í
î

ï

ï

Δ=-2m - 3 0
x1 + x2 = 2 > 0
x1·x2 = 2m + 4 0

⇒ -2m- 32 ．

设全集U ={m|Δ  0} ={ }m||
|m- 32 ，

∵ M ={ }m||
|-2m- 32 ，

∴ m 的取值范围是 ∁U M ={m|m < -2}．

7．解：当 a + 1 > 2a - 1，

即 a < 2时， A =∅，满足条件；

当 a + 1 2a - 1，即 a2时，

ì
í
î

a + 1 > - 12
2a - 1 2

，解之得 - 32 < a 3
2 ，∴ a 不存在．

综上所述，实数 a 的取值范围为 a < 2.

8．解：（1）由 x2 - 2x - 8 < 0，得 - 2 < x < 4，

∴ A ={x| - 2 < x < 4}．

当m = 3时，由x -m < 0，得x < 3，∴B ={x|x < 3}，

∴U = A⋃B ={x|x < 4}，∁U B＝{x|3  x < 4}．

∴ A⋂（∁U B） ={x|3  x < 4}．

（2） ∵ A ={x| - 2 < x < 4}，B ={x|x <m}，

又 A⋂B =∅，∴m-2.

（3） ∵ A ={x| - 2 < x < 4}，B ={x|x <m}，

由 A⋂B = A，得A⊆B，∴m4.
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第二节 命题、充分条件与必要条件

1．命题

用语言、符号或式子表达的，可以判断真假的陈述句

叫做命题，其中判断为真的语句叫做真命题，判断为假的

语句叫做假命题．

2．四种命题及其关系

（1）四种命题的定义及表述形式

命题

原命题

逆命题

否命题

逆否命题

表述形式

若 p 则 q

若 q 则 p

若 ¬p 则 ¬q

若 ¬q 则 ¬p

（2）四种命题间的相互关系

原命题

否命题

逆命题

逆否命题

互逆

互逆

互
为

逆
否

互
为

逆
否

互

否

互

否

（3）四种命题的真假关系

①两个命题互为逆否命题，它们有相同的真假性；

②两个命题为互逆命题或互否命题，它们的真假性没

关系.
3．充分条件、必要条件与充要条件

（1）“若 p 则 q ”为真命题，记 p⇒ q ，则 p 是 q 的充

分条件， q 是 p 的必要条件．

（2）如果既有 p⇒q，又有 q⇒p，记 p⇔q，则 p是 q的充

要条件，q也是p的充要条件.
（3）用集合判断，记 p ， q 对应的集合分别为A，B.
若 A⊆B ，则 p 是 q 的充分条件；

若 A⊇B ，则 p 是 q 的必要条件；

若 A =B ，则 p 是 q 的充要条件；

4．概念辨析

“命题的否定”与“否命题”是两个不同的概念，如果

原命题是“若 p 则 q ”，那么这个命题的否定式“若 p 则

¬q ”，即只否定结论；而否命题则是“若 ¬p 则 ¬q ”即既否

定条件又否定结论.

【例1】 关于命题“若抛物线 y = ax2 + bx + c 的开口向

下，则 {x|ax2 + bx + c < 0}≠∅”的逆命题、否命题、逆否命

题，下列结论成立的是 （ ）

A．都真 B．都假

C．否命题真 D．逆否命题真

解：对于原命题：“若抛物线 y = ax2 + bx + c 的开口向

下，则 {x|ax2 + bx + c < 0}≠∅”这是一个真命题，所以其逆

否命题也为真命题，但其逆命题：“若 {x|ax2 + bx + c < 0}

≠∅ 则抛物线 y = ax2 + bx + c 的开口向下”是一个假命题，

因为当不等式 ax2 + bx + c < 0 的解集非空时，可以有 a > 0 ，

即抛物线的开口可以向上．因此否命题也是假命题．选D．

【例2】设0 < x < π
2 ，则“ x sin2x < 1”是“ x sin x < 1”的

（ ）

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件

解：先分清条件和结论，再分析由前者能否推出后

者，由后者能否推出前者，即可判断出是什么条件．选B．
【例3】设命题 p：（4x - 3）2  1；命题q：x2 -（2a + 1）x +

a（a + 1）0 ．若 ¬ p 是 ¬ q 的必要不充分条件，求实数 a

的取值范围.
解：设 A ={x|（4x - 3）2  1}，

B ={x|x2 -（2a + 1）x + a（a + 1）0}，

易知 A ={x|12  x1}， B ={x|a x a + 1}，

由 ¬ p 是 ¬ q 的必要不充分条件，

从而 p是q 的充分不必要条件，

即 A⇒B ，∴ ì
í
î

a 1
2

a + 1 1
.

故所求实数 a 的取值范围是 é
ë

ù
û

0， 1
2 ．

【例4】已知 P ={x|x2 - 8x - 20 0}，

S ={x|1 -m x1 +m}．

（1） 是否存在实数 m，使x∈P是x∈ S 的充要条件，

若存在，求出 m 的范围；

（2） 是否存在实数 m，使x∈P是x∈ S 的必要条件，

若存在，求出 m 的范围．

解：（1）由 x2 - 8x - 20 0得 - 2 x10，

∴ P ={x| - 2  x10}．

∵ x∈P是x∈ S 的充要条件，∴P = S，

∴{1 -m = -2
1 +m = 10 ，∴{m = 3

m = 9，∴这样的 m 不存在．

（2）由题意 x∈P是x∈ S 的必要条件，则 S⊆P .
∴{1 -m≥-2

1 +m≤10 ，∴ m≤3 .
综上，可知 m≤3时， x∈P是x∈ S 的必要条件．

变式：本题条件不变，若 ¬ P 是 ¬ S 的必要不充分条

件，求实数 m 的取值范围．

解：由上题知 P ={ }x| - 2  x10 ，

∵ ¬ P 是 ¬ S 的必要不充分条件，

3
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∴ P⇒ S 且 S 推不出 P ，

∴[ -2，10]真包含于 [1 -m，1 +m]，

∴{1 -m-2
1 +m > 10 或{1 -m < -2

1 +m10，

∴ m9，即 m 的取值范围是[9，+∞）．

【例5】已知 a > 0，设命题 p :函数 y = ax 在 R上单调递

减， q ：不等式 x + || x - 2a > 1的解集为 R，若 p和q 中有且

只有一个命题为真命题，求 a 的取值范围.
解：由函数 y = ax 在R上单调递减知 0 < a < 1，

所以命题 p 为真命题时 a 的取值范围是 0 < a < 1 ,
令 y = x + || x - 2a ,
则 y ={2x - 2a （x2a）

2a （x < 2a）
.

不等式 x + || x - 2a > 1的解集为R，只要 ymin > 1即可，

而函数 y 在R上的最小值为 2a ，所以 2a > 1，

即 a > 1
2 ，即 q 真⇔ a > 1

2 ．

若 p真q假，则 0 < a 1
2 ，若 p 假 q 真，则 a1 .

所以命题 p和q 有且只有一个命题正确时， a 的取值范

围是 0 < a 1
2 或 a1 .

1．给出下列命题：

① 原命题为真，它的否命题为假；

② 原命题为真，它的逆命题不一定为真；

③ 一个命题的逆命题为真，它的否命题一定为真；

④ 一个命题的逆否命题为真，它的否命题一定为真；

⑤“若 m > 1，则 mx2 - 2（m + 1）x +m + 3 > 0的解集为

R”的逆命题．

其中真命题是 ．（把正确命题的序号都填在横

线上）

2．下列各题中， p是q 的什么条件？

（1）在△ABC 中， p：∠A =∠B，q： sin A = sinB；

（2） p：
f（ - x）
f（x）

= 1； q：y = f（x）是偶函数；

（3） p： || x = x，q：x2 + x0.

3.“ m < 1
4 ”是“一元二次方程 x2 + x +m = 0 有实数

解”的 （ ）

A．充分非必要条件

B．充分必要条件

C．必要非充分条件

D．非充分非必要条件

4．已知集合 A ={ }x∈R
|
|
| 1
2 < 2

x < 8 ， B ={x∈R| - 1 < x <

m + 1} ，若 x∈B 成立的一个充分不必要的条件是 x∈ A ，

则实数 m 的取值范围是 （ ）

A．m2 B．m2

C．m > 2 D． - 2 <m < 2

5．若集合 A ={ }x|2 < x < 3 ， B ={x|（x + 2）（x - a）< 0}，

则“ a = 1”是“ A⋂B =∅”的 （ ）

A．充分不必要条件

B．必要不充分条件

C．充要条件

D．既不充分也不必要条件

6．已知 p：2x2 - 9x + a < 0， q ：{x2 - 4x + 3 < 0
x2 - 6x + 8 < 0

，且 ¬ p

是 ¬ q 的充分条件，求实数 a 的取值范围．

7．已知命题 p : x2 +mx + 1 = 0有两个不等的负根；命题

q : 4x2 + 4（m - 2）x + 1 = 0 无实根. 若命题 p 与命题 q 有且

只有一个为真，求实数 m 的取值范围.

答案

1. ②③⑤
2．（1） p是 q的充要条件 （2） p是 q的充分不必要条

件 （3） p是 q 的充分不必要条件

3．A 4．C 5．A
6．解：由{x2 - 4x + 3 < 0

x2 - 6x + 8 < 0
，得{1 < x < 3

2 < x < 4，即 2 < x < 3，

∴ q 的解集为{ }x|2 < x < 3 ．

设 A ={x|2x2 - 9x + a < 0}，B ={ }x|2 < x < 3 ，

∵¬p⇒¬q，∴ q⇒ p，∴B⊆ A.

即 2 < x < 3满足不等式 2x2 - 9x + a < 0，

4
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∴ 2 < x < 3满足不等式 a < 9x - 2x2 .
∵当 2 < x < 3时，

9x - 2x2 = -2æ
è

ö
ø

x - 9
4

2

+ 818 的值大于9且小于等于 81
8 ，

即 9 < 9x - 2x2≤81
8 ，∴ a≤9 .

7．解：∵ x2 +mx + 1 = 0有两个不等的负根，

∴{m2 - 4 > 0
-m < 0

，得m > 2.

∵ 4x2 + 4（m - 2）x + 1 = 0无实根，

∴16（m - 2）2 - 16 < 0，得1 <m < 3.

∵有且只有一个为真，若p真q假，得 m3 .
若p假q真，得1 <m2.

综合上述， m3，或1 <m2.

第三节 简单的逻辑联结词、

全称量词与存在量词

1．逻辑联结词

（1）命题中的或（∨），且（∧），非（¬）叫做逻辑

联结词.
（2）命题 p ∧ q ， p∨ q ， ¬ p 的真假判断.
p、q 中有一假，则 p ∧ q 为假， p、q 中有一真，则

p∨ q 为真， p 与 ¬ p 必定是真假相反．

2．全称量词与全称命题

短语“所有的”、“任意一个”在逻辑中通常叫做全称

量词，并用符号“∀”表示．含有全称量词的命题，叫做

全称命题．全称命题“对M中任意一个 x，有 p（x）成立”

可用符号简记为：∀x∈M，p（x）．

3．存在量词与特称命题

短语“存在一个”、“至少有一个”在逻辑中通常叫做

存在量词，并用符号“∃”表示．含有特称量词的命题，

叫做特称命题．特称命题“存在M中的一个 x0 ，使p（x0）

成立”可用符号简记为：∃x0∈M ，p（x0）．

4．全称命题和特称命题的否定

命题

∀x∈M，p（x）

∃x0∈M，p（x0）

命题的否定

∃x0∈M，¬p（x0）

∀x∈M，¬p（x）

【例1】指出下列命题的真假：

（1）命题：“不等式 |x + 2|  0没有实数解”；

（2）命题：“-1是偶数或奇数”；

（3）命题：“ 2 属于集合 Q，也属于集合R”．

解：（1） 此命题是“ ¬p ”的形式，其中 p：不等式

|x + 2|  0 有实数解．因为 x = -2 是该不等式的一个解，所

以命题 p为真命题，即 ¬p为假命题，所以原命题为假命题．

（2）此命题是“ p∨ q ”的形式，其中 p：-1 是偶数，

q：-1是奇数，因为命题 p 为假命题，命题 q 为真命题，所

以“ p∨ q ”为真命题，故原命题为真命题．

（3）此命题为“ p∧ q ”的形式，其中 p：2∈Q， q：

2∈R ，因命题 p 为假命题，命题 q 为真命题，所以

“ p∧ q ”为假命题，故原命题为假命题．

判断步骤：①确定复合命题的构成形式；②判断其中

简单命题的真假；③根据其真值表判断复合命题的真假.
【例2】有四个关于三角函数的命题：

p1 : ∃x∈R， sin2 x
2 + cos

2 x
2 =

1
2；

p2 : ∃x，y∈R， sin（x - y） = sin x - sin y；

p3 : ∀x∈[0，π]，1 - cos 2x
2 = sin x；

p4： sin x = cos y⇒ x + y = π
2 .

其中的假命题是 （ ）

A． p1，p4 B． p2，p4 C． p1，p3 D． p2，p3

解：∵对任意 x∈R，均有 sin2 x
2 + cos

2 x
2 = 1，

而不是 1
2 ，故 p1 为假命题．

当 x，y，x - y 有一个为 2kπ（k∈Z）时，

sin x - sin y = sin（x - y）成立，故 p2 是真命题．

∵ cos 2x = 1 - 2 sin2x ，∴ 1 - cos 2x
2 = sin2x ，

又 x∈[0，π]时， sin x≥0，

∴对任意 x∈[0，π]，均有 1 - cos 2x
2 = sin x ，

因此p3是真命题．

当 sin x = cos y，即 sin x = sinæ
è

ö
ø

π
2 - y 时， x = 2kπ+ π

2 - y,

即 x + y = 2kπ+ π
2（k∈Z），故 p4 为假命题．故选A.

【例3】写出下列命题的“否定”，并判断其真假．

（1） p ： ∀x∈R，x2 - x + 1
4  0；

（2） q ： 所有的正方形都是矩形；

（3） r : ∃x∈R，x2 + 2x + 2 0；

（4） s ： 至少有一个实数 x ，使 x3 + 1＝0.

解：（1） ¬p ：∃x∈R，x2 - x + 1
4 < 0，是假命题，

这是因为∀x∈R，x2 - x + 1
4 =

æ
è

ö
ø

x - 1
2

2

 0恒成立．

（2） ¬q ：至少存在一个正方形不是矩形，假命题．

（3） ¬r：∀x∈R，x2 + 2x + 2 > 0，真命题，

这是由于∀x∈R，x2 + 2x + 2 =（x + 1）2 + 1  1 > 0成立．

（4） ¬s:∀x∈R，x3 + 1≠0，假命题，

这是由于 x = -1时， x3 + 1 = 0 .
5
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注：对于全称（特称）命题，关键在于看是否含有全

称（存在）量词，特别注意有的可能省略量词.
【例4】已知两个命题 r（x）： sin x + cos x>m， s（x）:

x2 +mx + 1 > 0. 如果对∀x∈R，r（x）与s（x）有且仅有一

个是真命题．求实数 m 的取值范围.
解：∵ sin x + cos x = 2sinæ

è
ö
ø

x + π
4 - 2 ，

∴当 r( )x 是真命题时， m < - 2 .
又∵∀x∈R，s（x）为真命题，即 x2 +mx + 1 > 0恒成立，

有 Δ=m2 - 4 < 0，∴ -2 <m < 2.

∴当 r（x）为真， s（x）为假时，

m < - 2 ，同时 m-2或m2，即 m-2；

当 r（x）为假， s（x）为真时，

- 2 m 且 -2 <m < 2，即 - 2 m < 2 .
综上，实数m的取值范围是 m-2或 - 2 m < 2 .

1．写出由下列各组命题构成的“ p∧ q ”、“ p∨ q ”、

“ ¬p ”形式的复合命题并判断真假．

（1） p：6 < 6，q：6 = 6.

（2） p：函数 y = x2 + x + 2的图象与 x 轴没有公共点．

q：方程 x2 + x + 2 = 0没有实根．

2．已知命题 p1 ： 函数 y = 2x - 2－x 在 R 上为增函数，

p2：函数 y = 2x + 2－x 在 R 上为减函数，则在命题 q1 : p1∨ p2，

q2 : p1∧ p2，q3：（¬p1）∨p2，q4 : p1∧（¬p2）中，真命题个数是

（ ）

A．q1，q3 B．q2，q3

C．q1，q4 D．q2，q4

3．下列命题中，真命题是 （ ）

A．∃m∈R，使函数 f（x） = x2 +mx（x∈R）是偶函数

B．∃m∈R，使函数 f（x） = x2 +mx（x∈R）是奇函数

C．∀m∈R，函数 f（x） = x2 +mx（x∈R）都是偶函数

D．∀m∈R，函数 f（x） = x2 +mx（x∈R）都是奇函数

4．写出下列命题的否定形式：

（1）有些三角形的三个内角都等于60°；
（2）能够被3整除的整数，能够被6整除；

（3）∃θ∈R，使得函数 y = sin（2x + θ）是偶函数；

（4）∀x，y∈R，|x + 1| + |y - 1| > 0.

5．写出下列命题的否定，并判断命题的否定的真假，

指出命题的否定属全称命题还是特称命题．

（1）所有的有理数是实数；

（2）有的三角形是直角三角形；

（3）每个二次函数的图象都与y轴相交；

（4）∀x∈R，x2 - 2x > 0.

６．已知 a > 0 ，设命题 p ：函数 y = ax ， R 上单调递

增；命题 q ：不等式 ax2 - ax + 1 > 0 对∀x∈R 恒成立．若

“ p且q ”为假，“ p或q ”为真，求 a 的取值范围．

答案

1．（1） p∧ q：6 < 6且6 = 6 . 假命题； p∨ q : 6 < 6或

6 = 6 . 真命题； ¬p：6 6 .真命题．

（2） p∧ q ：函数 y = x2 + x + 2 的图象与 x轴没有公共

点，且方程 x2 + x + 2 = 0 没有实根．真命题； p∨ q ：函数

y = x2 + x + 2 的图象与 x轴没有公共点或方程 x2 + x + 2 = 0 没

有实根．真命题； ¬p ：函数 y = x2 + x + 2的图象与x轴有公

共点．假命题．

2．C 3．A
4.（1）任意一个三角形的三个内角不能都等于60°.
（2）存在一个能够被3整除的整数，不能够被6整除．

（3）∀θ∈R，函数 y = sin（2x + θ）都不是偶函数．

（4）∃x，y∈R，|x + 1| + |y - 1|  0.

5.（1） ¬p ：存在一个有理数不是实数．为假命题，属

特称命题．

（2） ¬p ：所有的三角形都不是直角三角形．为假命

题，属全称命题．

（3） ¬p ：有的二次函数的图象与 y轴不相交．为假命

题，属特称命题．

（4） ¬p:∃x∈R，x2 - 2x0．为真命题，属特称命题．

６．解：∵ y = ax 在R上单调递增，∴ p：a > 1.

又不等式 ax2 - ax + 1 > 0，∀x∈R恒成立，

∴Δ< 0，即a2 - 4a < 0，∴0 < a < 4，∴ q：0 < a < 4.

而命题p且q为假，p或q为真，

那么 p、q 中有且只有一个为真，一个为假．

若p真，q假，则 a4；

若 p假，q真，则 0 < a1.

所以a的取值范围为 （0，1]∪[4，+∞）．

6
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第一节 函数的概念及其表示

1．函数的有关概念

（1）设集合 A是一个非空的数集，对 A内的任意数 x ，

按照确定的法则 f ，都有唯一确定的数值 y 与它对应，则

这种对应关系叫做集合A上的一个函数，记作 y＝f（x），

x∈ A ，其中 x 叫做自变量，自变量取值的范围（数集A）叫

做这个函数的定义域.
（2）如果自变量取值 a ，则由法则 f 确定的值 y 称为函

数在 a 处的函数值，记作 y＝f（a）或 y|x＝a ，所有函数值构

成的集合 {y|y＝f（x），x∈ A}叫做这个函数的值域.
2．函数的三要素

函数的三要素是定义域、值域和对应法则，其中值域

被函数的定义域和对应法则完全确定，所以一个函数只需

确定这两个要素即可.
3．映射

定义：设A、B是两个非空集合，如果按照某种对应法

则 f ，对A内任意一个元素 x ，在B中有且仅有一个元素 y

与 x 对应，则称 f 是集合A到集合B的映射．函数可理解为

数集到数集的映射.
4．函数的表示方法

表示函数的常用方法：解析法、图象法和列表法.
5．分段函数

若函数在其定义域的不同子集上，因对应法则不同而

分别用几个不同的式子来表示，这种函数称为分段函数．

分段函数的定义域等于各段函数的定义域的并集，其值域

等于各段函数的值域的并集，分段函数虽由几个部分组

成，但它表示的是一个函数.

【例1】已知集合 M ={ }1，2，3，4 ， N ={a，b，c，d}，

从M到N的所有映射中满足N中恰有一个元素无原象的映

射个数是多少？

考查方向：映射的概念.
解题思路：由映射的概念，利用分步计数原理解决问题.
解：建立 M 到 N 的满足条件的映射可分为两步，第一步

从 a，b，c，d 中取出一个元素作为无原象的元素，有C1
4 种可

能；第二步建立起从 M 到 N 中剩下的三个元素之间并且每个

元素都有原象的映射，需先将 M 中的4个元素分成3组，每组

至少一个，共C2
4 种分法，再和 N 中剩下的三个元素作对应，

有 A3
3种，由分步计数原理知共有C1

4C
2
4A

3
3 = 144种.

【例2】试判断以下各组函数是否表示同一函数？

（1） f（x） = x2 ， g（x） = x33 ；

（2） f（x） =
|| x

x ， g（x） = {1，x≥0
-1，x < 0，

（3） f（x） = x2n + 12n + 1 ， g（x） =（ x2n - 1 ）2n－1（n∈N*）；

（4） f（x） = x x + 1， g（x） = x2 + x ；

（5） f（x） = x2-2x-1， g（t） = t2－2t－1 .
考查方向：函数的概念.
解题思路：对于两个函数 y = f（x）和 y = g（x），当且

仅当它们的定义域、值域、对应法则都相同时， y = f（x）

和 y = g（x）才表示同一函数，若两个函数表示同一函数，

则它们的图象完全相同，反之亦然.
解：（1）由于 f（x）= x2 = || x ， g（x）= x33 = x ，

故它们的值域及对应法则都不相同，

所以它们不是同一函数；

（2）由于函数 f（x） =
|| x

x 的定义域为（－∞，0）⋃

（0， +∞），

而 g（x） ={1，x0
-1，x < 0的定义域为 R，

所以它们不是同一函数；

（3）由于当 n∈N* 时， 2n ± 1为奇数，

∴ f（x）= x2n + 12n + 1 = x， g（x） =（ x2n - 1 ）2n－1= x，

它们的定义域、值域及对应法则都相同，

所以它们是同一函数；

（4）由于函数 f（x）= x x + 1的定义域为{ }x|x0 ，

而 g（x） = x2 + x 的定义域为 {x|x-1或 x0}，

它们的定义域不同，

所以它们不是同一函数；

（5）函数的定义域、值域和对应法则都相同，

所以它们是同一函数.
【例3】求函数的解析式：

（1）已知 f æ
è

ö
ø

2
x + 1 = lg x ，求 f（x）；

（2）已知 f æ
è

ö
ø

x + 1
x = x3 + 1

x3 ，求 f（x）；

（3）若 2f（x）-f（ - x）=x+1，求 f（x）；

（4）已知 f（x）是一次函数，且满足 3f（x + 1）-2f（x - 1）

= 2x + 17，求 f（x）；

（5）若函数 f（x） = x
ax + b ， f（2）＝1，又方程 f（x）

＝x 有唯一解，求 f（x）.
考查方向：函数解析式的求法.
解题思路：（1）已知函数类型，求函数的解析式：待定

系数法；

7
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（2）已知 f（x）求 f [ ]g（x）或已知 f [ ]g（x）求 f（x）：

换元法、配凑法；

（3） f（x）满足某个等式，这个等式除 f（x）外还有其

他未知量，需构造另一个等式：解方程组法.
解：（1）令 2

x + 1 = t（t > 1），则 x = 2
t - 1，

∴ f（t） = lg 2
t - 1， f（x） = lg 2

x - 1（x > 1）.
（2）∵ f æ

è
ö
ø

x + 1
x = x3 + 1

x3 = æè
ö
ø

x + 1
x

3

- 3æ
è

ö
ø

x + 1
x ，

∴ f（x） =x3 - 3x（x2或 x-2）.
（3）∵ 2f（x） - f（ - x）＝x＋1，

用 -x 去替换式子中的 x ，

得 2f（ - x） - f（x）＝ - x＋1，

即有{2f（x） - f（ - x） = x + 1
2f（ - x） - f（x） = -x + 1，

解方程组消去 f（ - x），得 f（x） = x
3 + 1.

（4）设 f（x） = ax + b（a≠0），

则 3f（x + 1） - 2f（x - 1）

= 3ax + 3a + 3b - 2ax + 2a - 2b
= ax + b + 5a = 2x + 17，

∴ a = 2， b = 7，∴ f（x）= 2x + 7 .
（5）由 f（2）＝1得 2

2a + b = 1，即 2a＋b＝2 .
由 f（x）＝x得 x

ax + b = x，变形得 xæ
è

ö
ø

1
ax + b - 1 = 0，

解此方程得 x＝0或 x = 1 - b
a ，又∵方程有唯一解，

∴ 1 - b
a = 0，解得 b＝1，代入 2a＋b＝2得 a = 1

2 ，

∴ f（x）= 2x
x + 2 .

【例 4】（1）（2010·陕 西 卷）已 知 函 数 f（x）＝

{2x + 1，x < 1
x2 + ax，x1

，若 f（f（0））＝4a ，则实数 a 等于 （ ）

A． 1
2 B． 4

5 C．2 D．9
（2）（2011·北京卷）根据统计，一名工人组装第 4件

某产品所用的时间（单位：分钟）为 f（x） =

ì

í

î

ïï
ïï

c
x
，x < A

c
A
，x A

（A，C为常数）.已知工人组装第4件产品用时30分钟，组装

第A件产品用时15分钟，那么C和A的值分别是 （ ）

A．75，25 B．75，16 C．60，25 D．60，16
（3）为了预防流

感，某学校对教室用

药熏消毒法进行消

毒，已知药物释放过

程中，室内每立方米

空气中的含药量 y

（毫克）与时间 t （小

时）成正比；药物释放完毕后， y 与 t 的函数关系式为

y = æ
è

ö
ø

1
16

t - a

（a 为常数），如右图所示．根据图中提供的信

息，回答下列问题：

①从药物释放开始，每立方米空气中的含药量 y（毫克）

与时间 t（小时）之间的函数关系式为 ；

②根据测定，当空气中每立方米的含药量降低到 0.25
毫克以下时，学生方可进教室，那么从药物释放开始，至

少需要经过 小时，学生方能回教室．

考查方向：分段函数的应用．

思路分析：研究分段函数常常要借助于它的图象来讨

论，对于给出图象的有关分段函数的实际问题实际问题，

可用待定系数法求解析式.
解：（1） f（0）＝20＋1＝2，

f（f（0））＝f（2）＝4＋2a＝4a，

所以a＝2．选C.
（2）当 x A时 f（x）单减， x A时 f（x）恒为常数，

故 c
4
= 30，c

A
= 15，解得 c = 60，A = 16．选D.

（3）①当 0 t0.1时，设 y＝kt ，

将（0.1，1）代入得 k＝10 .
当 t > 0.1时， y = æ

è
ö
ø

1
16

t - a

，

将（0.1，1）代入可得 a＝0.1 .
∴ y 与 t 的关系式为 y =

ì
í
î

ï

ï

10t（0 t0.1）
æ
è

ö
ø

1
16

t - 0.1

（t > 0.1）.

②由 æ
è

ö
ø

1
16

t - 0.1

< 0.25 = æ
è

ö
ø

1
16

1
2
得 t > 0.6 .

故至少需要经过0.6小时，学生方能回教室．

1．设函数 f（x） = {1 - x2，x1
x2 + x - 2，x > 1

则 f æ
è
ç

ö

ø
÷1

f（2）
的值

为 （ ）

A． 15
16 B． - 2716 C． 8

9 D．18
2．设函数 f（x） = {x2 + bx + c，x0

2，x > 0 ，若 f（ - 4） =

f（0）， f（ - 2） = -2，则关于 x 的方程 f（x）＝x 的解的

个数为 （ ）

A．1 B．2 C．3 D．4
3．（2010·天津卷）设函数 f（x）=

ì
í
î

log2x，x > 0
log1

2
（ - x），x < 0，

若 f（a）＞f ( )－a ，则实数 a 的取值范围是 （ ）

A．（ - 1，0）⋃（0，1）

B．（ -∞， - 1）⋃（1， +∞）

1

0 0.1

y（毫克）

t（小时）

8
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C．（－1，0）⋃（1， +∞）

D．（ -∞， - 1）⋃（0，1）

4．下列四个命题正确的是 （ ）

A．函数是其定义域到值域的映射

B． y = x - 3 + 2 - x 是函数

C．函数 y＝2x（x∈N）的图象是一条直线

D． y ={x2 （x0）
-x2 （x < 0）

的图象是抛物线

5．对任意实数 x ，已知偶函数 f（x）都满足 f（x + 2）=

f（x），且当 2 x3 时， f（x）= x ，当 －2 x 0 时，

f（x）的表达式为 .
6. （2011·四川卷） 函数 f（x）的定义域为 A ，若

x1， x2∈ A 且 f（x1） = f（x2）时总有 x1 = x2 ，则称 f（x）为

单函数．例如，函数 f（x）= 2x + 1（x∈R）是单函数．

下列命题：

①函数 f（x）= x2（x∈R）是单函数；

② 若 f（x）为 单 函 数 ， x1， x2∈ A 且 x1≠ x2 ， 则

f（x1）≠ f（x2）；

③若 f：A→B 为单函数，则对于任意 b∈B ，它至多

有一个原象；

④函数 f（x）在某区间上具有单调性，则 f（x）一定是

单函数．

其中的真命题是 ．（写出所有真命题的编号）

7．（1）已知 f（1 - cos x） = sin2x ，求 f（x）；

（2）已 知 f（x）是 二 次 函 数 ， 若 f（0）＝0 ， 且

f（x＋1） = f（x）＋x＋1，试求 f（x）的表达式．

答案
1．A 2．C 3．C 4．A
5． f（x）= ì

í
î

x + 4，x∈[ ]-2， - 1
2 - x，x∈(-1，0 ]

6． ② ③ 解 ： 对 于 ① ， 若 f（x1） = f（x2）， 则

x1 = ±x2 ，不满足；②实际上是单函数命题的逆否命题，故

为真命题；对于③，若任意 b∈B ，若有两个及以上的原

象，也即当 f（x1） = f（x2）时，不一定有 x1 = x2 ，不满足题

设，故该命题为真；根据定义，命题④不满足条件．

7．解：（1）∵ f（1 - cos x） = sin2x = 1 - cos2x ，

令1 - cos x = t ，则 cos x = 1 - t .
∵ -1 cos x1，

∴ 0 1 - cos x2，∴ 0 t2，

∴ f（t）＝1 -（1 - t）2＝ - t2 + 2t（0 t2），

故 f（x）＝ - x2 + 2x（0 x2）．

（2）设 f（x）＝ax2＋bx＋c（a≠0），

由 f（0）＝0知 c＝0， f（x）＝ax2＋bx .
又由 f（x＋1）＝f（x）＋x＋1，

得 a（x＋1）2＋b（x＋1）＝ax2＋bx＋x＋1，

即ax2＋（2a＋b）x＋a＋b＝ax2＋（b＋1）x＋1，

故有{2a + b = b + 1
a + b = 1 ⇒ a = b = 1

2 .
因此， f（x） = 1

2 x2 + 1
2 x .

第二节 函数的定义域、值域

1．函数的定义域

（1）定义：函数的定义域是指使函数解析式有意义的 x

的取值范围.
（2）求函数定义域的主要依据：

①分式的分母不能为0；
②偶次方根的被开方数必须大于等于0；
③零的0次方次方无意义；

④对数函数的底数必须大于0且不为1，真数必须大于0；
⑤实际问题中函数的定义域要根据自变量的实际意义

确定．

2．求函数定义域一般有三类问题

（1）给出函数解析式的：函数的定义域是使解析式有意

义的自变量的取值集合；

（2）实际问题：函数的定义域的求解除要考虑解析式有

意义外，还应考虑使实际问题有意义；

（3）已知 f（x）的定义域求 f [ ]g（x）的定义域或已知

f [ ]g（x）的定义域求 f（x）的定义域：

①掌握基本初等函数（尤其是分式函数、无理函数、对

数函数、三角函数）的定义域；

②若已知 f（x）的定义域 [ ]a，b ，其复合函数 f [ ]g（x）

的定义域应由 a g（x） b 解出．

3．函数的值域

（1）定义：在函数 y = f（x）中，与自变量 x 的值对应的

y 的值叫函数值，函数值组成的集合叫函数的值域．

（2）常见函数的值域：

① y = kx + b（k≠0）的值域为R；

② y = ax2 + bx + c（a≠0）的值域为当 a > 0 时，值域为

{ y|y≥（4ac - b2）
4a }；当 a < 0时，值域为{ y|y≤（4ac - b2）

4a ；

③ y = k
x（k≠0）的值域为{ }y|y≠0 ；

④ y = loga x（a > 0，a≠1）的值域为R；

⑤ y = ax（a > 0，a≠1）的值域为（0， +∞）；

⑥ y = sin x，y = cos x 的值域为 [ ]-1，1 ；

9
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⑦ y = tan x 的值域为R；

⑧ y = x + 1
x（x≠0）的值域为（ -∞， - 2 ]⋃ [ 2， +∞）.

4．求函数值域的各种方法

函数的值域是由其对应法则和定义域共同决定的其类

型依解析式的特点分可分三类：（1）求常见函数值域；（2）
求由常见函数复合而成的函数的值域；（3）求由常见函数作

某些“运算”而得函数的值域．

直接法：利用常见函数的值域来求；

配方法：转化为二次函数，利用二次函数的特征来求

值；常转化为形如： f（x） = ax2 + bx + c，x∈（m，n）的

形式；

分式转化法（分离常数法）：采用配凑法成为一个常数

加分式型.
换元法：通过变量代换转化为能求值域的函数，化归思想；

三角有界法：转化为只含正弦、余弦的函数，运用三

角函数有界性来求值域；

基本不等式法：转化成形如： y = x + k
x（k > 0），利用平

均值不等式公式来求值域；

单调性法：函数为单调函数，可根据函数的单调性求

值域；

数形结合：根据函数的几何图形，利用数型结合的方

法来求值域；

求导法：当一个函数在定义域上可导时，可根据其导

数求最值，得到值域；

逆求法（反求法）：通过反解，用 y 来表示 x ，再由 x

的取值范围，通过解不等式，得出 y 的取值范围，常用来

解形如： y = ax + b
cx + d，x∈（m，n）；

判 别 式 法 ： 把 函 数 转 化 成 关 于 x 的 二 次 方 程

F（x，y）＝0，通过方程有实根，判别式 Δ≥0 ，从而求

得原函数的值域．形如 y= a1x
2 + b1x + c1

a2x
2 + b2x + c2

（ a1，a2 不同时为

零）的函数的值域常用此法求解．

【例1】（1）函数 f（x）＝ lg（x－1）的定义域是（ ）

A．（2，＋∞） B．（1，＋∞）

C． [1，＋∞） D． [2，＋∞）

（2）函数 y = x（x - 1）+ x 的定义域为 （ ）

A． {x|x0} B． {x|x1}

C． {x|x1}⋃{ }0 D． {x|0  x1}

（3）函数 f（x） = 3x2

1 - x
+ lg（3x + 1）的定义域是 ．

考查方向：函数的定义域．

解：（1）由 x－1 > 0，得 x > 1．故选B.

（2）方法一：{x（x - 1）0
x0 ， x＝0或 x1．故选C.

方法二：令 x＝0可排除B，令 x = 1
2 可排除A、D．故选

C.
（3）要使函数有意义，自变量x必须满足

ì
í
î

ï

ï

1 - x0
1 - x≠0

3x + 1 > 0
，

即
ì
í
î

ï
ï

x1
x≠1
x > -13

，解得 -13 < x < 1 .

即函数的值域为 æ
è

ö
ø

-13，1 ．

【例2】已知函数 f（x）定义域为（0，2），求下列函数

的定义域：

（1） f（x2） + 23；（2）y = f（x2） + 1
log1

2
（2 - x）

．

考查方向：复合函数的定义域．

解题思路：函数 f（x2）是由 u = x2 与 f（u）这两个函数

复合而成的复合函数，其中 x 是自变量， u 是中间变量，

由 于 f（x），f（u）是 同 一 个 函 数 ， 故（1）为 已 知

0＜u＜2，即 0＜x2＜2，求 x 的取值范围.
解：（1）由 0＜x2＜2， 得 - 2 < x < 2且x≠0，

所以 f（x2）的定义域为（ - 2，0）⋃（0， 2）.
（2）由（1），解

ì
í
î

ï

ï

- 2 < x < 2（x≠0）
log1

2
（2x） > 0 ，得1 < x < 2，

所以所求的定义域为（1， 2）.
【例3】求下列函数的值域：

（1）y = x
x + 1；

（2）y = x + 1
x ；

（3）y = 3x2 - x + 2， x∈[1，3]；

（4）y = -x2 - 6x - 5 ；

（5）y = x + 4 1 - x ；

（6）y = x + 1 - x2 ；

（7）y = |x - 1| + |x + 4|；

（8）y = 2x2 - x + 2
x2 + x + 1

；

（9）y = 2x2 - x + 1
2x - 1

æ
è

ö
ø

x > 1
2 ；

（10）y = 1 - sin x
2 - cos x .

考查方向：函数的值域的求法.
解题思路：根据函数解析式的特点，采用适当的方法

求函数的值域.
解：（1）y = x

x + 1 =
x + 1 - 1

x + 1 = 1 - 1
x + 1．

∵ 1
x + 1≠0， ∴ y≠1．
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∴值域是 {y|y∈R，且y≠1}（此法亦称分离常数法）.
（2）当x>0时，∴ y = x + 1

x = æ

è
çç

ö

ø
÷÷x - 1

x

2

+ 2≥2，

当x<0时， y = -æ
è

ö
ø

-x + 1
-x = -æ

è
çç

ö

ø
÷÷-x - 1

-x

2

- 2  -2，

∴值域是（ -∞， - 2]⋃[2， +∞）（此法也称为配方法）.
函数 y = x + 1

x 的图象为：

y

x

f（x）=x+ 1
x

1
2

-2
-1 0

∴值域是（ -∞， - 2]⋃[2， +∞）.
（3）利用函数的单调性，

函数 y = 3x2 - x + 2在 x∈[1，3]上单调增，

∴当 x = 1时，原函数有最小值为 4；

当 x = 3时，原函数有最大值为 26 .
∴函数 y = 3x2 - x + 2， x∈[1，3]的值域为 [4，26] .
（4）求复合函数的值域，

设 μ = -x2 - 6x - 5（μ≥0），

则原函数可化为 y = μ .
又∵ μ = -x2 - 6x - 5 = -（x + 3）2 + 4  4，

∴ 0 μ4，故 μ∈[0，2]，

∴ y = -x2 - 6x - 5 的值域为 [0，2] .
（5）换元法（代数换元法）：

设 t = 1 - x 0，则 x = 1 - t2 ，

∴原函数可化为y = 1 - t2 + 4t = -（t - 2）2 + 5（t0），

∴ y5，∴原函数值域为（ -∞，5] .
说明：总结 y = ax + b + cx + d 型值域，变形 y = ax2 + b +

cx2 + d 或 y = ax2 + b + cx + d .
（6）三角换元法：

∵1 - x2  0⇒-1 x1，

∴设 x = cosα，α∈[0，π]，

则 y = cosα + sinα = 2sin（α + π
4）．

∵ α∈[0，π]， ∴ α + π
4∈[π4，

5π
4 ] .

∴ sinæ
è

ö
ø

α + π
4 ∈é

ë
êê

ù

û
úú- 2

2 ，1 ，

∴ 2sinæ
è

ö
ø

α + π
4 ∈[-1，2]，

∴原函数的值域为 [-1，2] .
（7）数形结合法：

y = |x - 1| + |x + 4| =
ì
í
î

ï

ï

-2x - 3（x - 4）
5（ - 4 < x < 1）
2x + 3（x1）

，

∴ y5， ∴函数值域为 [5， +∞) .
（8）判别式法：

∵ x2 + x + 1 > 0恒成立，

∴函数的定义域为R .
由 y = 2x2 - x + 2

x2 + x + 1
，

得（y - 2）x2 +（y + 1）x + y - 2 = 0 .
①当 y - 2 = 0即 y = 2时，

即 3x + 0 = 0，∴ x = 0∈R .
②当 y - 2≠0即 y≠2时，

∵ x∈R 时方程（y - 2）x2 +（y + 1）x + y - 2 = 0 恒有实

根，

∴Δ=（y + 1）2 - 4 ×（y - 2）2  0，

∴1 y5且 y≠2，

∴原函数的值域为 [1，5] .
（9）y = 2x2 - x + 1

2x - 1 = x（2x - 1） + 1
2x - 1

= x + 1
2x - 1 = x - 1

2 +
1
2

x - 1
2

+ 1
2 ，

∵ x > 1
2 ，∴ x - 1

2 > 0，

∴ x - 1
2 +

1
2

x - 1
2

 2 æ
è

ö
ø

x - 1
2

1
2

æ
è

ö
ø

x - 1
2

= 2 ，

当且仅当 x - 1
2 =

1
2

x - 1
2

时，即 x = 1 + 2
2 时等号成立.

∴ y 2 + 1
2 ，∴原函数的值域为 )é

ë
2 + 1

2， +∞ .
（10）方法一：方程法：

原函数可化为 sin x - y cos x = 1 - 2y ，

∴ 1 + y2 sin（x -φ） = 1 - 2y

（其中 cosφ = 1
1 + y2

， sinφ = y

1 + y2
），

∴ sin（x -φ） = 1 - 2y
1 + y2

∈[-1，1]，

∴ |1 - 2y|  1 + y2 ，∴ 3y2 - 4y0，∴ 0 y 4
3 ，

∴原函数的值域为 é
ë

ù
û

0， 4
3 .

方法二：数形结合法：y的值可以看作点（2，1）与点

（cos x， sin x）所连直线的斜率，而点（ cos x， sin x）在单位

圆 x2 + y2 = 1上，由点（2，1）向单位圆做切线，由两条切线

的斜率易求y的取值范围为 é
ë

ù
û

0， 4
3 .
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1．已知函数 f（x）＝ || lg x ，若 0 < a < b ，且 f（a）=
f（b），则 a＋2b 的取值范围是 （ ）

A．（2 2， +∞） B． [2 2， +∞）

C．（3， +∞） D． [3， +∞）

2. （2012·江西卷）下列函数中，与函数 y = 1
x3

定义

域相同的函数为 （ ）

A． y = 1
sin x B．y= 1nx

x

C． y = xex D．y = sin x
x

3．设函数 y = 1
x2 - 3x - 10

的定义域为 A，B＝{x||x－m|

< 6}，且 A⋃B＝R，则实数 m 的取值范围为 （ ）

A．－1 <m < 4 B．－1 <m < 3

C．1 <m < 4 D．1 <m < 3

4．已知函数 f（x） = 1 + x
1 - x 的定义域为 A ，函数

y = f [ ]f（x）的定义域为 B ，则 （ ）

A． A⋃B =B B． A⊂B

C． A =B D． A⋂B =B

5．已知集合 P ={y| y2 - y - 2 > }0 ，Q ={x| x2 + ax + }b0 ，

若 P⋃Q =R， P⋂Q =（2，3］，则 a，b 的值为 .
6．已知函数 f（x）= 4

|x| + 2 - 1的定义域是 [a，b]（a，b

为整数），值域是 [ ]0，1 ，则满足条件的整数对（a，b）共有

个．

7．设 f（x） = 2x2

x + 1， g（x）＝ax＋5－2a（a > 0）．

（1）求 f（x）在 x∈[ ]0，1 上的值域；

（2）若对于任意 x1∈[ ]0，1 ，总存在 x0∈[ ]0，1 ，使得

g（x0）＝f（x1）成立，求 a 的取值范围．

答案
1．C 2．D 3．A 4．D 5．-2，-3 6．5
7．解：（1）方法一（导数法）：

f ′（x） = 4x（x + 1） - 2x2

（x + 1）2 = 2x2 + 4x
（x + 1）2  0 在 x∈ [ ]0，1

上恒成立．

∴ f（x）在 [ ]0，1 上单调递增，

∴ f（x）值域 [ ]0，1 ．

方法二： f（x） = 2x2

x + 1 =
ì

í

î

ïï
ïï

0，x = 0
2

1
x +

1
x2

， x∈( ]0，1 ，

用复合函数求值域．

方法三： f（x） = 2x2

x + 1 =
2（x + 1）2 - 4（x + 1） + 2

x + 1

= 2（x＋1）＋ 2
x + 1 - 4，

用双勾函数求值域．

（2）f（x）值域[ ]0，1 ，

g（x）＝ax＋5 - 2a（a > 0）在 x∈[ ]0，1 上 的 值 域

[5－2a，5－a]．

由条件，只须 [ ]0，1 ⊆[5 - 2a，5 - a]，

∴{5 - 2a0
5 - a1 ⇒ 5

2  a4.

第三节 函数的单调性与最值

1．函数的单调性定义

设函数 y = f（x）的定义域为 A，区间 I⊆ A．

如果对于区间 I 内的任意两个值 x1 ， x2 ，当 x1 < x2

时，都有 f（x1） < f（x2），那么就说 y = f（x）在区间 I 上是

单调增函数， I 称为 y = f（x）的单调增区间.
如果对于区间 I 内的任意两个值 x1 ， x2 ，当 x1 < x2

时，都有 f（x1） > f（x2），那么就说 y = f（x）在区间 I 上是

单调减函数， I 称为 y = f（x）的单调减区间．

如果用导数的语言来讲，设函数 y = f（x）.
如果在某区间 I 上， f ′（x） > 0，那么 f（x）为区间 I

上的增函数；

如果在某区间 I 上，f ′（x） < 0 ，那么 f（x）为区间 I

上的减函数．

2．对函数单调性的理解

（1）函数的单调性只能在函数的定义域内来讨论，所以

求函数的单调区间，必须先求函数的定义域．

（2）函数单调性定义中的 x1 ， x2 有三个特征：一是任意

性；二是大小；三是同属于一个单调区间，三者缺一不可．

（3）若用导数工具研究函数的单调性，则在某区间 I 上

f ′（x） > 0（ f ′（x） < 0）仅是 f（x）为区间 I 上的增函数

（减函数）的充分不必要条件.
（4）关于函数的单调性的证明，如果用定义证明

y = f（x）在某区间 I 上的单调性，那么就要用严格的四个步

骤，即①取值；②作差；③判号；④下结论．但是要注

意，不能用区间 I 上的两个特殊值来代替. 而要证明

y = f（x）在某区间 I 上不是单调递增的，只要举出反例就可

以了，即只要找到区间 I 上两个特殊的 x1 ， x2 ，若
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