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前　　言

全国硕士研究生入学考试是国家选拔高层次高水平人才的考试，报考硕士研究生已经成
为我国当代大学生选择发展方向的重要途径。２００４年参加全国硕士研究生入学考试的人数
多达９４．５万，２００５年已经上升到１１７．２万，２００６年继续上升，达到１２７万人，２００７年高达

１２８２万人。如此愈演愈烈的“考研热”是我国社会发展的大势和当代青年谋求发展相结合的
产物。研究生入学考试的侧重点在于考查考生的综合能力。公共课是参加研究生入学考试道
路上最大的障碍和挑战。许多考生并非由于专业课的缘故，而是公共课未达到国家最低录取
分数线而与自己理想的学校失之交臂。
在硕士研究生入学考试竞争日趋激烈的形势下，为了满足广大考生的迫切需求，我们特组

织了大量有丰富教学和辅导经验的专家和教授，花费大量的时间精心编写了这套《２００８年全
国硕士研究生入学考试模拟试卷》，以便考生能在有限的时间内，通过这套模拟试卷的实战演
练，在考试中夺得高分。
本套《２００８年全国硕士研究生入学考试模拟试卷》的特点如下：
一、作者阵容强大，预测具有权威性
本套丛书的主编都是考研培训学校的首席主讲专家，他们都在全国各地的考研辅导学校

的一线亲自辅导广大考生的考前复习；从事多年的考研培训和教育工作，有相当丰富的辅导和
教学工作经验；深谙研究生入学考试的命题规律和出题的动态，汇集清华大学、北京大学和中
国人民大学的权威信息，浓缩成本套模拟试卷。
二、紧扣最新大纲，高效预测
本套《２００８年全国硕士研究生入学考试模拟试卷》严格按照最新考试大纲进行编写，紧密

联系当前的考试动态以及最新形势与政策，注重实际操作演练。每套试卷均由一线著名专家
精选材料，题题推敲，优化设计而成。
三、启迪备考，极具操作性
许多考生缺乏实际临场经验，本套模拟考场系列将精辟阐明解题思路，全面展现题型变

化，将浩渺的习题浓缩于有限的模拟题精华中，迅速拔高考生快速、准确、灵活的解题能力。为
考研学子全程领航和理性分析，引领考生高效通过考研难关。
本套《２００８年全国硕士研究生入学考试模拟试卷》的题型与真题完全相同，题目难度与真

题相当，或者略高于真题，让考生经过复习后，能有一种高屋建瓴的感觉。每套试卷都有详细
的标准答案和解析。考生可以利用本套试卷进行考前模拟实战训练，检验自己的学习成果，及
时进行查漏补缺，有针对性地进行复习备考。希望考生能在仿真的环境下进行模拟训练，这样
效果最佳。
本套《２００８年全国硕士研究生入学考试模拟试卷》在编写过程中得到了北京大学光华管

理学院、清华大学经管学院部分教授和专家的大力支持，在此表示诚挚的感谢。
由于时间有限，不当之处在所难免，望广大读者和专家批评指正。
本套丛书附有超值赠送服务。凡是购买本书者，都将免费获得由著名考研辅导专家主讲

的价值２０元的“中国大手笔教育在线一卡通”。考生可以登陆ｗｗｗ．ｆｉｒｓｔｅｄｕ．ｏｒｇ．ｃｎ，免费注
册“用户名”和“密码”，登陆系统，进行“学习卡注册”，然后可以自由选择２００８年全国考研辅导
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班的相关辅导课程进行学习。

２００８年全国考研辅导课程均由名师主讲，领衔主讲老师具有丰富的命题研究和阅卷评卷
的经验。本套丛书由中国大手笔教育在线提供全程的技术服务与网络课堂支持。凡是购买本
书的考生均可免费申请成为中国大手笔教育在线的会员，可以享受中国大手笔教育在线提供
的一系列教学服务，如免费下载网络教学资料、最新大纲信息以及本书修订文件、权威考试资
讯等。
中国大手笔教育在线客服咨询热线：０１０６２７６６３９８（总机）转８０１、８０２、８０６、８０８
网址：ｗｗｗ．ｆｉｒｓｔｅｄｕ．ｏｒｇ．ｃｎ

编　者

２００７年３月于北京

２
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模拟试卷一

一、填空题（本题共６小题，每小题４分，满分２４分．把答案填在题中横线上．）
（１）设ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｘ２＋ｙ２）＋２ｘ

Ｄ
ｆ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ，其中Ｄ为ｘ２＋ｙ２≤１，则 

Ｄ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝ ．

（２）已知函数ｆ（ｘ）是微分方程ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）＝ ２ｘ－ｘ槡 ２ 满足ｆ（１）＝０的特解，则

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ．

（３）极限ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ＋３槡槡 ｎ－ ｎ－槡槡 ｎ）＝ ．

（４）设三阶方阵Ａ＝（α，γ１，γ２），Ｂ＝（β，γ１，γ２），其中α，β，γ１，γ２ 都是三维列向量，且｜Ａ｜＝
３，｜Ｂ｜＝４，则｜５Ａ－２Ｂ｜＝ ．

（５）已知连续型随机变量Ｘ的概率密度为ｆ（ｘ）＝１
槡π

ｅ－ｘ２＋２ｘ－１（－∞＜ｘ＜＋∞），则Ｘ 的

方差为 ．

（６）设随机变量Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ）＝
Ａ

１－ｘ槡 ２
， ｜ｘ｜＜１，

０， ｜ｘ｜≥１
烅
烄

烆 ，
则概率Ｐ ｜Ｘ｜＜｛ ｝１

２ ＝

．
二、选择题（本题共８小题，每小题４分，满分３２分．每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内．）

（７）当ｘ→１时，函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１的极限（　　）．

（Ａ）等于２　　　　（Ｂ）等于０　　　　（Ｃ）为∞　　　　（Ｄ）不存在但不为∞

（８）级数∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ １－ｃｏｓα（ ）ｎ
（常数α＞０）（　　）．

（Ａ）发散 （Ｂ）条件收敛 （Ｃ）绝对收敛 （Ｄ）收敛性与α有关
（９）在曲线ｘ＝ｔ，ｙ＝－ｔ２，ｚ＝ｔ３ 的所有切线中，与平面ｘ＋２ｙ＋ｚ＝４平行的切线（　　）．
（Ａ）只有１条　　　（Ｂ）只有２条　　　（Ｃ）至少有３条　　　（Ｄ）不存在
（１０）设函数ｆ（ｘ）＝３ｘ３＋ｘ２｜ｘ｜，则使ｆ

（ｎ）（０）存在的最高阶数ｎ为（　　）．
（Ａ）０　　　　（Ｂ）１　　　　（Ｃ）２　　　　（Ｄ）３
（１１）设函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处可导，则函数｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ＝ａ处不可导的充分条件是

（　　）．
（Ａ）ｆ（ａ）＝０且ｆ′（ａ）＝０　　　　　　　　（Ｂ）ｆ（ａ）＝０且ｆ′（ａ）≠０
（Ｃ）ｆ（ａ）＞０且ｆ′（ａ）＞０ （Ｄ）ｆ（ａ）＜０且ｆ′（ａ）＜０

（１２）要使ξ１＝
熿

燀

燄

燅

１
０
２

，ξ２＝
０
１

熿

燀

燄

燅－１

都是线性方程组Ａｘ＝０的解，只要系数矩阵Ａ为（　　）．

３



（Ａ）［－１　１　２］ （Ｂ） ２ ０ －１［ ］０ １ １

（Ｃ） －１ ０ ２［ ］０ １ －１
（Ｄ）

０ １ －１
４ －２ －２

熿

燀

燄

燅０ １ １
（１３）设向量α１，α２，α３ 线性无关，向量β１ 可由α１，α２，α３ 线性表示，向量β２ 不能由α１，α２，

α３ 线性表示，则对任意常数ｋ必有（　　）．
（Ａ）α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性无关 （Ｂ）α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性相关

（Ｃ）α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性无关 （Ｄ）α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性相关

（１４）设Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝ｃλ
ｋｅ－λ

ｋ！
（ｋ＝０，２，４，…）是Ｘ的概率分布，则λ，ｃ一定满足（　　）．

（Ａ）λ＞０　　　　（Ｂ）ｃ＞０且λ≠０　　　　（Ｃ）ｃλ＞０　　　　（Ｄ）ｃ＞０且λ＞０
三、解答题（本题共９小题，满分９４分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．）
（１５）（本题满分１１分）

设函数ｚ＝ｆ（ｅｘｓｉｎｙ，ｘ２＋ｙ２），其中ｆ具有二阶连续偏导数．求ο
２ｚ

οｘοｙ．

（１６）（本题满分１２分）
假设生产和销售某产品的收益Ｒ是产量ｑ的二次函数．经统计得知：当产量ｑ分别为０，

２，４万件时，总收入Ｒ分别为０，６，８万元．试确定Ｒ与ｑ之间的函数关系．
（１７）（本题满分１１分）
求微分方程ｙ′＋ｙｃｏｓｘ＝（ｌｎｘ）ｅ－ｓｉｎｘ的通解．
（１８）（本题满分１２分）
设函数ｆ（ｘ）连续，且关于ｘ＝Ｔ对称，ａ＜Ｔ＜ｂ．证明：

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝２∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

　　（１９）（本题满分１２分）
计算二重积分

Ｄ
ｘ［１＋ｙｆ（ｘ２＋ｙ２）］ｄｘｄｙ，其中Ｄ 是由ｙ＝ｘ３，ｙ＝１，ｘ＝－１所围成的区

域，ｆ（ｕ）为连续函数．
（２０）（本题满分９分）
设向量组α１，α２，α３ 线性相关，向量组α２，α３，α４ 线性无关．问：

①α１ 能否由α２，α３ 线性表示？证明你的结论．

②α４ 能否由α１，α２，α３ 线性表示？证明你的结论．
（２１）（本题满分９分）
设三阶矩阵Ａ的特征值为λ１＝１，λ２＝２，λ３＝３，对应的特征值向量依次为

ξ１ ＝
熿

燀

燄

燅

１
１
１

，　ξ２ ＝
熿

燀

燄

燅

１
２
４

，　ξ３ ＝
熿

燀

燄

燅

１
３
９

，

又向量β＝（１，２，３）Ｔ．

① 将β用ξ１，ξ２，ξ３ 线性表示；

４



② 求Ａｎβ（ｎ为自然数）．
（２２）（本题满分９分）
设随机变量Ｘ与Ｙ 独立，Ｘ服从正态分布Ｎ（μ，σ２），Ｙ 服从［－π，π］上的均匀分布．试求

Ｚ＝Ｘ＋Ｙ （的概率密度 计算结果用标准正态分布函数Φ（ｘ）表示，其中

Φ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ

－ｔ２
２ｄ）ｔ ．

（２３）（本题满分９分）
设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
求随机变量Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ 的分布函数．

５



模拟试卷一答案与解析

一、填空题
（１）【答案】　π／２．

【解析】　
Ｄ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

Ｄ
（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ＋

Ｄ
ｆ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ

Ｄ
２ｘｄｘｄｙ

＝∫２π
０ｄθ∫１

０ｒ３ｄｒ＋０·
Ｄ
ｆ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝π

２．

（２）【答案】　－π／８．

【解析】　因为∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｘｆ（ｘ）

１

０
－∫１

０ｘｆ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ（１）－∫１
０ｘｆ′（ｘ）ｄｘ，

将ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）＝ ２ｘ－ｘ槡 ２及ｆ（１）＝０代入得

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫

１

０
［ｆ（ｘ）＋ ２ｘ－ｘ槡 ２］ｄｘ，

即 ２∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫

１

０
１－（ｘ－１）槡 ２ｄｘ＝－１

４
·π·１２ ＝－π

４
，

故 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－π

８．

（３）【答案】　２．

【解析】　原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ＋３槡ｎ－ｎ＋槡ｎ
ｎ＋３槡槡 ｎ＋ ｎ－槡槡 ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

４

１＋３
槡槡 ｎ

＋ １－１
槡槡 ｎ

＝２．

（４）【答案】　６３．
【解析】　因５Ａ－２Ｂ＝５（α，γ１，γ２）－２（β，γ１，γ２）＝（５α－２β，３γ１，３γ２），故

｜５Ａ－２Ｂ｜＝｜５α－２β　３γ１　３γ２｜＝９（｜５α　γ１　γ２｜－｜２β　γ１　γ２｜）

＝９（５｜Ａ｜－２｜Ｂ｜）＝９（５×３－２×４）＝６３．
（５）【答案】　１／２．

【解析】　解法１　因Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝ １
２槡π／槡２

ｅｘｐ －
（ｘ－１）２

２（１／槡２）｛ ｝２
，

故Ｘ～ （Ｎ １，１
槡（ ）２ ）２

，从而Ｄ（Ｘ）＝１
２．

解法２　因Ｅ（Ｘ）＝１，故

Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
（ｘ－１）２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞

１
槡π

（ｘ－１）２ｅ－（ｘ－１）２
ｄｘ

令ｘ－１＝


ｔ

∫
＋∞

－∞

１
槡π
ｔ２ｅ－ｔ２ｄｔ＝－ １

２槡π∫
＋∞

－∞
ｔｄｅ－ｔ２

６ 此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



＝ １
２槡（π

ｔｅ－ｔ２
＋∞

－∞
－∫

＋∞

－∞
ｅ－ｔ２ｄ）ｔ ＝ １

２∫
＋∞

－∞

１
槡π

ｅ－ｔ２ｄｔ＝ １
２×１＝ １

２．

（６）【答案】　１
３．

【解析】　应先确定Ａ，再求概率Ｐ ｜Ｘ｜＜｛ ｝１
２

，可转化为定积分计算．

由概率密度的性质，有

１＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

－１

Ａ
１－ｘ槡 ２

ｄｘ＝２Ａａｒｃｓｉｎｘ
１

０
＝２Ａ·π

２ ＝Ａπ，

所以Ａ＝１
π．于是

Ｐ ｜Ｘ｜＜｛ ｝１
２ ＝∫

１
２

－１
２

１
π

· ｄｘ
１－ｘ槡 ２

＝ ２
π∫

１
２

０

ｄｘ
１－ｘ槡 ２

＝ ２
π

·ａｒｃｓｉｎｘ
１
２

０
＝ ２

π
·π

６ ＝ １
３．

二、选择题
（７）【答案】　（Ｄ）．

【解析】　因为

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１－
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１ ＝２·０＝０，

ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１＋
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１ ＝ ∞，

所以当ｘ→１时，函数没有极限，也不是∞．应选（Ｄ）．
（８）【答案】　（Ｃ）．

【解析】　 （－１）ｎ １－ｃｏｓα（ ）ｎ ＝１－ｃｏｓα
ｎ～１

２
·α２

ｎ２（ｎ→＋∞），又

∑
∞

ｎ＝１

１
２

·α２

ｎ２收敛∑
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １－ｃｏｓα（ ）ｎ

收敛原级数绝对收敛．

应选（Ｃ）．
（９）【答案】　（Ｂ）．

【解析】　求曲线上的点，使该点处的切向量τ与平面ｘ＋２ｙ＋ｚ＝４的法向量ｎ＝｛１，２，１｝
垂直．曲线在任意点处的切向量为

τ＝ ｛ｘ′（ｔ），ｙ′（ｔ），ｚ′（ｔ）｝＝ ｛１，－２ｔ，３ｔ２｝，

于是 ｎ⊥τｎ·τ＝０１－４ｔ＋３ｔ２ ＝０．

解得ｔ＝１，ｔ＝１
３

（对应于曲线上的点均不在给定的平面上），因此，只有两条这种切线．应

选（Ｂ）．
（１０）【答案】　（Ｃ）．

【解析】　因３ｘ３ 处处任意阶可导，只需考查φ（ｘ）＝ｘ２｜ｘ｜．它是分段函数，ｘ＝０是连接
点．由于
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φ（ｘ）＝
－ｘ３， ｘ＜０，

ｘ３， ｘ≥
烅
烄
烆 ０

φ′（ｘ）＝
－３ｘ３， ｘ＜０，

３ｘ３， ｘ＞０
烅
烄
烆 ，

又 φ′＋（０）＝（ｘ３）′＋
ｘ＝０

＝０，　φ′－（０）＝（－ｘ３）′－
ｘ＝０

＝０φ′（０）＝０，

则 φ′（ｘ）＝
－３ｘ２， ｘ＜０，

３ｘ３， ｘ≥０
烅
烄
烆 ．

同理可得 φ″（ｘ）＝
－６ｘ， ｘ＜０，

６ｘ， ｘ＞０｛ ，　φ″
（０）＝０，

即 φ″（ｘ）＝
－６ｘ， ｘ＜０，

６ｘ， ｘ≥｛ ０
＝６｜ｘ｜，

因ｙ＝｜ｘ｜在ｘ＝０不可导，所以φ（０）不存在．应选（Ｃ）．
（１１）【答案】　（Ｂ）．

【解析】　因为函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处可导，故ｆ（ｘ）必在点ｘ＝ａ处连续．由此可知，若

ｆ（ａ）≠０，则存在点ｘ＝ａ的一个邻域，使ｆ（ｘ）在该邻域内与ｆ（ａ）同号，从而在该领域内

｜ｆ（ｘ）｜或恒等于ｆ（ｘ）或恒等于－ｆ（ｘ），即｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ＝ａ处必可导．可见（Ｃ），（Ｄ）不
正确．
为了判定选项（Ａ）还是选项（Ｂ）正确，可采用举例法：
设ｆ（ｘ）＝ｘ２，ａ＝０，ｆ（ｘ）满足ｆ（０）＝ｆ′（０）＝０，但是｜ｆ（ｘ）｜＝ｆ（ｘ）＝ｘ２ 在点ｘ＝０处可
导，可见（Ａ）不正确．从而应选（Ｂ）．
【点评】　可以证明在题设的条件下，若ｆ（ａ）＝ｆ′（ａ）＝０，则必有｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ＝ａ处可
导，且导数值仍为０；若ｆ（ａ）＝０，但ｆ′（ａ）≠０，则｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ＝ａ处左、右导数存在但
不相等，因而不可导．事实上，由ｆ（ａ）＝０，令φ（ｘ）＝｜ｆ（ｘ）｜，有

φ′＋ （ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

φ（ｘ）－φ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋

｜ｆ（ｘ）｜
ｘ－ａ

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ ＝｜ｆ′＋ （ａ）｜＝ｆ′（ａ），

φ′－ （ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

φ（ｘ）－φ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ－

｜ｆ（ｘ）｜
ｘ－ａ

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ－

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ ＝｜ｆ′－ （ａ）｜＝－ｆ′（ａ）．

所以，如果ｆ′（ａ）＝０，则φ′＋（ａ）＝φ′－ （ａ）＝０，｜ｆ（ｘ）｜在ｘ＝ａ可导；如果ｆ′（ａ）≠０，则

φ′＋（ａ）≠φ′－（ａ），故｜ｆ（ｘ）｜在ｘ＝ａ不可导．应选（Ｂ）．
在此我们用了一个结论：若ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，则ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
｜ｆ（ｘ）｜＝｜Ａ｜．这可由夹逼定理及不等

式｜｜ｆ（ｘ）｜－｜Ａ｜｜≤｜ｆ（ｘ）－Ａ｜推出．
（１２）【答案】　（Ａ）．

【解析】　因为ξ１，ξ２ 是Ａｘ＝０的两个线性无关的解，故ｎ－ｒ（Ａ）≥２，从而ｒ（Ａ）≤１．故选
（Ａ）．

（１３）【答案】　（Ａ）．
【解析】　解法１　用排除法．
由题设条件知：α１，α２，α３，β１ 线性相关，α１，α２，α３，β２ 线性无关，且ｋ任意．
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取ｋ＝０，可排除（Ｂ），（Ｃ）．取ｋ＝１，若α１，α２，α３，β１＋β２ 线性相关，则由于α１，α２，α３ 线性

相关，β１＋β２ 必可由α１，α２，α３ 线性表示．又β１ 可由α１，α２，α３ 线性表示，所以β２ 可由α１，

α２，α３ 线性表示，与题设矛盾．可排除（Ｄ）．
解法２　设λ１α１＋λ２α２＋λ３α３＋λ４（ｋβ１＋β２）＝０．若λ４＝０，则由α１，α２，α３ 线性无关必有

λ１＝λ２＝λ３＝０，从而α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性无关；若λ４≠０，则ｋβ１＋β２ 可由α１，α２，α３ 线

性表示，从而β２ 可由α１，α２，α３ 线性表示，与题设矛盾．因此α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 亦线性无

关．故选（Ａ）．
（１４）【答案】　（Ｂ）．

【解析】　对一切ｋ，Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝≥０，故ｃ＞０．
三、解答题
（１５）【解析】　这是求带抽象函数记号的复合函数的二阶混合偏导数．

先求οｚ
οｘ．由复合函数求导法得

οｚ
οｘ ＝ｆ′１ ο

οｘ
（ｅｘｓｉｎｙ）＋ｆ′２ ο

οｘ
（ｘ２＋ｙ２）＝ｆ′１·ｅｘｓｉｎｙ＋ｆ″２·２ｘ．

再对ｙ求导，得

ο２ｚ
οｘοｙ＝ ο

οｙ
（ｆ′１ｅｘｓｉｎｙ＋ｆ′２２ｘ）

＝ （ｆ″１１ｅｘｃｏｓｙ＋ｆ″１２２ｙ）ｅｘｓｉｎｙ＋ｆ′１ｅｘｃｏｓｙ＋（ｆ″２１ｅｘｃｏｓｙ＋ｆ″２２２ｙ）２ｘ

＝ｆ″１１·ｅ２ｘｓｉｎｙｃｏｓｙ＋２ｆ″１２·ｅｘ（ｙｓｉｎｙ＋ｘｃｏｓｙ）＋４ｆ″２２·ｘｙ＋ｆ′１·ｅｘｃｏｓｙ．
（１６）【解析】　设Ｒ（ｑ）＝ａｑ２＋ｂｑ＋ｃ，其中常数ａ，ｂ和ｃ待定．根据条件

Ｒ（０）＝ａ（０）２＋ｂ（０）＋ｃ＝０，

Ｒ（０）＝ａ（０）２＋ｂ（２）＋ｃ＝６，

Ｒ（４）＝ａ（４）２＋ｂ（４）＋ｃ＝
烅
烄

烆 ８
　 可得 　

ｃ＝０，

４ａ＋２ｂ＋ｃ＝６，

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝８
烅
烄

烆 ．

解得 ａ＝－１
２

，　ｂ＝４，　ｃ＝０，

所以，Ｒ与ｑ的函数关系为Ｒ（ｑ）＝－１
２ｑ

２＋４ｑ．

（１７）【解析】　解法１　本题中的方程是一阶线性微分方程，可直接利用通解公式求解．

ｙ＝ｅ
－∫ｃｏｓｘｄｘ

∫ｅ－ｓｉｎｘｌｎｘｅ∫
ｃｏｓｘｄｘ

ｄｘ＋（ ）Ｃ ＝ｅ－ｓｉｎｘ∫ｌｎｘｄｘ＋（ ）Ｃ ＝ｅ－ｓｉｎｘ（ｘｌｎｘ－ｘ＋Ｃ）．

解法２　 用函数ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘ
＝ｅ∫

ｃｏｓｘｄｘ
＝ｅｓｉｎｘ 同乘方程两端，得（ｙｅｓｉｎｘ）′＝ｌｎｘ．再积分一次得

ｙｅｓｉｎｘ ＝Ｃ＋∫ｌｎｘｄｘ＝Ｃ＋ｘｌｎｘ－ｘ．

最后，再用ｅ－ｓｉｎｘ同乘上式两端即得通解

ｙ＝ｅｓｉｎｘ（ｘｌｎｘ－ｘ＋Ｃ）．
（１８）【解析】　ｆ（ｘ）关于ｘ＝Ｔ对称是指ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（Ｔ－ｘ），于是

右边＝２∫
ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ．
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可知，要证命题成立，只需证

∫
ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０，

即需证

∫
２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｕ）ｄｕ＝∫

Ｔ

ｂ
ｆ（ｕ）ｄｕ，

比较左右两端的积分限，可知应作代换ｘ＝２Ｔ－ｕ．
【证明】　由于

∫
２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ

令ｘ ＝２Ｔ－


ｕ

∫
ｂ

Ｔ
ｆ（２Ｔ－ｕ）（－ｄｕ）＝－∫

ｂ

Ｔ
ｆ［Ｔ－（ｕ－Ｔ）］ｄｕ

ｆ（ｘ）关于

ｘ＝Ｔ
对称

－∫
ｂ

Ｔ
ｆ［Ｔ＋（ｕ－Ｔ）］ｄｕ＝－∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｕ）ｄｕ＝－∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ，

因此 ∫
ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０．

上面等式两边同加上∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，得

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
Ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝２∫
ｂ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

２Ｔ－ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

命题得证．

（１９）【解析】　 因为ｆ（ｕ）连续，所以∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ存在．令Ｆ（ｘ）＝∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，则


Ｄ

ｘ［１＋ｙｆ（ｘ２＋ｙ２）］ｄｘｄｙ＝
Ｄ

ｘｄｘｄｙ＋
Ｄ

ｘｙｆ（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝∫
１

－１
ｘｄｘ∫

１

ｘ３
ｄｙ∫

１

－１
ｘｄｘ∫

１

ｘ３
ｙｆ（ｘ２＋ｙ２）ｄｙ

＝∫
１

－１
ｘ（１－ｘ３）ｄｘ

　＋∫
１

－１
ｘｄｘ∫

１

ｘ３
１
２ｆ（ｘ２＋ｙ２）ｄ（ｘ２＋ｙ２）

＝－２∫
１

０
ｘ４ｄｘ＋１

２∫
１

－１
ｘＦ（ｘ２＋ｙ２）

１

ｘ３
ｄｘ

＝－２
５＋１

２∫
１

－１
ｘ［Ｆ（ｘ２＋１）－Ｆ（ｘ２＋ｘ６）］ｄｘ

＝－２
５．

注意　这里［Ｆ（ｘ２＋１）－Ｆ（ｘ２＋ｘ６）］为偶函数，所以ｘ［Ｆ（ｘ２＋１）－Ｆ（ｘ２＋ｘ６）］为奇函

０１



数，积分为零．
（２０）【解析】　①α１ 能由α２，α３ 线性表示．事实上，由α１，α２，α３ 线性相关知，必存在不全为零
的常数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０．假设ｋ１＝０，则有ｋ２α２＋ｋ３α３＝０，而由α２，

α３，α４ 线性无关知α２，α３ 线性无关，从而ｋ２＝ｋ３＝０．这与ｋ１，ｋ２，ｋ３ 不全为零矛盾，故必

有ｋ１≠０．于是有α１＝－ｋ２

ｋ１
α２－

ｋ３

ｋ１
α３，即α１ 能由α２，α３ 线性表示．

② 因为已知α２，α３，α４ 线性无关，所以α２，α３ 线性无关．假设

α４ ＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３．

由①知，可设α１＝ｌ２α２＋ｌ３α３，那么代入上式整理得

α４ ＝ （ｋ１ｌ２＋ｋ２）α２＋（ｋ１ｌ３＋ｋ３）α３，

即α４ 可以由α２，α３ 线性表出，从而α２，α３，α４ 线性相关．这与已知矛盾，因此，α４ 不能由

α１，α２，α３ 线性表出．
（２１）【解析】　① 设β＝ｘ１ξ１＋ｘ２ξ２＋ｘ３ξ３，对增广矩阵（α１，α２，α３，β）作初等行变换，有

１ １ １ １
１ ２ ３ １

熿

燀

燄

燅
→

１ ４ ９ ３

１ １ １ １
０ １ ２ ０

熿

燀

燄

燅
→

０ ３ ８ ２

１ １ １ １
０ １ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １
．

解出ｘ３＝１，ｘ２＝－２，ｘ１＝２，故

β＝２ξ１－２ξ２＋ξ３．
② 由Ａξｉ＝λｉξｉ得

Ａｎξｉ ＝λｎ
ｉξｉ　（ｉ＝１，２，３）．

据①的结论β＝２ξ１－２ξ２＋ξ３ 有

Ａβ＝Ａ（２ξ１－２ξ２＋ξ３）＝２Ａξ１－２Ａξ２＋Ａξ３，

于是 Ａｎβ＝２Ａｎξ１－２Ａｎξ２＋Ａｎξ３＝２λｎ
１ξ１－２λｎ

２ξ２＋λｎ
３ξ３

＝２
熿

燀

燄

燅

１
１
１

－２·２ｎ
熿

燀

燄

燅

１
２
４

＋３ｎ
熿

燀

燄

燅

１
３
９

＝
２－２ｎ＋１＋３ｎ

２－２ｎ＋２＋３ｎ＋１

２－２ｎ＋３＋３ｎ

熿

燀

燄

燅＋２

．

（２２）【解析】　解法１　先求分布函数ＦＺ（ｚ）．

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ｛Ｘ＋Ｙ ≤ｚ｝＝
ｘ＋ｙ≤ｚ

ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
π

－π
ｄｙ∫

ｚ－ｙ

－∞

１
２π

· １
２槡πσ

ｅ
－

（ｘ－μ）２

２σ２ ｄｘ＝ １
２π∫

π

－π
Φ ｚ－ｙ－μ（ ）σ ｄｙ．

因此，Ｚ的概率密度为

ｆＺ（ｚ）＝ｆ′（ｚ）＝ １
２π∫

π

－π

１
σφ

ｚ－ｙ－μ（ ）σ ｄｙ，

其中φ（ｘ）是标准正态分布的概率密度．由于φ（ｘ）是偶函数，故有

φ
ｚ－ｙ－μ（ ）σ ＝φ

ｙ＋μ－ｚ（ ）σ ．

于是

１１



ｆＺ（ｚ）＝ １
２π∫

π

－π

１
σφ

ｙ＋μ－ｚ（ ）σ ｄｙ＝ １
２π Φ π＋μ－ｚ（ ）σ －Φ －π＋μ－ｚ（ ）［ ］σ ．

解法２　直接应用相互独立随机变量之和概率密度的卷积公式，求ｆＺ（ｚ）更为简单．

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

π

－π

１
２π

· １
２槡πσ

ｅ
－

（ｚ－ｙ－μ）２

２σ２ ｄｙ

＝ １
２π∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅ
－

（ｙ＋μ－ｚ）２

２σ２ ｄｙ＝ １
２π Φ π＋μ－ｚ（ ）σ －Φ －π＋μ－ｚ（ ）［ ］σ ．

（２３）【解析】　Ｆ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ｛Ｘ＋２Ｙ≤ｚ｝＝ 
ｘ＋２ｙ≤ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

当ｚ≤０时，Ｆ（ｚ）＝０；
当ｚ＞０时，

Ｆ（ｚ）＝∫
ｚ

０
ｄｘ∫

ｚ－ｘ
２

０
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）ｄｙ＝∫

ｚ

０
（ｅ－ｘ －ｅ－ｚ）ｄｘ＝１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ．

所以Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ 的分布函数为

Ｆ（ｚ）＝
０， ｚ≤０，

１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ， ｚ＞０｛ ．

２１ 此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


