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前　　言 １　　　　

前　　言

在水文水资源研究领域中，有许多现象在我们目前的认识水平下被认为带有
随机性，甚至被假定是纯随机的，从而导致水文水资源领域中的许多问题依靠数
理统计学提供的数学方法来解决。与此同时，为适应解决实际问题的需要，对数
理统计的应用也不断发展，新的理论、新的方法不断问世，这就使数理统计成为水
文水资源学科的重要课程之一。
本书基于多年教学经验，针对工科学生的特点，首先以水文水资源领域中的

实际问题为背景引出数理统计讨论的问题及统计推断方法，再来解释水文水资源
中对数理统计应用的思想与方法。在适当注意数学理论系统性的基础上，强调正
确理解概念和原理，并能在实际问题中灵活应用数理统计知识，因此本书多以实
际例子来解释定义和原理，舍弃较长的数学证明，使它便于自学。
在内容方面，除包含数理统计的基本统计推断内容之外，与其他水文统计类

书籍相比，增加了生产实践、科学研究工作中经常用到的逐步回归、递推回归和应
用越来越多的多元统计分析，使本书能够跟上时代的要求。书中的例题和习题，
有相当部分是水文水资源的应用问题，这样既能使读者较好领会数理统计的概
念、原理与方法，又能了解实际应用。
本书的第１章至第７章由秦毅编写；第８章由张德生、秦毅编写；第９章由张

德生编写。沈冰教授和李怀恩教授为本书作了认真的审稿工作。
在编写过程中，编者参考了许多国内外的著作和论文，在此谨向有关作者表

示感谢！郑学萍等研究生为本书作了大量绘图和录入工作，这里也对他们表示诚
挚的谢意。
由于编者水平有限，书中不足之处恳请读者批评指正。
本书由西安理工大学水文水资源学科建设资金资助出版。

编　者
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第１章　绪　论 １　　　　

第１章

绪　论

１．１　数理统计的内涵

统计是大家并不陌生的术语，在日常生活中指收集资料、登记数据或制成有意义的图表，
配合一些简单计算得出有意义的结论。例如，① 汇总某班学生的学习成绩，分别计算出各科
成绩的平均值并与其他班级的平均成绩比较；② 登记某车间当月生产的某产品的件数、废品
数，并算出当月的废品率；③ 汇总某河流某年的流量观测资料，找出该年最大、最小流量，算出
日平均、月平均流量。这种统计的特点是所有的个体都参与到统计之中，数据确定无误，方法
确定，其结果也唯一准确。
但这种全局性的特点在下面的情形下会遇到困难：① 研究对象所依据的数据数量庞大，

如一大批产品，逐一对个体进行检查，费时费工不合算；② 研究对象所依据的数据是在破坏性
检测基础上得到的，如检测灯泡的使用寿命、炮弹的射程等，如果等到全部个体测试完毕，虽然
有了唯一准确的结论，但整批产品已经报废，这种统计方式不能令人接受，是无意义的；③ 研
究对象所依据的全部数据永远无法得到，如我们无法观测到一个流域的最大、最小洪峰流量。
克服这些困难的方法是改变统计的方式，采用随机抽取一部分个体进行检验，再根据检测的情
况，分析、推断整批产品的质量。我们称这种从整体中随意地考察一个局部，而由此局部分析、
推断整体情况的统计方法为数理统计。
数理统计包括两个方面的内容，一是怎样合理地收集数据———抽样方法，试验设计；另一

个是由收集到的局部数据怎样比较正确地分析、推断整体情况———统计推断。当然，对不同的
抽样方法、试验设计，采用统计推断的方法是不同的。
鉴于数理统计中局部数据是从整体中随意抽取的，带有随机性，所以数理统计以概率论作为

理论基础，概率论中的一些基本量（如随机变量的概率分布、数学期望、方差等）怎样用观测数据
来确定，观测的次数应取多大、精确性如何等，这些问题在数理统计中将会得到解决。

１．２　水文统计的内涵与本书的宗旨

水文现象是一种自然现象，在它的变化规律中既存在必然性，又存在偶然性。例如，某流
域上发生的暴雨必然导致河道水位上升，流量急增；年降水量大，必然年径流量值也大。这是
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降雨径流中的物理机制决定的。然而，由于受到众多因素的影响，水文现象在发生必然变化中
又表现出了随机变化。众所周知，相同特性的降雨不会产生完全相同的洪峰流量。这给水利
工程的规划设计带来了困难，如在流域上设计一座运营期限为１００年的水库，为保证水库防洪
安全，就必须要预测１００年内发生的最大洪水，预见期如此之长，以必然性成因规律分析为基
础的成因分析法显然无法完成此工作。为解决问题，我们只有借助这样的思想：水库在未来被
破坏的可能性要合理的小，即：Ｐ（Ｑ≥ｑｐ）＝合理小，其中ｑｐ 就是设计值，为待确定的量。在这
个概率方程中，“合理小”是可以根据经济与安全的综合考虑以规范的形式给出的。要回答ｑｐ

是多少，需知道Ｑ的概率分布。对于如何用有限的观测资料来推断Ｑ的分布就属于数理统计
内容。
虽然水文现象本身的特性决定了概率统计方法的介入，其实生产实践发展的速度高于水

文资料的观测获取速度，以及生产当中存在的一些特殊水文边界条件：例如异成因问题、含零
系列问题、区间支流问题等，迫使水文工作者在统计条件不充分的情况下解决生产问题，而诞
生了一系列满足生产要求的特定统计方法，导致水文统计方法的出现。
我们可以给水文统计下一个定义：将数理统计理论运用于解决水文问题的理论与方法。

水文统计的任务就是研究和分析水文随机现象的统计变化特性（如概率分布），并以此为基础
对水文现象未来可能的长期变化做出定量意义下的概率预估（如具有各种概率的洪水），建立
经验公式等，以满足工程规划、设计、施工以及运营期间的需要。
尽管水文统计方法已有近一个世纪的发展历史，但至今并未形成自己的独特体系，其大多

数内容和方法仍属于概率论与数理统计的具体应用，因此本书的重点是结合水文现象实际，介
绍数理统计的基本原理。只有比较清楚地掌握了这些内容，才能在水文研究和实践中正确、灵
活和创造性地应用它们。这本书不同于一般的数理统计教材，它的取材立足于水文工作的实
践需要，在适当注意数学理论系统性的基础上，强调理论和方法的应用。为了不使读者陷入深
奥的数学迷雾而迷失方向，本书不过分强调数学的严密性，对于比较抽象的概念与理论，以及
繁琐的数学推导和证明一般从略，或只给出粗略和直观的说明，以便使读者始终把注意力放在
对基本原理的理解和运用上。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第２章

抽样及抽样分布

　　本章主要介绍数理统计中用到的一些基本术语和概念（如总体、样本、抽样、统计量），以及
一些重要的统计量分布———抽样分布。

２．１　总体与样本

２．１．１　总体

总体是指研究对象的全体。例如：

１）一批炮弹的射程：｛ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ｝；

２）一批产品的质量等级：｛０，１，２，３｝；

３）对同一重物重复称量的重量：｛Ｗ１，Ｗ２，…，ＷＮ｝；

４）６～９月的降雨天数：｛０，１，２，…，１２２｝；

５）某水文站年最高水位（ｍ）：｛３０１，３０４．５，３０２，…，３０５．１，…｝。
可见总体本身就是一个随机变量。总体包括两类。一是现实总体：是客观存在的真实事

物。如上述１）、２）和４）之情形；二是假象总体：在相同的条件下进行观测，所得的所有可能结
果的集合，如上例中３）和５）的情形、日降雨量等。总体中的某一个元素，或是随机变量的某一
取值，称为个体。
若用概率论的术语来说，总体就是样本空间，个体就是样本空间中的事件，所以我们用Ｘ

来表示总体，用Ｘｉ来表示个体。

２．１．２　样本

样本是指从总体中随机抽取一部分个体的集合，表达为
（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）

其集合的大小或个体的个数为样本容量，记为ｎ。样本容量为ｎ的样本数用ｋ来表示。
【例２．１】　 样本 ｛Ｘｉ｝，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｋ 个样本为：｛Ｘｉ｝（１）

ｉ＝１，２，…，ｎ，｛Ｘｉ｝（２）
ｉ＝１，２，…，ｎ，…

Ｘ｛ ｝ｉ
（ｋ）
ｉ＝１，２，…，ｎ。
样本并非一堆杂乱无章、无规律可循的数据，它是受随机性影响的一组数据，因此用概率

论的话说，每个样本既可以视为一组数据又可视为一组随机变量，这就是所谓的样本二重性。
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当通过一次具体的试验，得到一组观测值，这时样本表现为一组数据，用（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）来表
达，称其为样本实现。
样本是从总体中随机抽取出来的，不同的抽样方法抽出的样本具有不同的统计特性。常

用的抽样方法有两种：

１）有放回抽样：随机地从总体中抽取一个样品，检验后放回，再抽取，再放回这样重复抽
样的方法。显然这种抽取方法不改变总体成分，则一组随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为同分布、
相互独立样本，它有

Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１）＝Ｅ（Ｘ２）…＝Ｅ（Ｘｎ）

Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｘ１）＝Ｄ（Ｘ２）…＝Ｄ（Ｘｎ）
称这种独立同分布样本为简单随机样本或等可能出现样本。

２）无放回抽样：如果每抽取一个样品检验后不再放回，则改变了总体成分，这样的抽样方
法叫无放回抽样。由于总体成分的改变，一组随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）不再相互独立，也不
再同分布。对于无穷总体，可以将无放回抽样看成有放回抽样。在实际应用中，对于样品个数
为Ｎ 的有限总体，当ｎ／Ｎ≤０．１时就可以把（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）近似看成独立同分布，且Ｘｉ与总

体Ｘ 分布相同。
对于一个简单样本，不难想象，从一个总体中可以抽出许多，甚至无限多个样本容量为ｎ

的样本，如例２．１中ｋ很大或ｋ→∞的情形，这些样本的全体又构成一个新总体。一个已观测
到的具体样本就是这个总体中的一个元素，在抽样之前，我们无法确定哪几个样品构成一个样
本，也就是说无法确定哪一个样本会被抽中，所以容量为ｎ的一个样本实际上就是一个ｎ维随
机变量，每一个样本实现是这个ｎ维随机变量的一个可能取值。所以，对于离散型随机变量有

Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝Ｐ（Ｘ１＝ｘ１，Ｘ２＝ｘ２，…，Ｘｎ＝ｘｎ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ） （２．１）

对于连续型随机变量有样本的密度函数

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）

或者，样本的概率分布函数：

Ｆｎ（Ｘ）＝Ｆ（Ｘ１）Ｆ（Ｘ２）…Ｆ（Ｘｎ） （２．２）

２．１．３　关于水文样本

水文抽样是通过对水文要素的观测实现的。例如观测年平均径流量就可以设想成是对大
自然的一次试验，得到的观测值就是一个抽出的样品，ｎ年的观测就构成样本容量为ｎ的样
本。由于目前还无法确定年径流量的上界，因此当年的观测结果取［０，∞］中的任意一值，而来
年的观测值仍然在［０，∞］之间，并不会因为过去出现了某些数值的流量而影响今后流量总体
的结构，所以水文观测抽样属于有放回抽样，但却不是简单随机样本。
因为水文现象具备连续性，例如前期洪水量的大小会因土壤含水量的变化而影响后期洪

水的特点，因此要得到简单样本，就得注意抽样的方法。例如，年最大值的抽样法。水文现象
还会因为人类活动改变了自然界的条件而发生变化，例如，修建水库、水土保持措施等改变了
下垫面的特性，使观测径流量改变，因此要注意构成样本的一致性，即产生某水文现象的条件
是相似的，也就是保证样本出自同一总体；还有代表性，即样本特征与总体特征的接近程度，越
接近，代表性越高。由于水文现象本身的时序变化不是纯粹独立的，它存在连续丰水、连续枯
水的现象，而现有水文资料的长度有限，如果所用资料恰好都处于某个丰水段或枯水段，其代
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表性就不足，根据它们推得的结果就会偏大或偏小，因此在样本序列中应注意包含大、中、小
水，以及包含若干个丰、枯周期，见图２．１。除此之外，ｎ要大（ｎ≥３０年）。

图２．１

２．１．４　经验分布函数

以上我们了解了样本的性质，但数理统计的真正兴趣是要知道如何用样本来估计总体。
作为对总体分布函数Ｆ（ｘ）（未知）的近似估计，我们常采用如下两种形式。下面以例子说明。

（１）经验分布函数Ｆ
ｎ （ｘ）

我们以一个例子来说明经验分布函数。
【例２．２】　设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是具有分布函数Ｆ（ｘ）的随机变量的一个样本，其样本实现

为（０、３、２、１、１、０、１），将它们按从小到大的顺序排列为：

ｘ１≤ｘ２≤ｘ３…≤ｘｎ

即（０、０、１、１、１、２、３），则事件（Ｘ≤ｘ）的频率

ｆｒ（Ｘ≤ｘ）＝ｍｉ（这里ｍｉ是ｘ≤ｘ
ｉ 的次数）

ｎ ＝Ｆ
ｎ （ｘ

ｉ ）

于是

Ｆ
ｎ （０）＝ｆｒ（ｘ≤０）＝２

７

Ｆ
ｎ （１）＝ｆｒ（ｘ≤１）＝５

７

Ｆ
ｎ （２）＝ｆｒ（ｘ≤２）＝６

７

Ｆ
ｎ （３）＝ｆｒ（ｘ≤３）＝７

７＝１

一般地

Ｆ
ｎ （ｘ）＝

０，　　　　ｘ＜ｘ
１

ｍ
ｎ

，　　 　ｘ
ｍ ＜ｘ≤ｘ

ｍ＋１

１，　　　　ｘ≥ｘ

烅

烄

烆 ｎ

（２．３）

　图２．２

随实现（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的不同而不同。若将经验分布函数
绘制成图，其形状如图２．２中的折线。由概率论我们知
道，当ｎ→∞时，频率ｆｒ→Ｐ（概率），那么

ｆｒ（Ｘ≤ｘ）→Ｆ（ｘ）
是否成立呢？下面我们不加证明的介绍一个定理。

定理２．１ 　格利汶科定理（Ｗ．Ｇｌｉｖｅｎｋｏ）。

当ｎ→∞时，经验分布函数Ｆ
ｎ （ｘ）关于ｘ均匀的依概率收敛到Ｆ（ｘ），即对任意ε＞０，有
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ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ ｓｕｐ
－∞＜ｘ＜∞

｜Ｆ
ｎ （ｘ）－Ｆ（ｘ）｜＜｛ ｝ε ＝１

由此定理知，当ｎ很大时，Ｆ
ｎ （ｘ）近似等于Ｆ（ｘ），这就是我们用样本推断总体分布的依据。

（２）直方图
同样以具体例子说明。
【例２．３】　某河流年最大日平均流量资料（抽样）如下，ｎ＝２６，求直方图。

　８２．８７　６７．９５　４６．４６　１００．７９　１２５．２８　９２．７６　１４４．３５　５９．８３　９５．３８　１３７．７６
　６０．０１ ９６．７３ ９５．７５ ７６．６２ １１４．７０ １２１．３８ １４８．８７ １２１．００ ４７．９９ ９２．３４
　９０．２６ ７７．７０ ７６．１１ ９５．０９ ９５．４７ ７８．６２
解　１）将资料以组间距ΔＱ＝２０ｍ３／ｓ分组（表２－１，第一栏）；

２）统计组间频数ｍ（表２－１，第二栏）；

３）计算组间频率ｆｒ（表２－１，第三栏）；

４）计算组内平均频率密度（表２－１，第四栏）；

５）累计求和（表２－１，第五、第六栏）。
表２－１

分组
频数

（ｍ）
频率

（ｆｒ＝ｍ／ｎ）
组内平均频率密度

（ｆｒ／Δｘ） ∑ 次数 ∑ｆｒ

２０～３９ ０ ０ ０ ０ ０

４０～５９ ２ ０．０７６９ ０．００３８ ２ ０．０７６９

６０～７９ ７ ０．２６９２ ０．０１３５ ９ ０．３４６１

８０～９９ ９ ０．３４６２ ０．０１７５ １８ ０．６９２３

１００～１１９ ２ ０．０７６９ ０．００３５ ２０ ０．７６９２

１２０～１３９ ４ ０．１５３８ ０．００７５ ２４ ０．９２３０

１４０～１６０ ２ ０．０７６９ ０．００３５ ２６ ０．９９９９

　　６）作图２．３，图２．４。

　　　　　　　　图２．３　　　　　　　　　　　　　　　　　　　图２．４

由图可以认识到，我们实际上是在用直方图对应的分布密度函数

ｆｎ（ｘ）＝
ｆｒｊ

ΔＱｊ
，ｘ∈（Ｑｊ－１，Ｑｊ］，ｊ＝１，２，…，ｍ

来作为总体密度函数ｆ（ｘ）的近似。这样做是否合理呢？我们引进“唱票随机变量”，对每个小
区间（Ｑｊ－１，Ｑｊ］，定义

Ｘ＝
１，若Ｘｉ∈（Ｑｊ－１，Ｑｊ］，

０，若Ｘｉ（Ｑｊ－１，Ｑｊ
｛ ］，

ｉ＝１，２，…，ｎ

则Ｘ是独立同分布于两点的随机变量，其分布：

Ｐ（Ｘｉ＝ｘ）＝ｐｘ（１－ｐ）１－ｘ，ｘ＝０或１此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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其中ｐ是ｘ＝１的概率，由柯尔莫哥洛夫强大数定律，有ｎ→∞时，

ｆｒｊ ＝ｎｊ

ｎ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ →ＥＸｉ ＝ｐ＝Ｐ（Ｘ ∈ （Ｑｊ－１，Ｑｊ］）＝∫

Ｑｊ

Ｑｊ－１
ｆ（ｘ）ｄｘ

的概率为１，其中ｎｊ是落在（Ｑｊ－１，Ｑｊ］内的样品数。这就是说，当ｎ充分大时，就可以用ｆｒｊ
来

近似代替上式右边以ｆ（ｘ）（ｘ∈（Ｑｊ－１，Ｑｊ］）为曲边的曲边梯形面积，若ΔＱ→０，分组数充分大，

我们就可以用小矩形的高度ｆｎ（ｘ）＝ｆｒｊ
／ΔＱ来近似代替ｆ（ｘ）（ｘ∈（Ｑｊ－１Ｑｊ］），所以Δｆｒ＝

Δｆｒ

ΔｘΔｘ→ｄＦ（ｘ）＝ｆ（ｘ）·ｄｘ。

２．１．５　样本分布的数字特征

同样为了能对总体的数字特征进行分析，仿照总体分布数字特征的定义，定义如下的样本
数字特征，以后会看到这些数字特征可以是总体数字特征的估计。

样本的均值 Ｘ
—

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ·Ｐｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ·１

ｎ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ （２．４）

样本方差 　　 Ｓ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）２ （２．５）

样本标准差 　　 Ｓ＝ Ｓ槡２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）槡
２ （２．６）

样本变差系数 　Ｃｖｎ＝ Ｓ
Ｘ
— ＝ １

Ｘ
—

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）槡
２ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｋｉ－１）槡
２ （２．７）

其中Ｋｉ为模比系数：　Ｋｉ ＝Ｘｉ

Ｘ
— 。

样本偏态系数 　　 Ｃｓｎ＝Ｂ３

Ｓ３ ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）３

（Ｘ
—
·Ｃｖ）３

（２．８）

对于二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的随机样本，其样本相关系数

　　　　Ｒ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）（Ｙｉ－Ｙ

—
）

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）槡
２ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ
—
）槡
２

＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）（Ｙｉ－Ｙ

—
）

∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ
—
）槡
２ ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ
—
）槡
２

　 　　　 ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（ＫＸｉ－１）（ＫＹｉ－１）

∑
ｎ

ｉ＝１

（ＫＸｉ－１）槡
２ ∑

ｎ

ｉ＝１

（ＫＹｉ－１）槡
２

（２．９）

２．２　 抽样分布

２．２．１　 统计量及抽样分布

在利用样本推断总体时，往往不能直接利用样本，而需要对它进行一定的加工，这样才能
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有效的利用其中的有效信息，否则样本将呈现为一堆“杂乱无章”的数据。
【例２．４】　 从某地区随机抽取５０户居民，调查其年用水情况，得到下列的年用水量资料数据：
　１０２４　　９００　　１０１６　　８０４　　９７０　　２０４　　９２４　 　７９０　 　６７４　　５９０

　１０７２ １０８８ １３６６ ７８４ ８６４ １０４０ ５０８ ９０４ ７１０ ９５２

　７０２ ８５４ ８８８ １０６２ ８０４ ８１２ ９５４ ９８８ ８６２ ９４８

　９８２ １２９２ ８２０ ９７８ ７１４ ９４６ ７８６ ９２８ ８９２ ９７２

　７９６ ７４４ １０２６ ９０８ ２０１ ８２８ ８４２ ９５０ ９６４ ８３８

当地政府制定的居民用水定额：每年每户１０００ｍ３ 水量，分析该地区用水情况。
解 　 显然：如不对资料进行加工，面对着大堆大小参差不齐的数据，你很难得出什么结论，

但只要对它们稍做加工，便可做出大致的分析。记各户居民年用水量为（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），则考虑

Ｘ
—

＝ １
５０∑

５０

ｉ＝１
ｘｉ ＝９０９．５２

Ｓ＝ １
５０∑

５０

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ－）槡
２ ＝１５４．２８

Ｃｖｎ＝ Ｓ
Ｘ
— ＝１５４．２８

９０９．５２＝０．１７

于是我们得到该地区的用水量总的说来没有超过定额，用水量差距不到２０％，基本属于正常
范围的结论。
由此可见，对样本的加工是十分重要的。
用数学语言描述对样本的加工是构造统计量。我们给出统计量定义。
定义 　 设样本（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），若Ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是由样本构成的连续函数，且

Ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）中不出现未知参数，则称Ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为统计量，称由（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
计算出的值，即ｇ＝Ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为统计值。
根据定义我们可以看到，所有样本数字特征都是统计量，其特点是：① 由样本构成；② 不

含未知参数。所以统计量也具备二重性，即统计量既可以是一个实现值，又可以是一个随机变
量。故统计量也有概率分布，我们称统计量的概率分布为抽样分布。

２．２．２　 几种常用的抽样分布

（１）样本均值Ｘ
—
的分布

在论证Ｘ
—
的分布前，首先证明一个定理。

定理２．２ 　 若Ｘ ～Ｎ（μ，σ２），则ｙ＝Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１）。

证明：设φ（ｘ）为Ｘ的概率密度函数，由随机变量函数的分布得

　　　　　　　ｆ（ｙ）＝φ（ｇ－１（ｙ））· ｇ－１（ｙ）

＝φ（σｙ＋μ）·σ

＝ １
２槡πσ

ｅ－１
２（σｙ＋μ－μ

σ
）２·σ

＝ １
２槡π

ｅ－ｙ２
２

所以 Ｙ ～Ｎ（０，１）
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证毕。

称Ｙ 为Ｘ 的标准化。现在来看均值Ｘ
—
的分布，有两种情况。

１）设Ｘ ～Ｎ（μ，σ２），其样本为（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），求Ｘ
—
的分布。

由于相互独立的多维正态分布随机变量的线性组合仍服从正态分布，所以

Ｘ
—

＝ １
ｎ

（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）

仍服从正态分布，即Ｘ
—

～Ｎ（Ｅ（Ｘ
—
），Ｄ（Ｘ

—
））。

根据数学期望的性质，

　　　　　　　　　Ｅ（Ｘ
—
）＝Ｅ（１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ）＝ １

ｎ
（Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＋…＋Ｅ（Ｘｎ））

＝ １
ｎ

·ｎ·μ＝μ

根据方差的性质，

　　　　　　　　　Ｄ（Ｘ
—
）＝Ｄ（１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ）＝ １

ｎ２（Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋…＋Ｄ（Ｘｎ））

＝ １
ｎ２·ｎ·σ２ ＝σ２

ｎ

即当Ｘ ～Ｎ（μ，σ２）时，Ｘ
—

～Ｎ（μ，σ
２

ｎ
），由定理２．２可得Ｘ

—

－μ
σ／槡ｎ

～Ｎ（０，１）。

２）设Ｘ服从任意分布ｆ（ｘ），其样本为（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），具有有限的数学期望和方差，即

Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２，求Ｘ
—
的分布。

因为Ｅ（Ｘｉ）＝μ，Ｄ（Ｘｉ）＝σ２，由林德贝格勒维中心极限定理，对于随机变量

ξｎ ＝ １
σ槡ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ξｉ－μ）

有 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（ξｎ ＜ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ－ｔ

２
２ｄｔ

即当ｎ→ ∞ 时，ξｎ →Ｎ（０，１），由于ξｎ 可以修改一下形式

　　　　　　ξｎ ＝ １
σ槡ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ξｉ－μ）＝ １
σ槡ｎ／ｎ

×１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ξｉ－μ）

＝ １
σ／槡ｎ

×１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ξｉ－μ）＝
（ξｉ－μ）

σ／槡ｎ

说明Ｘｉ平均值Ｘ
—
的标准化变量Ｘ

—

－μ
σ／槡ｎ
在ｎ→ ∞ 时，服从标准正态分布，由定理２．２得

Ｘ
—

～Ｎ（μ，σ
２

ｎ
）

以上讨论说明，无论Ｘ服从何种分布，只要存在Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ），当ｎ→ ∞ 时，Ｘ
—

～Ｎ（μ，

σ２

ｎ
），对于Ｘ ～Ｎ（μ，σ２）分布的随机变量，不论ｎ有多大，其样本均值Ｘ

—
服从Ｎ（μ，σ

２

ｎ
）。

（２）χ
２ 分布

１）定义：设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是一个随机样本，Ｘｉ ～Ｎ（０，１），则统计量



１０　　　 水文水资源应用数理统计

χ
２ ＝Ｘ２

１＋Ｘ２
２＋…＋Ｘ２

ｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ （２．１０）

的密度分布函数是： ｆ（ｘ）＝

１

２
ｎ
２Γ（ｎ

２
）
ｘ

ｎ
２－１ｅ－ｘ

２ ，ｘ＞０

０，　　　　　　　ｘ≤

烅

烄

烆 ０

（２．１１）

为了方便，用数学归纳法证明之。
当ｎ＝１时，χ

２
１ ＝Ｘ２

１，即Ｙ ＝Ｘ２，则

ｆ（ｙ）＝ １
２π槡 ｙ

ｅ－ｙ
２ ，ｙ＞０

ｆ（ｙ）＝０，　　 　ｙ≤
烅
烄

烆 ０

因为槡π＝Γ（１
２

），则

ｆ（ｙ）＝ １
２１／２Γ（１／２）ｙ

１
２－１ｅ－ｙ

２ ，　　　ｙ＞０

设ｎ＝ｋ，χ
２ ＝Ｘ２

１＋Ｘ２
２＋…＋Ｘ２

ｋ ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ ＝Ｘ
～
时，上式仍然成立，即

ｆ（ｘ～）＝ １

２
ｋ
２Γ（ｋ

２
）
ｘ～

ｋ
２－１ｅ－ｘ～

２

则ｎ＝ｋ＋１时，χ
２ ＝Ｘ２

１＋Ｘ２
２＋…＋Ｘ２

ｋ＋Ｘ２
ｋ＋１ ＝∑

ｋ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ ＋Ｘ２
ｋ＋１ ＝Ｘ

～
＋Ｙ ＝Ｚ，由卷积积分，

　　　　　　　　ｆ（ｚ）＝∫
∞

０
ｆ１（ｚ－ｙ）ｆ２（ｙ）ｄｙ

　　　　　　　　　　 ＝∫
ｚ

０

１
２ｋ／２Γ（ｋ／２）

（ｚ－ｙ）ｋ／２－１ｅ－ｚ－ｙ
２ · １

２１／２Γ（１／２）ｙ
１／２－１ｅ－ｙ／２ｄｙ

　　　　　　　　　　 ＝ ｅ－ｚ
２

２ｋ＋１／２Γ（ｋ／２）Γ（１／２）∫
ｚ

０
ｙ１／２－１（ｚ－ｙ）ｋ／２－１ｄｙ

令ｔ＝ ｙ
ｚ

，得

　　　　　　　　　　　ｆ（ｚ）＝ ｅ－ｚ
２ｚ

ｋ＋１
２ －１

２ｋ＋１／２Γ（ｋ／２）Γ（１／２）∫
ｚ

０
ｔ１／２－１（１－ｔ）ｋ／２－１ｄｙ

　　　　　　　　　　　　　 ＝ ｅ－ｚ
２ｚ

ｋ＋１
２ －１

２ｋ＋１／２Γ（ｋ／２）Γ（１／２）Ｂ（１
２

，ｋ
２

）

　　　　　　　　　　　　　 ＝ ｅ－ｚ
２ｚ

ｋ＋１
２ －１

２ｋ＋１／２Γ（ｋ／２）Γ（１／２）
Γ（１／２）Γ（ｋ／２）

Γ（ｋ＋１
２

）

　　　　　　　　　　　　　 ＝ １

２
ｋ＋１
２Γ（ｋ＋１

２
）
ｚ

ｋ＋１
２ －１ｅ－ｚ

２

所以当ｎ＝ｎ时，原式成立。
证毕。
这种分布被称为自由度为ｎ（参数）的χ

２ 分布，记为χ
２（ｎ）。χ

２ 的图形如图２．５所示。

χ
２ 分布是一种不对称分布，随ｎ的增加，分布峰值降低，涨、落变缓，分布趋于对称。
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图２．５　　　　　　　　　　　　　　　　　　 图２．６

２）χ
２ 的临界值。
对于给定的α，０＜α＜１，有

α＝∫
∞

χ
２
α
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｐ（χ

２ ≥χ
２
α） （２．１２）

１－α＝∫
∞

χ
２
１－α
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｐ（χ

２ ≥χ
２
１－α） （２．１３）

则称χ
２
α（ｎ）为上临界值，即上侧分位数，χ

２
１－α（ｎ）为下临界值，即下侧分位数，见图２．６。在一般

的数理统计书中均有χ
２ 的临界值表可查。

【例２．５】　 当α＝０．０５，ｎ＝３０时，求所对应的χ
２ 分布上、下临界值。

解 　 上临界值： χ
２
α（ｎ）＝χ

２
０．０５（３０）＝４３．７３

下临界值： χ
２
１－α（ｎ）＝χ

２
０．９５（３０）＝１８．４９３　　

３）χ
２ 的数字特征。

Ｅ（χ
２）＝ｎ。

证明：Ｅ（χ
２）＝Ｅ（∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘ２

１）＋Ｅ（Ｘ２
２）＋…＋Ｅ（Ｘ２

ｎ）

∵Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝Ｅ（Ｘｉ－０）２ ＝Ｅ（Ｘｉ－Ｅ（Ｘｉ））２ ＝Ｄ（Ｘｉ）＝１

∴Ｅ（χ
２）＝１＋１＋…＋１＝ｎ

Ｄ（χ
２）＝２ｎ。

证明：Ｄ（χ
２）＝Ｄ（∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ）＝Ｄ（Ｘ２
１）＋Ｄ（Ｘ２

２）＋…＋Ｄ（Ｘ２
ｎ）

∵ Ｄ（Ｘ２
ｉ）＝Ｅ（Ｘ２

ｉ －Ｅ（Ｘ２
ｉ））２ ＝ＥＸ４

ｉ －（ＥＸ２
ｉ）２ ＝ＥＸ４

ｉ －１

又 ∵ＥＸ４
ｉ ＝∫

∞

－∞
ｘ４ １

２槡π
ｅ－ｘ２

２ｄｘ＝３

∴ Ｄ（Ｘ２
ｉ）＝ＥＸ４

ｉ －１＝３－１＝２
∴ Ｄ（χ

２）＝２＋２＋…＋２＝２ｎ
４）χ

２ 分布的性质。

ａ．设两个χ
２变量χ

２
１和χ

２
２相互独立，且χ

２
１～χ

２（ｎ１），χ
２
２～χ

２（ｎ２），则χ
２
１＋χ

２
２～χ

２（ｎ１＋ｎ２），
即为χ

２ 的可加性。
证明：设Ｘｉ，Ｘ′

ｊ均服从Ｎ（０，１），则

χ
２
１ ＝Ｘ２

１＋Ｘ２
２＋…＋Ｘ２

ｎ１ ＝ ∑
ｎ１

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ

χ
２
２ ＝Ｘ′２

１ ＋Ｘ′２
２ ＋…＋Ｘ′２

ｎ２ ＝ ∑
ｎ２

ｊ＝１
Ｘ′２

ｊ



１２　　　 水文水资源应用数理统计

χ
２
１＋χ

２
２ ＝Ｘ２

１＋Ｘ２
２＋…＋Ｘ２

ｎ１ ＋Ｘ′２
１ ＋Ｘ′２

２ ＋…＋Ｘ′２
ｎ２

又 ∵　Ｘｉ，Ｘ′
ｊ同分布

　∴ χ
２ ＝χ

２
１＋χ

２
２ ＝ ∑

ｎ１＋ｎ２

ｋ＝１
Ｘ２

ｋ ～χ
２（ｎ１＋ｎ２）

证毕。

ｂ．设Ｙ ～χ
２（ｎ），则对任意Ｙ 有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（Ｙ－ｎ
２槡ｎ

≤ｙ）＝∫
ｙ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ

证明：设有样本（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），Ｘｉ ～Ｎ（０，１）

∵Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝１，Ｄ（Ｘ２

ｉ）＝２，样本均值Ｘ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ

∴ Ｘ２－Ｅ（Ｘ２
ｉ）

Ｄ（Ｘ２
ｉ）槡ｎ

＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －１

２槡ｎ

＝
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －ｎ

２槡ｎ
＝Ｙ－ｎ

２槡ｎ

∴ 当ｎ→ ∞ 时，Ｙ－ｎ
２槡ｎ

～Ｎ（０，１）

即 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（Ｙ－ｎ
２槡ｎ

≤ｙ）＝∫
ｙ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ

证毕。

此性质的含义是：当ｎ很大时，标准化的χ
２变量χ

２－ｎ
２槡ｎ

～Ｎ（０，１），或χ
２ ～Ｎ（ｎ，２ｎ）。这一

性质可用来推求ｎ很大时的上侧临界值。
【例２．６】　 求Ｐ（Ｘ ≥χ

２
０．０５（４９））＝０．０５中χ

２
０．０５（４９）。

解 　 ∵ｎ＝４９，属大样本情形

∴χ
２（４９）～Ｎ（ｎ，２ｎ）

∴Ｐ（Ｘ ≥χ
２
０．０５（４９））＝Ｐ（χ

２
０．０５－ｎ
２槡ｎ

≥ｕα）＝α

∴　χ
２
０．０５（４９）≈ ２槡ｎ·ｕα＋ｎ＝ ２×槡 ４９×１．６４＋４９＝６５．２４

（３）Ｔ分布

１）定义：设Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ ～χ
２（ｎ），且Ｘ与Ｙ相互独立，则新随机变量Ｔ＝ Ｘ

Ｙ／槡 ｎ
服从

自由度为ｎ的ｔ分布，记为ｔ（ｎ），称Ｔ为ｔ分布随机变量，其概率密度函数（证明略）为

ｙ＝ｆ（ｔ）＝
Γ（ｎ＋１

２
）

π槡ｎΓ（ｎ
２

）
（１＋ｔ２

ｎ
）－ｎ＋１

２ 　　　－∞ ＜ｔ＜ ∞ （２．１４）

ｔ（ｎ）是一个以ｎ为参数的对称性概率密度函数。见图２．７，由于ｆ（ｔ）是偶函数，所以ｔ分布
密度函数关于ｙ轴对称，且ｆ（ｔ）的极限为

　　　　　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

Γ（ｎ＋１
２

）

ｎ槡πΓ（ｎ
２

）
（１＋ｔ２

ｎ
）－ｎ＋１

２
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