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内 容 提 要

本书是一部以应用为目的的现代数学著作，介绍了
集合、拓扑、群、微分几何、非线性方程等现代数学的基础
理论，并讨论了它们在现代物理学与天体物理学中的应
用，特别是群在规范理论、同伦论在宇宙拓扑缺陷、非线
性方程在宇宙学中的应用。其中含有作者在拓扑缺陷、
宇宙动力学方面的工作。
本书首先介绍了集合、拓扑及分形的基础内容，以及

这些数学概念的一些应用；其次讲述了有限群和李群在
规范理论与相对论中的应用；再次介绍了微分流形、微分
同胚、霍奇（Ｈｏｄｇｅ）算子、同调群和同伦群，及它们在电
磁场理论和天体物理中的应用；最后讨论了物理学、力学、
地球科学、生命科学及各类工程技术领域中会遇到的各种
各样的非线性方程，并讨论了在宇宙动力学中的应用。
本书主要适合数学、物理、天文和力学方面的研究生

和科研人员阅读。
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第１章　集 合 与 拓 扑

集合与拓扑在近代数学的发展中起着极为重要的作用，也是
学习现代数学的基础。可以说，数学在本质上就是研究集合上的
各种结构以及关系的学科。本章将简要介绍集合论和拓扑空间的
一些基本概念和基本性质。作为应用的例子，讨论了局中人集合，
并在这些基础上叙述了阿罗（Ａｒｒｏｗ）不可能性定理。

§１．１　集合的基本概念

集合是一个古老的数学概念，但集合论真正成为一门严格
的数学学科是从德国著名数学家康托尔（Ｇ．Ｃａｎｔｏｒ，１８４５—
１９１８）开始的。他曾这样来描述集合：“所谓集合，是我们直觉中
或理智中的、确定的、互不相同的事物的一个汇集，被设想为一
个整体（单体）。”人们一度认为集合的概念是不需定义的，只要描
述性地说明就可以了，但很快就发现这会引起一些悖论。
理发师悖论　小岛上唯一的理发师宣称：我为岛上所有不给

自己理发的人理发，而不给那些为自己理发的人理发。那么，这位
理发师该不该为自己理发呢？他实际上把岛上居民分成了两类，
Ａ类是为自己理发的那部分居民，Ｂ类是由不属于Ａ 类的人组
成。在他的理发规则下，他不能为自己理发，也不能不为自己理
发。即他不能属于Ａ类，也不能不属于Ａ类。
这个悖论是英国著名哲学家罗素（Ｂ．Ｒｕｓｓｅｌｌ，１８７２—１９７０）

在１９０３年提出的，曾经引发了数学史上的第三次危机（前两次危
机是无理数的发现和无穷小量的定义）。理发师悖论告诉我们，
集合的概念并没有想象中那么简单。集合论必须建立在一套公
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理体系之上。

　　１．集合的定义

定义　满足一定条件的若干个（有限或无限，离散或连续）对
象的全体称为一个集合（ｓｅｔ）。组成集合的对象称为集合的元素
（ｅｌｅｍｅｎｔ）。通常用大写字母Ａ，Ｂ，…表示集合，用小写字母ａ，
ｂ，…表示集合的元素。用ａ∈Ａ来表示ａ是集合Ａ 的元素，而
ａＡ表示ａ不是集合Ａ的元素。没有元素的集合称为空集，记
作。元素数目有限的集合称为有限集，有无限个元素的集合称
为无限集。无限集又可分为可数集和不可数集。可以这样来表示
一个集合，如由±１，±ｉ构成的集合可记为

Ａ＝ ｛１，－１，ｉ，－ｉ｝， （１．１）

或者

Ａ＝ ｛ｘ｜ｘ４－１＝０，ｘ∈Ｃ｝。 （１．２）

集合的类型可以是非常广泛的。比如“年龄在２０—２５岁之间
的学生”可以组成一个集合；“银河系中的恒星”也可以组成一个集
合。几个常用的数集见下例。
例　自然数集Ｎ＝ ｛１，２，３，…｝，可数集。
整数集Ｚ＝ ｛…，－２，－１，０，１，２，…｝，可数集。
有理数集Ｑ＝ ｛ｐ／ｑ：ｐ，ｑ∈Ｚ，ｑ≠０｝，可数集。
实数集Ｒ，不可数集。
复数集Ｃ＝ ｛ｘ＋ｉｙ：ｘ，ｙ∈Ｒ｝，不可数集。
如果集合Ａ的元素都是集合Ｂ的元素，即ｘ∈Ａｘ∈Ｂ，则

称Ａ为Ｂ的子集，记作ＡＢ。显然有ＡＡ。空集是任何集合
的子集。如果ＡＢ且Ａ≠Ｂ，即集合Ａ的元素都是集合Ｂ的元
素，但集合Ｂ中至少有一个元素不属于Ａ，则称Ａ为Ｂ的真子集，
记作ＡＢ。如果ＡＢ且Ｂ Ａ，则称集合Ａ与集合Ｂ相等，
Ａ＝Ｂ。
一个集合的所有子集也构成一个集合，称为集合Ａ的幂集，
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记作２Ａ。例如设
Ａ＝ ｛ａ，ｂ｝， （１．３）

则其所有的子集构成的集合为

２Ａ ＝ ｛｛ａ｝，｛ｂ｝，｛ａ，ｂ｝，｝。 （１．４）

可以证明，对于有限集，如果集合Ａ有ｎ个元素，则集合２Ａ 具有

２ｎ个元素。对于无限集，情况比较复杂，此处不予讨论。我们只
指出一点，实数集Ｒ的元素数目要比整数集Ｚ的元素数目“多”，
幂集２Ａ 的元素数目要比集合Ａ 的元素数目“多”，而有理数集Ｑ
的元素数目和整数集Ｚ的元素数目“一样多”。一段实轴上的点
的数目和平面上的点的数目也是“一样多”。

　　２．集合的运算

我们把

Ａ∪Ｂ＝ ｛ｘ∈Ａ或者ｘ∈Ｂ｝ （１．５）

称为集合Ａ与集合Ｂ的并。这是集合的加法。并集是由两个集合
的所有元素组成的集合。若Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，Ｂ＝｛ｃ，ｄ，ｅ，ｆ｝，则

Ａ∪Ｂ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ｝。 （１．６）

而把

Ａ∩Ｂ＝ ｛ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ｝ （１．７）

称为集合Ａ与集合Ｂ 的交。这是集合的乘法。交集是由两个集
合的共同元素组成的集合。如果Ａ∩Ｂ＝ ，则称集合Ａ与集
合Ｂ互不相交。在上例中，

Ａ∩Ｂ＝ ｛ｃ｝。 （１．８）

我们把

Ａ－Ｂ＝ ｛ｘ∈Ａ且ｘＢ｝ （１．９）

称为集合Ａ与集合Ｂ 的差。这是集合的减法。差集是由集合Ａ此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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中不属于集合Ｂ的元素组成的集合。对于上例，

Ａ－Ｂ＝ ｛ａ，ｂ｝。 （１．１０）

这三种运算可用下列图形表示：

图　１．１

不难证明下列性质：
交换律

Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ。 （１．１１）

结合律

（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪ （Ｂ∪Ｃ）， （１．１２）

（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩ （Ｂ∩Ｃ）。 （１．１３）

分配律

（Ａ∪Ｂ）∩Ｃ＝ （Ａ∩Ｃ）∪ （Ｂ∩Ｃ）， （１．１４）

（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ＝ （Ａ∪Ｃ）∩ （Ｂ∪Ｃ）。 （１．１５）

吸收律

（Ａ∪Ｂ）∩Ａ＝Ａ，（Ａ∩Ｂ）∪Ａ＝Ａ。 （１．１６）

　 图　１．２

对于差集运算，如果Ａ是Ｘ 的子集，则称差
集Ｘ－Ａ＝Ａｃ为Ａ关于Ｘ 的补集。对于补
集运算，有如下的德摩根（ｄｅＭｏｒｇａｎ）公式：

（Ａ∪Ｂ）ｃ ＝Ａｃ ∩Ｂｃ， （１．１７）

（Ａ∩Ｂ）ｃ ＝Ａｃ ∪Ｂｃ， （１．１８）
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（Ａｃ）ｃ ＝Ａ， （１．１９）

Ａ∪Ａｃ ＝Ｘ， （１．２０）

Ａ∩Ａｃ ＝ 。 （１．２１）

最后，定义集合的直积运算，若ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ，则集合

Ｃ＝Ａ×Ｂ＝ ｛（ａ，ｂ），ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ｝， （１．２２）

称为Ａ，Ｂ的有序对集合，也称为集合Ａ，Ｂ的直积。平面点的
集合

Ｒ２ ＝ ｛（ｘ１，ｘ２），ｘｉ∈Ｒ｝ （１．２３）

为实数集合Ｒ的二重直积Ｒ×Ｒ。一般地，有

Ｒｎ ＝Ｒ×Ｒ×…×Ｒ＝｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｘｉ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｎ｝
（１．２４）

是实数集合Ｒ的ｎ重积。

§１．２　映　射

设Ａ和Ｂ是集合，如果存在一个对应关系或法则，使得对于
Ａ的任一元素ａ，均有Ｂ中一个唯一的元素ｂ与之相对应，则称这
是一个从Ａ到Ｂ的映射（ｍａｐ）ｆ，记作

ｆ：Ａ→Ｂ，ａ→ｂ＝ｆ（ａ）。 （１．２５）

把Ａ称为映射ｆ的定义域，而把ｆ（Ａ）＝｛ｆ（ａ）：ａ∈Ａ｝Ｂ称
为映射ｆ的值域。同时，把ｂ＝ｆ（ａ）∈Ｂ称为ａ的象。
显然，Ａ的每一个元素都具有唯一的象，但反之则不一定。Ａ

的所有元素的象的集合就是映射ｆ的值域。映射是通常的函数
（数集到数集的映射，如实数集Ｒ到Ｒ的映射）概念的推广。映射
比函数要宽泛得多，函数、变换、各种运算、泛函和算符等等均可
视为映射。
设有映射
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ｆ：Ａ→Ｂ，

如果ｆ（Ａ）＝Ｂ，即Ａ的所有的象的集合就等于Ｂ，则称ｆ为Ａ到
Ｂ上的映射，也称为满射。
如果ｆ（ａ）＝ｆ（ａ′）ａ＝ａ′，则称ｆ为单映射或１１映射。

如果Ａ＝Ｂ，且对所有的ａ∈Ａ，有ｆ（ａ）＝ａ，则称ｆ为Ａ的恒等
映射。
如果ｆ为Ａ到Ｂ上的１１映射，则称其为双射。如果ｆ为Ａ

到Ｂ上的１１映射，则对于ｂ＝ｆ（ａ），可以确定ａ＝ｆ－１（ｂ），由此
可以确定映射ｆ－１：Ｂ→Ａ。称ｆ－１为ｆ的逆映射。逆映射是反函
数的推广。
两个相继的映射可以复合为一个映射：如果

ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ， （１．２６）

则

ｈ＝ｇｆ：Ａ→Ｃ （１．２７）

称为ｆ和ｇ 的一个复合映射。复合映射是复合函数的推广。
显然，

ｆ－１ｆ＝ＩＡ：Ａ→Ａ （１．２８）

或

ｆｆ－１＝ＩＢ：Ｂ→Ｂ （１．２９）

为恒等映射。映射的结合满足结合律。
如果有映射

ｆ：Ａ→Ｂ；ｇ：Ｂ→Ｃ；ｈ：Ｃ→Ｄ， （１．３０）

则

ｈ（ｇｆ）＝ （ｈｇ）ｆ：Ａ→Ｄ。 （１．３１）

有不少数学问题需要比较两个集合所含元素的多少。通常把
一个集合Ａ所含的元素数目称为该集合的基数或集合的势，记为

｜Ａ｜。对于有限集，问题比较容易解决，无限集就比较复杂。不
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过，也可以这样来考虑，将两个集合的元素作１１对应，如果正
好完全１１对应，那么就说这两个集合所含的元素数一样多。更
准确地说，设有Ａ，Ｂ两个集合，若存在１１到上的映射ｆ：Ａ→Ｂ，
则说Ａ，Ｂ两个集合有相同的基数。如果是１１映射，则约定

｜Ａ｜≤｜Ｂ｜。如果｜Ａ｜≤｜Ｂ｜≠｜Ａ｜，则说Ａ的基数小于Ｂ的
基数。记作｜Ａ｜＜｜Ｂ｜。和自然数集Ｚ具有相同基数的集合称为
可数集。自然数集Ｎ的基数用 ０表示，即｜Ｎ｜＝｜Ｚ｜＝｜Ｑ｜＝

０。可以证明，可数个可数集的并及有限个可数集的交是可数集。
实数集Ｒ的基数用 １表示，即｜Ｒ｜＝ １， １ ＞ ０。可以证明，
自然数集的幂集２Ｎ 和实数集Ｒ具有相同的基数，即｜２Ｎ｜＝｜Ｒ｜＝

１。一般地可以证明，｜２Ａ｜＞｜Ａ｜。

§１．３　拓扑空间

　　１．几个著名的拓扑学问题

（１）哥尼斯堡（Ｋｎｉｇｓｂｅｒｇ）七桥问题
流经哥尼斯堡的普雷格河的河湾处有两个小岛，七座桥连接

了两岸和小岛。当地流传着一个游戏，要求在一次散步中通过每

　 图　１．３

座桥一次，但很长时间里没人
能做到。后来大数学家欧拉
（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ）研究了这个游戏，他
把这个游戏简化为一笔画问

题：点代表陆地，线代表桥。能
否完成游戏就变成左边的图形

能否一笔画出的问题了。欧拉
在１７３６年证明，这个图形是不
能一笔画出来的。正是七桥问题和其他类似性质的问题，使欧拉
和其他数学家开始认识到，存在着某种新的几何性质，与以往研究
的几何性质完全不同。这种认识是拓扑学产生的背景。这种新的
性质是一种整体结构的性质，它们与图形的大小、形状以及所含线此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



８　　　　　第１章　集合与拓扑

段的曲直等等都无关，我们称之为拓扑性质。将图形挤压、拉伸、
扭曲等变形时，它的拓扑性质不变。研究图形拓扑性质的学科，就
是拓扑学（ｔｏｐｏｌｏｇｙ）。

（２）正多面体的欧拉示性数
对于正四面体、正六面体、正八面体等正多面体来说，如果用

Ｖ标记它们的顶点数，Ｅ标记棱数，Ｆ标记面数，则有关系

Ｖ－Ｅ＋Ｆ＝２， （１．３２）

这个公式称为欧拉公式。等式右边的数字２称为正多面体的欧拉
示性数。这是一个拓扑性质。

（３）四色定理
对地图着色时，要求相邻区域必须用不同颜色来标记，那么一

共需要多少种颜色呢？数学家很早就证明有五种颜色就够用了。
而低于四种颜色是不可能标记一幅地图的。这个问题自从１８５２
年格思里（Ｆ．Ｇｕｔｈｒｉｅ）提出后，一直到２０世纪７０年代借助计算机
才得到了肯定的答案，即四色定理：给地图着色，四种颜色就够用
了。地图着色问题也是一个和拓扑性质有关的问题，它与区域的
面积、边界线的形状和长度等都没有关系，关键是区域的个数和彼
此的连接关系。

　　２．拓扑空间

设Ｘ是一个非空集合，记２Ｘ 为Ｘ 的幂集，即由Ｘ的所有子
集（包括空集和Ｘ自身）组成的集合，把２Ｘ 的子集（即以Ｘ的一
部分子集组成的集合）称为Ｘ的一个子集族。
定义　设Ｘ是一个非空集合，Ｘ的一个子集族τ称为Ｘ 的一

个拓扑，如果它满足：
（１）Ｘ和都包含在τ中；
（２）τ中任意多个成员的并集仍在τ中；
（３）τ中有限多个成员的交集仍在τ中；

则集合Ｘ和它的一个拓扑τ一起称为一个拓扑空间（ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ
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ｓｐａｃｅ），记作（Ｘ，τ），有时候也简称为拓扑空间Ｘ。称τ中的成员
为这个拓扑空间的开集。定义中的三个条件称为拓扑公理。
从定义可以看到，给出集合的一个拓扑就是规定它的哪些子

集是开集。这种规定不是任意的，必须满足三条拓扑公理。一般
来说，一个集合上可以有许多不同的拓扑。因此在说到一个拓扑
空间时，要同时指明集合及所规定的拓扑。
设Ｘ是一个非空集合，显然τ＝２Ｘ 构成Ｘ 上的一个拓扑，称

为Ｘ上的离散拓扑。离散拓扑的开集最多。而τ＝｛Ｘ，｝也是

Ｘ上的拓扑，称为Ｘ上的平凡拓扑。平凡拓扑的开集最少。当Ｘ
中包含多于一个元素时，这两个拓扑是不同的。Ｘ还可以有许多
别的拓扑。如果设Ｘ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，则｛Ｘ，，｛ａ｝｝，｛Ｘ，，｛ａ，
ｂ｝｝，｛Ｘ，，｛ａ｝，｛ａ，ｂ｝｝等等都是Ｘ上的拓扑。总共可以有
２９种不同的拓扑结构。但｛Ｘ，，｛ａ｝，｛ｂ｝｝不是Ｘ上的拓扑，
因为公理（２）不满足。
设τ１，τ２是集合Ｘ上的两个拓扑，如果τ１τ２，则说τ２是比

τ１精细的拓扑。因此平凡拓扑是最粗的拓扑，离散拓扑则是最细
的拓扑。
例　设Ｒ是全体实数的集合，规定

τｅ ＝ ｛Ｕ｜Ｕ是若干个开区间的并集｝， （１．３３）

这里“若干”可以是有限个、无限多个，也可以是零，因此  ∈τｅ。
所以τｅ是Ｒ上的拓扑，称为Ｒ上的欧氏拓扑，记为Ｅ１＝｛Ｒ，τｅ｝。

　　３．度量空间

集合Ｘ上的一个度量ｄ是一个映射ｄ：Ｘ×Ｘ→Ｒ，满足
（１）正定性，ｄ（ｘ，ｘ）＝０，ｘ∈Ｘ，ｄ（ｘ，ｙ）＞０，当ｘ≠ｙ；
（２）对称性，ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（ｙ，ｘ），ｘ，ｙ∈Ｘ；
（３）三角不等式，ｄ（ｘ，ｚ）≤ｄ（ｘ，ｙ）＋ｄ（ｙ，ｚ），ｘ，ｙ，

ｚ∈Ｘ。
当集合Ｘ上规定了一个度量ｄ后，就称为度量空间，记作（Ｘ，ｄ）。
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记

Ｒｎ ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｜ｘｉ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｎ｝，
（１．３４）

规定Ｒｎ上的度量ｄ为

ｄ（ｘ，ｙ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｙｉ）［ ］２ １／２。 （１．３５）

不难证明ｄ满足度量空间的三个条件。因此Ｅｎ ＝ ｛Ｒｎ，ｄ｝是度
量空间，称为ｎ维欧氏空间。
设（Ｘ，ｄ）是一个度量空间，ｘ０ ∈Ｘ，ε是一个正数。称Ｘ的

子集

Ｂ（ｘ０，ε）＝ ｛ｘ∈Ｘ｜ｄ（ｘ０，ｘ）＜ε｝ （１．３６）

为以ｘ０为中心、以ε为半径的球形邻域。因此

τｄ ＝ ｛Ｕ｜Ｕ是若干个球形邻域的并集｝ （１．３７）

是Ｘ上的一个拓扑，称为Ｘ上由度量ｄ决定的度量拓扑。每个
度量空间都可以看成是具有度量拓扑的拓扑空间。因此ｎ维欧氏
空间Ｅｎ也是拓扑空间（其度量拓扑称为欧氏拓扑）。从这个意义
上讲，拓扑空间是度量空间和欧氏空间的推广。

　　４．连续映射和同胚

现在来考虑拓扑空间（Ｘ，τ（Ｘ））和（Ｙ，τ（Ｙ））之间的映射。
正如映射是函数的推广一样，连续映射也是连续函数的一种推广。
这里用开集来定义拓扑空间中的连续映射。
定义　设（Ｘ，τ（Ｘ））和（Ｙ，τ（Ｙ））为两个拓扑空间，ｆ：Ｘ→Ｙ

为一个映射，如果它满足：

ｆ－１（τ（Ｙ））τ（Ｘ）， （１．３８）

即Ｙ的任一开集Ｏ∈τ（Ｙ）的逆象ｆ－１（Ｏ）是Ｘ的开集，ｆ－１（Ｏ）



§１．３　拓 扑 空 间　１１　　　

∈τ（Ｘ），则称ｆ是连续映射。这是通常连续函数定义的推广。
恒等映射是连续映射，连续映射的复合映射也是连续映射。如果
Ｘ是离散拓扑空间，或者Ｙ是平凡拓扑空间，则ｆ：Ｘ→Ｙ一定是
连续映射。对于普通函数ｆ（ｘ）在一点ｘ０ 的连续，我们可以用

ε－δ语言来描述：
对任意正数ε＞０，总可以找到δ＞０，使得当｜ｘ－ｘ０｜＜δ

时，

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）｜＜ε。 （１．３９）

我们也可以用开集的语言来描述函数在一点的连续：
若Ｖ是包含ｆ（ｘ０）的开集，则存在包含ｘ０的开集Ｕ，使得

ｆ（Ｕ）Ｖ。 （１．４０）

定义　如果存在一个１１的映射（双射）ｆ：Ｘ→Ｙ，使得ｆ和

ｆ－１都是连续的，则称这两个拓扑空间（Ｘ，τ（Ｘ））和（Ｙ，τ（Ｙ））是
（拓扑）同胚的（ｈｏｍｅｏｍｏｒｐｈｉｃ），此时称ｆ为同胚映射。如果Ｘ
与Ｙ同胚，则记为ＸＹ。
两个同胚的拓扑空间是拓扑等价的，具有相同的拓扑性质。

同胚意味着可以通过连续的形变从一个拓扑空间到另一个拓扑

空间。
同胚是拓扑学中最重要的概念之一。拓扑空间之间的同胚是

一种等价关系。拓扑不变量就是在同胚变换下保持不变的一些量
或性质。任意开区间（ａ，ｂ）同胚于Ｒ，去掉北极的球面与平面同
胚。这就是复变函数中球极投影的原理。但环面与球面不同胚，
环形带与墨比乌斯（Ｍｂｉｕｓ）带也不同胚。

　　５．拓扑空间的几个基本概念

邻域　给定Ｘ上的一个拓扑τ，如果ＡＸ是Ｘ 的一个子
集，且Ａ包含一些开集Ｘα，ｘ∈Ｘα，则称Ａ为ｘ∈Ｘ的一个邻
域。显然，包含ｘ的开集Ｘα是ｘ的邻域。
闭集　拓扑空间Ｘ的一个子集Ａ 称为闭集，如果Ａ的余集
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是开集。也就是说，开集的余集是闭集，闭集的余集是开集。在离
散拓扑空间中，由于任何子集都是开集，因此任何子集也都是闭
集。显然，在任何拓扑空间，Ｘ本身和空集一定是闭集。容易
证明，任意多个闭集的交集是闭集，有限个闭集的并也是闭集。
内点和边界点　设ＡＸ是Ｘ 的一个子集，ｘ∈Ａ，如果存

在开集Ｕ使得ｘ∈ＵＡ，则称ｘ是Ａ的一个内点。Ａ的所有内
点的集合称为Ａ的内部或内域。如果点ｘ的每个邻域都既包含
Ａ的点，也包含Ａ的余集的点，则称ｘ为Ａ 的边界点。Ａ的所有
边界点的集合成为Ａ 的边界。若Ａ的边界不包含在Ａ 内，则Ａ
为开集。若Ａ的边界包含在Ａ内，则Ａ为闭集。
豪斯多夫（Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）空间　如果一个拓扑空间中，两个任

意不同的点有彼此不相交的邻域，则称此拓扑空间为豪斯多夫
空间。Ｒ上的普通拓扑是豪斯多夫空间。离散拓扑也是豪斯多
夫空间。
紧致性　紧致性是拓扑学中的一个重要概念。首先引入覆盖

的概念。给定一族集合｛Ｆα｝＝Ｆ，如果∪Ｆα Ｘ，就称Ｆ是Ｘ
的一个覆盖。如果所有的Ｆα都是开集，就称为是开覆盖。一个集
合Ｘ可以有很多种覆盖。如果对每一个开覆盖｛Ｆα｝＝Ｆ都存在
有限的子覆盖｛Ｆ１，…，Ｆｎ｝，使得Ｆ１∪…∪ＦｎＸ，则称集合Ｘ
是紧致的。紧致的直观解释就是有限。一个拓扑空间如果只含有
限个点，或它的拓扑是有限的（只包含有限个开集），则它是紧致
的。有界闭区间是紧致的，球面Ｓｎ也是紧致的。
连通性　连通性是一个很直观的概念。如果拓扑空间Ｘ可

以分解成两个不相交的开子集Ａ１，Ａ２的交，Ａ１∪Ａ２＝Ｘ，则称
Ｘ是不连通的。因为Ａ１，Ａ２在Ｘ中互为余集，故它们既是开集，
又是闭集。因此，如果一个拓扑空间中仅有的既开又闭的子集是
空集和Ｘ本身，则它是连通的。显然离散点集是不连通的。有
理数集Ｑ不是连通的。可以有单连通和多连通（复连通）。Ｒｎ和

Ｓｎ是单连通的，Ｔｎ则是多连通的。直观上可以看到，球面和环面
（轮胎）是不同的。



§１．４　分　　形　１３　　　

§１．４　分　形

　　１．分形的基本概念

在很长的时间内，数学只研究比较光滑和比较规则的集合和
函数。而那些不够光滑和不够规则的集合和函数则被认为是病态
的，不值得去研究。著名物理学家狄拉克（Ｐ．Ａ．Ｍ．Ｄｉｒａｃ）提出的

δ函数也曾被数学家认为是不严格的东西，但以后却由此发展出
了广义函数理论。从２０世纪６０年代开始，人们逐渐认识到，对这
些不光滑集可以而且必须进行详细的数学描述。不规则集比经典
的几何图形能更好地反映自然现象。分形目前已经在包括数学、
物理、化学、生物、天文和计算机等众多学科领域内得到了广泛的
应用。在湍流、混沌等现象中都有分形的存在。
分形（ｆｒａｃｔａｌ）这个词是它的创始人、美国数学家芒德布罗

（Ｂ．Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ）教授于１９７５年夏天一个寂静的夜晚，在冥思苦
想之余翻看儿子的拉丁文字典时想到的，其拉丁文的原意是“产生
无规则的碎片”。分形的一个重要性质叫作自相似性。从它的任
何一个局部经过放大，都可以得到一个和整体全等的图形。三分
康托尔集Ｆ是一种最简单、最容易构造的分形，但它显示了许多最
典型的分形特征。三分康托尔集是从单位区间出发，通过一系列不
断去掉部分子区间的过程构造出来的。设Ｅ０是闭区间［０，１］，Ｅ１

是表示由Ｅ０除去中间１／３后得到的集合，即Ｅ１ ＝ ｛［０，１／３］∪
［２／３，１］｝，再分别去掉这两个区间的中间１／３就得到Ｅ２。按此
方法继续下去，得到由２ｋ个长度各为３－ｋ的区间组成的集合Ｅｋ。三
分康托尔集Ｆ可以看成是集序列Ｅｋ当ｋ趋于无穷时的极限。

图　１．４此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


