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前前  言

图论算法广泛应用于物理、化学、运筹学、计算机科学、电子学、信息论、控制论、网络理论、
管理科学、社会科学等众多学科领域。随着这些学科的发展,特别是计算机科学的快速发展,
又大大促进了图论和其他学科的发展。

图论算法是计算机科学的核心。近几年,随着强有力的 MATLAB等数学软件的迅速发

展,图论算法在数学和计算机等各学科方面的应用越来越广泛,从而使各学科的研究者越来越

多地重视图论算法及其 MATLAB实现和典型案例,而市场上又缺少这方面的指导性书籍。
本书将图论的基础知识、图论的著名问题以及相应的 MATLAB程序代码和简单实例完美

地结合在一起,力求语言简洁易懂,问题广泛有趣,算法科学,实例浅显,增强 MATLAB实现的

技巧性和操作性。读者可以通过简单案例,把图论的重要算法与MATLAB编程完美结合。
本书力求内容丰富,各章节相互联系,具备指导性书籍的系统性、科学性、实用性和引导

性;同时,各章又相对独立,自成体系,为读者提供极大方便。
本书的创新之处在于,每一章均以著名实际问题为引入点,以图论算法为指导线,运用简

单案例达到与 MATLAB实现的完美结合,真正让各层次的读者学会运用图论理论解决实际

问题,从而培养读者的图论思维,使读者惊叹图论方法的美妙与魅力。最后还为读者提供了当

今图论标号方面等未解决的问题。
本书将在每一章节中给出著名图论的算法步骤及其一般 MATLAB程序;同时,紧随每个案

例分析,均给出解决问题的MATLAB源程序,这样对于初学者来说,具有很强的编程操作性。
本书是在中国地质大学(北京)王海英多年专业讲义的基础上重新修订编写而成,其中,山

东体育学院体育运动学校的李传涛完成了本书程序的编写工作;中国科学院数学与系统科学

院的黄强完成了本书全部程序的调试、修改和图形绘制等工作,禇宝增教授完成全书的定稿和

校正工作。作者相信,此书将开启图论算法与 MATLAB完美结合的首页,也将为更多有实际

需求的读者提供更多的指导。
十分感谢中国地质大学(北京)2008年教学研究与教学改革立项的支持(项目题目:数学

知识、数学建模与 MATLAB等数学软件在实践中相互结合的理论研究)! 感谢北京航空航天

大学出版社的认可、建议和关心! 此外,本文的算法思想均离不开古今中外图论算法研究的完

美理论与应用,感谢这些图论研究者们!
北京航空航天大学出版社联合 MATLAB中文论坛(http://www.iLoveMatlab.cn)为本

书设立了在线交流版块,地址是http://www.iLoveMatlab.cn/forum-170-1.html,有问必答!
作者会第一时间在 MATLAB中文论坛勘误,也会根据读者要求陆续上传更多案例和相关知

识链接,还会随着 MATLAB版本的升级增添必要的内容以满足读者的需求。希望这本不断

“成长”的书能最大限度地解决读者在学习、研究、工作中遇到的与图论相关的问题。
由于水平有限,书中缺陷和错误恳请读者批评指正。最后,再次感谢我们所参考的书籍和

文献的作者!

编 者

2009年10月
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第1章

图论的基础知识

图论是一门应用广泛且内容丰富的学科,随着计算机和数学软件的发展,图论越来越多地

被人们应用到实际生活和生产中,也成为解决众多实际问题的重要工具。
图论中的概念和定理均与实际问题有关,并起着关键性作用。本章主要介绍图论的基本

概念和性质及几个简单算法的 MATLAB实现。

1.1 图论的起源

图论起源于一个实际问题———柯尼斯堡(Konigsberg)七桥问题。柯尼斯堡位于前苏联的

加里宁格勒,普雷格尔河横穿此城堡,河中有两个小岛,记为A 和D,并有七座桥连接岛与河

岸、岛与岛(图1.1(a))。当时居民有个有趣的问题:是否存在这样一种走法,要从这四个河岸

中的任何一个河岸开始,通过每座桥且恰巧都经过一次,再回到起点。此问题就是著名的柯尼

斯堡七桥问题。

图1.1 七桥问题实际图与简化图

1736年,瑞典数学家欧拉(LeonhardEuler)解决了柯尼斯堡问题,由此图论诞生。欧拉

认为,此问题关键在于河岸与岛所连接的桥的数目,而与河岸和岛的大小、形状以及桥的长

度和曲直无关,他用点表示河岸和岛,用连接相应顶点的线表示各座桥,这样就构成一个图

G(图1.1(b)),此问题就等价于图G 中是否存在经过该图的每一条边一次且仅一次的 “闭路”
问题。Euler不仅论证了此走法是不存在的,而且还推广了这个问题,从此开始了图论理论的

研究。

1.2 著名的图论学者———欧拉

本节简介著名图论的创始人———欧拉(图1.2)。
欧拉(LeonhardEuler,1707—1783),出生在瑞士的巴塞尔城,13岁进巴塞尔大学读书,得

到当时最著名的数学家约翰·伯努利(JohannBernoulli,1667—1748)的精心指导。
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图1.2 欧拉像

  欧拉是一位科学史上最多产的杰出的数学家。他凭借

杰出的智慧、顽强的毅力、孜孜不倦的治学精神,即使双目失

明,也从未停止过对数学的研究。据统计,在欧拉不倦的一

生中,共撰写886本书籍和论文,包括分析学、代数、数论、物
理、天文学、弹道学、航海学和建筑学等。欧拉去世后,彼得

堡科学院整理他的著作,足足忙碌47年才得以完成。高斯

曾评价说:“研究欧拉的著作永远是了解数学的最好方法。”
欧拉研究问题总是喜欢深入到自然与社会的深层,总是

喜欢结合具体问题,被誉为非常出色的理论联系实际的巨匠

和应用数学的大师。
欧拉在数学学科方面的建树颇丰,其中之一就是对著名

的柯尼斯堡七桥问题的解答,并由此开创了图论学科的研

究。每逢欧拉诞辰,国内外的图论学者都会以不同方式的交

流来纪念他,追溯他对图论不朽的功绩。
总之,要感谢欧拉,要永远学习他身上所具备的高尚的科学道德。

1.3 图

一个(无向)图G 是指一个有序三元组(V(G),E(G),ψG),其中V(G)为非空的顶点集,

E(G)为不与V(G)相交的边集,而ψG 是关联函数,使得G 的每条边都对应于G 的无序顶点对

uv(未必互异),简记为图G=(V(G),E(G))或G=(V,E)。
根据上述图的定义,可以用平面上的图形来表示图。图G 的每个顶点均用一个小圆点

(或实点)表示,每条边ψG(e)=uv均用以顶点u,v为端点的线段表示,例如,图1.3表示以

V(G)={v1,v2,v3,v4}为顶点集、以E(G)={v1v2,v1v3,v1v4,v2v3,v2v4,v3v4}为边集的无

向图。

图1.3 有四个顶点的图

设图G=(V,E),分别称|V|和|E|为图G 的顶点数(或
阶)和边数。若图G 的顶点数和边数都是有限集,则称G 为

有限图;否则称为无限图。仅有一个顶点的图称为平凡图,其
他所有图均称为非平凡图。

设图G=(V,E)。若e是图G 的一条边,而u和v 是满足

ψG(e)=uv的顶点,则称u和v 为e的两个端点,称e关联于

u,v,又称顶点u,v相互邻接。同样,称与同一个顶点关联的

若干条互异边是相邻的。在图G 中,两端点重合为一个顶点

的边称为环;关联于相同两个端点的两条或两条以上的边称为多重边。若图G 没有环和多重

边,则称G 为简单图。
设图G=(V,E),与顶点v相关联的边数(每个环计算两次),称为顶点v的度,记为dG(v)

或d(v);此外,用δ(G)和Δ(G)分别表示图G 中所有顶点中最小的度和最大的度;度为零的顶

点称为孤立顶点;度为奇数的顶点称为奇点,度为偶数的顶点称为偶点。
此外,设S是V(G)的一个非空子集,v是G 的任一顶点,称Ns(v)={u|u∈S,uv∈E(G)}

       图论算法及其 MATLAB实现
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为v在S 中的邻域。特别地,若取S=V(G),则NG(v)简记为N(v)。显然,当G 是简单图时,

d(v)=|N(v)|。
本书仅讨论有限简单图G,若无特殊说明,不再赘述。

1.4 特殊图类

在研究和描述一般图的性质过程中,特殊图类起着很重要的作用。本节将集中给出常用

特殊图的定义。
设两个简单图G=(V,E)和 H=(V′,E′)。若V′⊆V 和E′⊆E,则称 H 是G 的子图,记

为 H⊆G。若 H 是G 的子图,并且V(H)=V(G),则称 H 是G 的生成子图。若 H 是G 的子

图,其中V(H)=V(G)和E(H)=E(G)至少有一个不成立,就称 H 是G 的真子图。
设图G=(V,E)。假设V′是V 的一个非空真子集,则以G-V′表示从G 中删去V′内的所

有顶点以及与这些顶点相关联的边所得到的子图。特别地,当V′={v}时,常把G-{v}简记

为G-v,并且用G[V′]表示G-(V-V′),称为G 的由V′导出的子图。
对于边子集也有类似的定义。设E′是E(G)的子集,以G-E′表示在G 中删去E′中所有

的边所得到的子图,而在图G 中加上边集E″内的所有边所得到的图记为G+E″,其中E″∩
E(G)=∅。同样,用G-e和G+f(f∉E(G))分别表示G-{e}和G+{f};用G[E′]表示以E′
为边集、以E′内的边的端点为顶点集合所构成的图,称为G 的由E′导出的子图。

设简单图G=(V(G),E(G)),它的途径是一个有限非空序列W=v0e1v1e2…ekvk,也就是,
顶点和边的交错序列,其中ei∈E(G),vj∈V(G),ei 分别与vi-1,vi 关联,1≤i≤k,0≤j≤k,记
为(v0,vk)途径,称顶点v0,vk 分别为途径W 的起点和终点,v1,v2,…,vk-1称为途径W 的内

顶点,k称为W 的长。若途径 W 中的e1,e2,…,ek 两两互异,称之为迹;若迹 W 中v0,v1,

v2,…,vk-1,vk 两两互异,称之为路。若途径(迹,路)的起点和终点相同,则称为闭途径(闭迹,
闭路)。闭迹亦称为圈,长为k的圈称为k 圈,并且当k为偶数时称为偶圈,当k为奇数时称

为奇圈。
若简单图G 的两顶点u,v间存在路,则称u和v 是连通的;并且称顶点u,v间的最短路

的长为u,v间的距离,记作d(u,v)。若简单图G 的任意互异顶点均是连通的,则称G 是连通

图。显然,顶点的连通性是一个等价关系,顶点集V 的每一等价类的导出子图称为图G 的一

个连通分支,记图G 的连通分支个数为ω(G)。若图G 是连通的,则ω(G)=1;否则,图G 是不

连通的。
简单图G 及其补图Gc 满足有相同顶点集V、在G 中相邻的两个顶点均在Gc 中不相邻。

此外,从图G 中删去所有的环,并使每一对相邻的顶点只留下一条边,即可得到G 的一个生成

子图,称为G 的基础简单图。
设两个简单图G1=(V1,E1)和G2=(V2,E2)。若V1∩V2=∅,则称G1 与G2 是不相交的;若

E1∩E2=∅,则称G1 与G2 是边不重的。定义G1+G2=(V1∪V2,E1∪E2∪E3),G1∪G2=
(V1∪V2,E1∩E2),分别称为图G1 和G2 的和图、并图,其中E3={uv|u∈V1,v∈V2}。

设n阶简单图G=(V,E)。若V 可划分为m 个非空子集V1,V2,…,Vm,使得对每一个i,

G[Vi]是空图,其中1≤i≤m,则称G为m 部图,记为G=(V1,V2,…,Vm;E)。特别地,若|V1|=
|V2|=…=|Vm|,则称G 为等m 部图。特别地,设G=(V1,V2,…,Vm;E)是m 部图。若对任
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意顶点u∈Vi 和v∈Vj,均有uv∈E,其中1≤i,j≤m,i≠j,则称G=(V1,V2,…,Vm;E)为完

全m 部图,记为Kn1,n2,…,nm
,这里|Vi|=ni,i=1,2,…,m。

每对互异顶点恰有一条边相连接的图称为完全图,阶为n的完全图常记为Kn。完全图也

是图论中较重要的一类特殊图。

1.5 有向图

有向图D 是指有序三元组(V(D),A(D),ψD),其中V(D)是非空的顶点集;A(D)是不与

V(D)相交的有向边集;而ψD 是关联函数,使得D 的每条有向边对应于D 的一个有序顶点对

(不必相异)。若a是D 的一条有向边,而u和v 是满足ψD(a)=(u,v)的顶点,则称a为从u
连接到v 的一条弧(或有向边),称u是a 的始点,v是a 的终点,在不产生混淆的情况下,可简

记有向边a为uv。若有向图没有环,并且任何两条弧都不具有相同方向和相同端点,则称该

有向图是严格的。
设有向图D=(V(D),A(D),ψD)。若V(D′)⊆V(D),A(D′)⊆A(D),并且ψ′D 是ψD 在

A(D′)上的限制,则称有向图D′=(V(D′),A(D′),ψ′D)是D 的有向子图。
有向图D 的有向途径是指一个有限非空序列W=(v0,a1,v1,…,ak,vk),其各项交替地是

顶点和有向边,使得对于i=1,2,…,k,有向边ai 有始点vi 和终点vi-1。有向途径(v0,a1,
v1,…,ak,vk)常简单地用其顶点序列(v0,v1,…,vk)表示。有向迹是指本身是迹的有向途径;
有向路和有向圈可类似定义。

若有向图D 中存在有向路(u,v),则顶点v称为在D 中从顶点u 出发可到达;若D 中任

意两个顶点u,v,顶点u可达v 或v 可达u,则称D 为单向连通有向图;若任意两个顶点在D
中互相可到达,则称D 为双向连通有向图。当然,也可从另一个角度来理解双向连通。双向

连通在D 的顶点集上是一个等价关系。根据双向连通关系确定的V(D)的一个分类(V1,

V2,…,Vm)所导出的有向图D[V1],D[V2],…,D[Vm]称为D 的双向分支;若恰有一个双向分

支,则称有向图D 为双向连通的。
有向图D 中以顶点v 为终点的有向边的数目称为顶点v 的入度,简记为d-(v);以顶点v

为始点的有向边的数目称为顶点v的出度,简记为d+(v)。在有向图D 中,δ-(D)、δ+(D)、
Δ-(D)、Δ+(D)分别表示D 中所有顶点的最小和最大的入度和出度,即

δ+ (D)=min{d+
D(u)|u∈V(D)}

δ- (D)=min{d-
D(u)|u∈V(D)}

Δ+ (D)=max{d+
D(u)|u∈V(D)}

Δ- (D)=max{d-
D(u)|u∈V(D)}

  设有向图D,可以在相同顶点集上作一个图G,使得对于D 的每条有向边,G 均有一条具

有相同端点的边与之对应,此图G 称为D 的基础图。反之,给定任意(无向)图G,对于它的每

条边,均给其端点指定一个顺序,从而确定一条有向边,由此得到一个有向图D,此有向图D
称为G 的一个定向图。

类似于无向图,有向图也有简单的图形表示。一个有向图可以用它的基础图连同它边上

的箭头所组成的图形来表示,其中每个箭头均指向对应弧的终点。图1.4表示一个有向图及

其基础图。若有向图D 的基础图是连通的,则称D 为弱连通有向图。

       图论算法及其 MATLAB实现
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图1.4 某有向图及其基础图示意图

为了叙述方便,本书中D 表示有向图,G 表示它的基础图。

1.6 图的矩阵表示

图G=(V,E),一方面,由它的顶点与边之间的关联关系唯一确定,也由它的顶点与顶点

之间的邻接关系唯一确定;另一方面,图G=(V,E)在计算机中存储的数据结构必须完全等价

于图本身的顶点与边之间的结构关系,而图的矩阵表示就能够承担这种重要的“中介”角色。
此外,可通过对图的表示矩阵进行讨论来得到图本身的若干性质。

1.6.1 邻接矩阵

定义1.1 设(无向)图G=(V,E),其中顶点集V={v1,v2,…,vn},边集E={e1,e2,…,

eε}。用aij表示顶点vi 与顶点vj 之间的边数,可能取值为0,1,2,称所得矩阵A=A(G)=
(aij)n×n为图G 的邻接矩阵。

根据图邻接矩阵的定义,易得若干性质如下:

①A(G)为对称矩阵;

② 若G 为无环图,则A(G)中第i行(列)的元素之和等于顶点vi 的度;

③ 两图G 和H 同构的充分必要条件是存在置换矩阵P 使得A(G)=PTA(H)P。
类似地,有向图D 的邻接矩阵A(D)=(aij)n×n的元素aij定义为:元素aij表示从始点vi 到

终点vj 的有向边的条数,其中vi 和vj 为D 的顶点。

图1.5 例1.1图

例1.1 求图1.5所示简单图的邻接矩阵。
解:根据定义,可求得该无向图的邻接矩阵为

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

1 0 1 0
  注:邻接矩阵是描述图的一种常用的矩阵表示。在本书

中,有时给出图的邻接矩阵,而不是画出该图来。

1.6.2 关联矩阵

定义1.2 设任意(无向)图G=(V,E),其中顶点集V={v1,v2,…,vn},边集E={e1,

e2,…,eε}。用mij表示顶点vi 与边ej 关联的次数,可能取值为0,1,2,称所得矩阵 M(G)=
(mij)n×ε为图G 的关联矩阵。

第1章 图论的基础知识       
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类似地,有向图D 的关联矩阵M(D)=(mij)n×ε的元素mij定义为

mij =
1, vi 是有向边aj 的始点

-1, vi 是有向边aj 的终点

0, vi 是有向边aj

ì

î

í

ïï

ïï 的不关联点

图1.6 例1.2图

  例1.2 求图1.6所示有向图的邻接矩阵和关联矩阵。
解:根据定义,可求得该有向图的邻接矩阵和关联矩阵分

别为

0 1 1 0
0 0 0 0
0 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

1 0 0 0

 和  

 1  0  0  0  1
-1 -1  0  0  0
 0  1  1  0 -1
 0  0 -1  1  

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú
0

  注:关联矩阵是描述图的另一种矩阵表示。

1.7 图论的基本性质和定理

本节主要介绍图论中最基本的定理,它是欧拉1736年在解决柯尼斯堡七桥问题时建立的

第一个图论结果,后来的很多重要结论都与它有关。

定理1.1(握手定理) 对每个图G=(V,E),均有∑
v∈V

d(v)=2|E|。

证明:根据顶点度的定义,在计算点度时每条边对于它所关联的顶点被计算了两次。因

此,图G 中点度的总和恰为边数|V|的2倍。证毕。
推论1.1 在任何图G=(V,E)中,奇点的个数为偶数。

定理1.2 对任意有向图D=(V,A)均有 ∑
u∈V(D)

d+
D(u)= ∑

u∈V(D)
d-

D(u)=|A|。

证明:由于每一条有向边均有一个始点和一个终点,故结论成立。证毕。

1.8 计算有向图的可达矩阵的算法及其 MATLAB实现

设有向图D=(V,E),顶点集V={v1,v2,…,vn}。定义矩阵P=(pij)n×n为

pij =
0, vi 到vj 不可达

1, vi 到vj
{ 可达

称矩阵P是图D 的可达矩阵。
【算法用途】
有向图的可达矩阵的计算。
【算法思想】
一般地,设n阶有向图D 的邻接矩阵为A,由A 可得到图D 的可达矩阵,不妨设为P,其

步骤如下:首先,求出Bn=A+A2+…+An,然后,把矩阵Bn 中不为0的元素改为1,而为0的

元素不变,这样所改换的矩阵就为图D 的可达矩阵P。

       图论算法及其 MATLAB实现
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  【程序参数说明】

A表示图的邻接矩阵。

P表示图的可达矩阵。
【算法的 MATLAB程序】

  %计算图的可达矩阵

functionP=dgraf(A)

n=size(A,1);

P=A;

% 计算矩阵Bn
fori=2:n

P=P+Âi;

end

P(P~=0)=1; %将不为0的元素变为1
P;

图1.7 例1.3图

例1.3 求图1.7的可达矩阵。
解:根据邻接矩阵的定义,可知该图的邻接矩阵为

A=

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

1 1 1 0
运行以下程序。

  ﹥﹥A=[0111;1011;1101;1110];
﹥﹥P=dgraf(A) %调用函数dgraf

运行结果如下。

  P=
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1.9 关联矩阵和邻接矩阵的相互转换算法及其 MATLAB实现

邻接矩阵和关联矩阵均是图的不同形式的矩阵表示,它们均代表着此图的拓扑结构,重要

的是,无论是无向图还是有向图,它们均能够相互转换。本节将分别给出其算法理论基础及其

MATLAB实现。

第1章 图论的基础知识       
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  【算法用途】
无向图或有向图的关联矩阵和邻接矩阵的相互转换。
【程序参数说明】

F表示所给出的图的相应矩阵。

W表示程序运行结束后的结果,即由已知矩阵所转换的结果。
当f=0时,要完成邻接矩阵转换为关联矩阵,此时F表示邻接矩阵,W表示关联矩阵。
当f=1时,要完成关联矩阵转换为邻接矩阵,此时F表示关联矩阵,W表示邻接矩阵。
【算法的 MATLAB程序】

  %无向图的关联矩阵和邻接矩阵的相互转换

functionW=incandadf(F,f)

iff==0 %邻接矩阵转换为关联矩阵

m=sum(sum(F))/2; %计算图的边数

n=size(F,1);

W=zeros(n,m);

k=1;

fori=1:n
forj=i:n

ifF(i,j)~=0
W(i,k)=1; %给边的始点赋值为1
W(j,k)=1; %给边的终点赋值为1
k=k+1;

end
end

end
elseiff==1 %关联矩阵转换为邻接矩阵

m=size(F,2);

n=size(F,1);

W=zeros(n,n);

fori=1:m
a=find(F(:,i)~=0);

W(a(1),a(2))=1; %存在边,则邻接矩阵的对应值为1
W(a(2),a(1))=1;

end
else

fprint(pleaseinputtherightvalueoff);

end
W;

例1.4 已知图G 的邻接矩阵F=

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

1 1 1 0

,求图G 的关联矩阵。

       图论算法及其 MATLAB实现
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解:运行以下程序。

  ﹥﹥F=[0111;1011;1101;1110];
﹥﹥W=incandadf(F,0)

运行结果如下。

  W=
1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1

例1.5 已知图G 的关联矩阵F=

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

0 0 1 0 1 1

,求图G 的邻接矩阵。

解:运行以下程序。

  ﹥﹥F=[111000;100110;010101;001011];
﹥﹥W=incandadf(F,1)

运行结果如下。

  W=
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

【算法的 MATLAB程序】

  % 有向图的关联矩阵和邻接矩阵的转换

functionW=mattransf(F,f)

iff==0 %邻接矩阵转换为关联矩阵

m=sum(sum(F));

n=size(F,1);

W=zeros(n,m);

k=1;

fori=1:n
forj=i:n

ifF(i,j)~=0 %由i发出的边,有向边的始点

W(i,k)=1; %关联矩阵始点值为1
W(j,k)=-1; %关联矩阵终点值为-1
k=k+1;
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