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前 言

数学是研究现实世界数量关系和空间形式的科学 ，是一种思维方式 ，在它的发展历史长

河中 ，一直与各种应用问题紧密相关 。培根（F畅Bacon）说过 ：“数学是进入各个科学门户的

钥匙 ，如果没有数学知识 ，就不可能知晓这个世界的一切 。”数学的特点不仅在于概念的抽象

性 ，逻辑的严密性 ，结论的明确性和体系的完整性 ，而且在于它应用的广泛性 。控制论创立

者维纳（N畅Wiener）提出 ：“数学的优势在于数学抽象能使我们的注意力不再局限于特定的

情况 ，而是关注解决问题的思路 、方法和抽象形式的表达 ，它的一个好处是数学的描述可以

毫无偏差地从一个领域应用于另一个领域 。”这就是数学的一个重要作用 ，使人们忽略细枝

末节 ，提炼出最为关键的问题 ，然后概括成一个数学表达式 ———数学模型 。在科技和生产领

域解决实际问题时 ，不论是直接使用数学方法 ，还是与其他学科结合形成交叉学科 ，首先和

关键的一步是建立研究对象的数学模型 。

近年来 ，数学建模活动在国内各个高校普遍展开 ，一年一度的全国大学生数学建模竞赛

是这项活动的高潮 。本书是为各类本专科院校开展数学建模活动和参加全国大学生数学建

模竞赛的指导培训而编著的 ，是笔者在使用多年的指导培训讲义基础上结合最新的竞赛题

修订而成的 。内容包括 ：数学建模概述 、初等数学建模方法示例 、预测类数学模型 、评价类数

学模型 、优化类数学模型 、概率类数学模型 、多元统计分析模型 、方程类数学模型 、图与网络

模型以及如何准备全国大学生数学建模竞赛 。同时它对以往在全国大学生数学建模竞赛以

及其他数学建模竞赛中出现过的几类主要数学模型进行了归纳总结 。

全书以涉及的数学方法为主线进行编排 ，每一章讨论一种类型的模型 。一般先简单介

绍这一章所涉及数学方法的基本思想 ，以应用为目的 ，不作过多的理论阐述 ，然后通过例子

介绍该方法的使用 。所用例子大部分来自于各种形式的数学建模竞赛 ，当然一篇完整的竞

赛论文往往不仅仅只是一种数学方法的使用 ，因此在本书中一般只是给出该例子的解题思

路 ，它往往只是赛题的部分解 ，只涉及和这一数学方法有关的内容 。一篇优秀的竞赛论文往

往是多种数学方法以及各种工具的综合运用 ，它是一个团队综合能力的具体展示 。

希望通过对本书的学习 ，能够帮助大家快速了解建立数学模型的过程 ，掌握一些基本的

数学模型以及建立数学模型的常用方法 ，并初步学会如何学习以及运用数学模型的方法去

解决现实生活中存在的各式各样的实际问题 。当然也希望通过对本书的学习 ，能够对组建

培养优秀的大学生团队参加每年一次的全国大学生数学建模竞赛提供有益的帮助 。

限于编者水平 ，不妥之处敬请指正 。

编 　者
２０１１年 １０月

于浙江工业大学理学院
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第 1章 　数学建模概述

近半个多世纪以来 ，随着计算机技术的迅速发展 ，数学的应用不仅在工程技术 、自然科

学等领域发挥着越来越重要的作用 ，而且以空前的广度和深度向经济 、金融 、生物 、医学 、环

境 、地质 、人口 、交通等新的领域渗透 ，所谓数学技术已经成为当代高新技术的重要组成部

分 ．不论是用数学方法在科技和生产领域解决哪类实际问题 ，还是与其他学科相结合形成交

叉学科 ，首要的和关键的一步是建立研究对象的数学模型 ，并加以计算求解 ．数学建模和计

算机技术在知识经济时代的作用可谓是如虎添翼 ．

数学是研究现实世界数量关系和空间形式的科学 ，在它产生和发展的历史长河中 ，一直

与各种各样的应用问题紧密相关的 ．数学的特点不仅在于概念的抽象性 、逻辑的严密性 ，结

论的明确性和体系的完整性 ，而且在于它应用的广泛性 ．２０世纪以来 ，随着科学技术的迅速

发展和计算机的日益普及 ，人们对各种问题的要求越来越精确 ，使得数学的应用越来越广泛

和深入 ，特别是进入 ２１世纪的知识经济时代 ，数学科学的地位发生巨大的变化 ，它正在从国

家经济和科技的后备走到了前沿 ．经济发展的全球化 、计算机的迅猛发展 ，数学理论与方法

的不断扩充使得数学已经成为当代高科技的一个重要组成部分和思想库 ，数学已经成为一

种能够普遍实施的技术 ．培养学生应用数学的意识和能力已经成为数学教学的一个重要

方面 ．

1 ．1 　出入门径 ———认识数学模型与数学建模

数学建模是一种数学的思考方法 ，是运用数学的语言和方法 ，通过抽象 、简化建立能近

似刻画并解决实际问题的一种强有力的数学手段 ．数学建模就是用数学语言描述实际现象

的过程 ．这里的实际现象既包涵具体的自然现象比如自由落体现象 ，也包涵抽象的现象比如

顾客对某种商品所取的价值倾向 ．这里的描述不但包括外在形态 ，内在机制的描述 ，也包括

预测 ，试验和解释实际现象等内容 ．

我们也可以这样直观地理解这个概念 ：数学建模是一个让纯粹数学家（指只懂数学不懂

数学在实际中的应用的数学家）变成物理学家 ，生物学家 ，经济学家甚至心理学家 ，等等的过

程 ．数学模型一般是实际事物的一种数学简化 ．它常常是以某种意义上接近实际事物的抽象

形式存在的 ，但它和真实的事物有着本质的区别 ．要描述一个实际现象可以有很多种方式 ，比

如录音 ，录像 ，比喻 ，传言 ，等等 ．为了使描述更具科学性 ，逻辑性 ，客观性和可重复性 ，人们采用

一种普遍认为比较严格的语言来描述各种现象 ，这种语言就是数学 ．使用数学语言描述的事物

就称为数学模型 ．有时候我们需要做一些实验 ，但这些实验往往用抽象出来了的数学模型作为
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实际物体的代替而进行相应的实验 ，实验本身也是实际操作的一种理论替代 ．

下面通过三个例子由浅入深让大家明白什么是数学模型与什么是数学建模 ．

例 1‐1 　测量山高问题
小明站在一个小山丘上 ，想要测量这个山丘的高度 ．他站在山边 ，采取了最原始的方法 ：

从小山丘向下丢一小石子 ，５ s后他听到了从小山丘下传来的回音 ．请各位尝试建立数学模

型估计小山丘的高度 ．

【解题思路】

数学建模的初学者一看到这个问题也许会认为数学建模并不是一件困难的事情 ，因为

很多学生在高中时就遇到过这个问题 ．确实是这样 ！这是一个比较简单的实际问题（数学建

模问题） ，大家很容易得到 ：

　 　 　 　 H ＝
１
２
gt２ ＝ ０畅５ × ９畅８ × ５

２
＝ １２２畅５ m

运用自由落体公式 ，可以计算出山的高度 ．也许有人会提出疑问 ：上述运算是数学建模

吗 ，这样数学建模不是很简单吗 ？是的 ，可以认为这样的运算过程就是数学建模 ．上述建立

的模型可以称为最理想的自由落体模型 ，因为这是在非常理想化状态下建立的模型 ，它没有

考虑任何其他可能影响测量的因素 ．数学模型就是一个解决实际问题的方法 ，上述方法解决

了测量山高度的问题 ．但是在此需要说明一点 ：数学建模问题与其他数学问题不同 ，数学建模

问题的结果本身没有对错之分 ，但有优劣之分 ．建立模型解决问题也许不难 ，但是需要所建立

的数学模型能够有效地指导实际工作就比较困难了 ．这正是数学建模的难点 ，也是各类数学建

模竞赛考查的主要内容 ．下面继续通过这个例子来解释数学模型间的优劣之分 ．

虽然上述理想的自由落体模型可以计算出山的高度 ，但计算所得到的结果可能存在较

大的误差 ．１２２畅５ m这个答案在高中考试中应该是一个标准答案 ，不会认为这个答案是错误

的 ．但是测量队在测量山高时绝对不会采用上述计算得到的结果 ，因为它可能存在较大的误

差 ，所以它是不能被接受的 ．在研究这个问题的同时请各位不要忘记 ：现在我们在这里研究

的不再是一个抽象的理论问题而是具体的实际问题 ，各位所建立的数学模型或者结果应该

能对实际工作有较强的指导意义 ，应该尽力使求得的答案贴近事实 ．

那么在这个问题中我们还需要考虑哪些因素 ？例如人的反应时间 ，在现实中这是一个

需要考虑的因素 ．通过查找资料（查阅资料在数学建模中极其重要 ，也是现代大学生必须具

备的基本素质 ，http ：／／iask畅 sina畅 com畅cn／b／３３５２４７２畅 html） ，可以知道人的反应时间约为

０畅１ s左右 ，那么计算式子在结果上能够得到改善 ：

　 　 　 　 H ＝
１
２
gt２ ＝ ０畅５ × ９畅８ × （５ － ０畅１）

２
＝ １１７畅６４９ m

数学建模竞赛是一种开放性的比赛 ，竞赛过程中允许查找相关资料来帮助求解 ．通过上

面的分析可以发现 １１７畅６４９ m比 １２２畅５ m 更加接近实际情况 ．相比理想的自由落体模型 ，

以上的数学建模过程可以称为修正的自由落体模型 ．就实际测量而言 ，修正的自由落体模型

比理想的自由落体模型更加优秀 ，因为得到的结果更加接近实际 ．两种模型得到的答案也可

以说都是正确的 ，两种答案都是基于不同的假设前提得到的 ．理想自由落体模型假设不考虑

人的反应时间 ，如果你作为数学建模竞赛的评委 ，相信你会选择修正自由落体模型 ，因为它

得到的答案更加接近实际情况 ．
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一个优秀的队伍往往能够做得更多 ！在考虑人的反应时间这一因素后 ，还有没有其他

因素需要考虑 ，例如空气阻力 ？各位有了这样的思维外 ，还拥有微积分这一解题工具 ．通过

查阅相关资料 ，可以发现石头所受空气阻力和速度成正比 ，阻力系数与质量之比为 ０畅２ ．由

此我们又可以建立以下微分方程模型 ：

　 　 　 　

dvd t ＝ g －
f
m ＝ g －

k
m v

v（０） ＝ ０

解微分方程得 　 　 　 　 v（t） ＝
g × m
k （１ － e－ k× tm ）

积分得 　 　 　 　 　 　 　 H ＝ ∫
４畅９

０
v（t）d t ＝ ８７畅０５ m

在竞赛培训中很多学生可能认为自己的数学能力不够好 ，因此打退堂鼓 ．然而他们不知

道现在已经有很多数学软件可以帮助他们完成编程任务 ．这样使得所有专业的学生站在同

一起跑线参加竞赛 ．如果大家不能够解决上述的微分方程 ，那么就交给软件去做 ．上述常微

分方程 ，通过数学软件 Matlab 的编程计算一点也不困难 ，仅仅一行代码即可得到答案 ．

Matlab的人机交互界面做得很好 ，大家可以上机训练 ．

［Matlab code］ 　 　Dsolve（崔Dv＝ g － k倡 v／m崔 ，崔t崔） 　 　 　 　 　 　 　 　 ％ 实现微分方程求解功能

［Matlab code］ 　 　 int（崔9畅8／0畅2倡 （1 － exp（ －0畅2倡 t））崔 ，0 ，4畅9）　 ％ 实现积分功能

数学建模竞赛是一个开放式的竞赛 ，大家可以借助一切手段（数学软件 、图书资料等）得

到你想要的结果 ．正是因为这一点 ，可以使所有参赛的学生站在同一起跑线上 ．整体上来说

数学软件 Matlab是一个非常庞大的软件 ，要全部掌握它是很困难的 ，而数学建模竞赛仅仅

只用到其中的部分知识 ．Matlab在数学建模中的应用 ，本书将结合例子作一些讲解 ．

通过以上计算可以发现 ，计算结果得到了很大的改善 ，理想自由落体模型计算方法得到

的山高 １２２畅５ m的确存在着较大的误差 ．如果用心 ，大家可以做得更好 ．在实际生活中 ，回

音传播时间是另一个不可忽略的因素 ．因此我们在上述模型的基础上引入回音传播时间 t２ ，

对模型进行如下修改 ：

　 　 　 　
H ＝∫

t
１

０
v（t）d t ＝ ３４０ × t２

t１ ＋ t２ ＝ ４畅９

　 　 得 ：H ≈ ７９ m
在这个例题中 ，先后呈现了四种不同的解题方法 ，也可以说四种不同的数学模型 ．希望

大家能够通过这个例子体会到数学模型的真谛 ：能够解决问题的方法就是数学模型 ，其本身

没有对错之分 ，以上四种模型计算得到的答案应该说都是正确的 ，但是其本身有优劣之分 ，

问题在于思考的角度 ．它是一种新的思维方法 ，从上面的例子可以得到 ，数学模型往往是以

下两个方面的权衡 ：

１畅 数学建模是用以解决实际问题的 ，所建立的模型不能太理想 、太简单 ，过于理想化的

模型往往脱离实际情况 ，这就违背了建模的目的 ；

２畅 数学建模必须是以能够求解为前提的 ，建立的模型一定要能够求出解 ，所建立的模

型不能过于实际 ，过于实际的模型往往难以求解 ，因此作适当的简化假设是十分重要的 ．

【思考题】

针对考虑回音传播时间的数学模型进行改善 ，如地球重力场加速度 g并非常数 ；当石
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头速度过大时 ，空气阻力与速度之间可能存在非线性关系等 ．

例 1‐2 　教室光照问题
现有一个教室长为 １５ m ，宽为 １２ m ，在距离地面高 ２畅５ m的位置均匀地安放 ４个光源 ，

假设横向（纵向）墙壁与光源 、光源与光源 、光源与墙壁之间的距离是相等的 ，各个光源的光

照强度均为一个单位 ．求 ：

１畅 如何计算教室内任意一点处距离地面 １ m处的光照强度 ？ （光源对目标点的光照强

度与该光源到目标点距离的平方成反比 ，与该光源的强度成正比） ．

２畅 画出距离地面 １ m各个点的光照强度与位置（横纵坐标）之间的函数关系曲面图 ，同

时给出一个近似的函数关系式 ．

【解题思路】

假设光源对目标点的光照强度与该光源到目标点距离的平方成反比 ，并且各个光源的

光照强度符合独立作用与叠加原理 ．在光源点的光照强度为“１” ，并且在整个空间中反射情

况可以忽略不计 ．

取地面所在的平面为 xOy 平面 ，x轴与教室的宽边平行 ，y轴与教室的长边平行 ，坐标

原点在地面的中心 ，如图 １‐１所示 ．在空间中任意取一点 i ，它的坐标可以表示为（xi ，yi ，z i ） ，

那么空间点 i的光照强度 Ei 应该满足以下公式 ：

　 　 Ei ＝
１

（xi － ２）
２
＋ （yi － ２畅５）

２
＋ （zi － ２畅５）２ ＋

１
（xi － ２）

２
＋ （yi ＋ ２畅５）

２
＋ （zi － ２畅５）２ ＋

１

（xi ＋ ２）
２
＋ （yi － ２畅５）

２
＋ （zi － ２畅５）２ ＋

１

（xi ＋ ２）
２
＋ （yi ＋ ２畅５）

２
＋ （zi － ２畅５）２

将空间点 i的纵坐标设定为 １ ，就可以计算距离地面高 １ m处各点的光照强度 ．在 Mat‐
lab计算中都是对离散点进行操作的 ，因此将距离地面高 １ m处的 １２ m × １５ m的平面离散
为网格 ，每隔 ０畅２５ m取一个点 ，而点与点之间采用插值算法 ，可以得到这个平面的光照强

度 ，如图 １‐２所示 ．

图 １‐１ 　教室坐标示意图
　 　 　 　 　 　

图 １‐２ 　无反射情况下教室光照强度示意图

通过示意图可以发现 ：在这个距离地面为 １ m 的平面中 ，四个灯下的光照强度是最强

的 ．上述模型是建立在不考虑墙面反射基础上的 ．那么忽略反射的想法是否正确呢 ？考虑墙

面反射对于平面各点光照强度会带来怎样的影响 ？为方便求解 ，首先假设墙面反射满足镜

面反射原理 ，这也是最简单的假设 ．重新计算可以得到在距离地面为 １ m 的平面中各点的
光照强度如图 １‐３所示 ．对比有无一次镜面反射 ，平面光照强度的改善情况如图 １‐４ 所示 ．
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从图中可以发现 ：墙边附近的光照强度改善最大 ，墙角和墙边的改善最小 ，因为墙角和墙边

的反射是最少的 ，这些都与实际情况符合 ．

图 １‐３ 　反射情况下教室光照强度示意图
　 　 　 　

图 １‐４ 　两种情况下教室光照强度对比示意图

图 １‐４显示 ：通过一次镜面反射光照强度最大可以提高 ０畅１左右 ．那么如果考虑二次反

射 ，二次反射所能增加的光照强度将更小 ，因此可以忽略不计 ．需要注意的是在实际生活中 ，

墙面的反射并不是镜面反射 ，光源也不是点光源 ，光照强度也并非简单叠加 ．这样建立的模

型将更为复杂 ！

【思考题】

请同学可以阅读 ２００２年全国大学生数学建模竞赛（CUMCM２００２）的车灯线光源的优

化设计问题 ，设计更为合理的光照强度模型 ．安装在汽车头部的车灯的形状为一旋转抛物

面 ，车灯的对称轴水平地指向正前方 ，其开口半径 ３６ mm ，深度 ２１畅６ mm 。经过车灯的焦

点 ，在与对称轴相垂直的水平方向 ，对称地放置一定长度的均匀分布的线光源 ．要求在某一

设计规范标准下确定线光源的长度 ．该设计规范在简化后可描述如下 ．在焦点 F正前方
２５ m处的 A 点放置一测试屏 ，屏与 FA 垂直 ，用以测试车灯的反射光 ．在屏上过 A 点引出一
条与地面相平行的直线 ，在该直线 A 点的同侧取 B点和 C点 ，使 AC ＝ ２AB ＝ ２畅６ m ．要求 C
点的光强度不小于某一额定值（可取为 １个单位） ，B点的光强度不小于该额定值的 ２倍（只

需考虑一次反射） ．

请解决下列问题 ：在满足该设计规范的条件下 ，计算线光源长度 ，使线光源的功率最小 ．

对得到的线光源长度 ，在有标尺的坐标系中画出测试屏上反射光的亮区 ．讨论该设计规范的

合理性 ．

例 1‐3 　污染预测问题 ——— CUMCM2005（部分）

长江是我国第一 、世界第三大河流 ，长江水质的污染程度日趋严重 ，已引起了相关政府

部门和专家们的高度重视 ．２００４年 １０月 ，由全国政协与中国发展研究院联合组成“保护长

江万里行”考查团 ，从长江上游宜宾到下游上海 ，对沿线 ２１个重点城市做了实地考查 ，揭示

了一幅长江污染的真实画面 ，其污染程度让人触目惊心 ．假如不采取更有效的治理措施 ，依

照过去 １０年的主要统计数据 ，对长江未来水质污染的发展趋势做出预测分析 ，比如研究未

来 １０年的情况 ．表 １‐１为 １９９５ — ２００４年长江的排污量 ，根据以上数据 ，预测 ２００５ — ２０１４年

长江的排污量 ．
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表 1‐1 　 1995 — 2004年长江排污量
年份 １９９５ 腚１９９６ 8１９９７ 厖１９９８ 乙１９９９  ２０００ l２００１ 构２００２  ２００３ S２００４ ＃

排污量／亿吨 １７４ 栽１７９ !１８３ n１８９ 换２０７  ２３４ U２２０ ti畅５ ２５６ 镲２７０ <２８５ 寣
【解题思路】

如果能够找到一种合理的函数形式来表示数据的增长趋势 ，函数的自变量为年份 ，因变

量为预测量 ，就可完成预测工作 ．一旦找到了这样的函数 ，只需要将预测的年份代入函数表

达式 ，就可以做预测了 ．根据实际数据 ，运用最小二乘拟合方式 ，便可以确定函数的系数 ．预

测过程如下所示 ：首先将 １９９５ — ２００４年的数据以图形的方式表现出来如图 １‐５所示 ，这样

可以观察数据所蕴含的内在关系 ．通过观察 ，可以发现数据以类似二次函数形式增长 ．因此

可以假定数据以二次函数的形式增长 ，通过最小二乘拟合确定二次函数的系数（可用 Mat‐
lab来实现） ，并预测 ２００５ — ２０１４年的污染量数据 ，如图 １‐６所示 ．

图 １‐５ 　污染量趋势示意图
　 　 　 　

图 １‐６ 　污染量预测示意图

寻找出与实际数据最贴近的二次函数表达式为 ：

　 　 　 　 P ＝ ０畅８４ × Year２ － ３３００ × Year ＋ ３３０００００

通过图 １‐６可以发现拟合效果还是比较好的 ，通过分别代入年份（Year）２００５ — ２０１４ ，就

可以得到那些年份的污染量数据如表 １‐２所示 ．

表 1‐2 　 2005 — 2014年污染量预测
年份 ２００５ 腚２００６ 8２００７ 厖２００８ 乙２００９  ２０１０ l２０１１ 构２０１２  ２０１３ S２０１４ ＃

排污量／亿吨 ３０９ 栽３３２ !３５６ n３８３ 换４１０  ４４０ U４７１ ⅱ５０４ 镲５３９ <５７５ 寣
以上三题虽然涉及的内容各不相同 ，但是作为数学建模问题有着以下的共同之处 ：

１畅 都是通过建立数学模型解决实际问题 ，可以看出数学模型不是特指的那一块数学知

识内容 ，而是指一种解决问题的思想 ．数学模型的很多内容对大家来所并不是全新的 ，本书

的目的就在于帮助大家整理所学过的数学知识 ，用所学的知识来解决实际问题 ．

２畅 数学模型本身没有对错 ，只是在方法 、结果上有优劣之分 ．解决一个实际问题的方法

也许有很多 ，所建立的数学模型也会有很多 ，但是大家要学会分析和思考 ．数学建模竞赛通

常没有一个预设的标准答案 ，它考查大家的数学创新能力与应用能力 ．

通过以上三个例子简单介绍 ，希望大家初步能够明白什么是数学模型 、对数学建模的过

程有一个大致的了解 ．下面我们将比较系统地介绍数学建模的一般步骤 ，明白如何建立一个

数学模型 ．
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1 ．2 　数学模型的分类以及建立模型的一般步骤

定期总结数学模型的分类以及建立数学模型的一般步骤对于初学者而言是非常重要

的 ．虽然数学模型多种多样 ，但是其中有着内在的相似之处 ．经常总结经验有助于初学者尽

快掌握各类模型 ，适应不同的数学建模题目 ．

数学模型可以按照不同方式来分类 ．按照模型的应用领域可以分为数量经济模型 、医学模

型 、地质模型 、社会模型 ，等等 ；更具体的有人口模型 、交通模型 、生态模型 ，等等 ；按照建立模型

的数学方法可以分为几何模型 、微分方程模型 、图论模型 ，等等 ．数学建模的初衷是洞察源于数

学之外的事物或系统 ；通过选择数学系统 ，建立原系统的各部分与描述其行为的数学部分之间

的对应 ，达到发现事物运行的基本过程的目的 ．因此 ，人们通常也用如下的方法分类 ：

观察模型与决策模型 ：基于对问题状态的观察 、研究 ，所提出的数学模型可能有几种不

同的数学结构 ．例如 ，决策模型是针对一些特定目标而设计的 ．典型的情况是 ，某个实际问题

需要作出某种决策或采取某种行动以达到某种目的 ．决策模型常常是为了使技术的发展达

到顶峰而设计 ，它包括算法和由计算机完成的特定问题解的模拟 ．例如一般的马尔可夫链模

型是观察模型 ，而动态规划模型是决策模型 ．

确定性模型和随机性模型 ：确定性模型建立在如下假设的基础上 ：即如果在时间的某个

瞬间或整个过程的某个过程有充分的确定信息 ，则系统的特征就能准确的预测 ，如 ２００８年

全国大学生数学建模竞赛的数码相机定位问题 ．确定性模型常常用于物理和工程之中 ．微分

方程模型就是常见的确定性模型 ．随机性模型是在概率意义上描述系统的行为 ，它广泛应用

于社会科学和生命科学中 ，如 ２００９ 年全国大学生数学建模竞赛的眼科病床的合理安排

问题 ．

连续模型和离散模型 ：有些问题可用连续变量描述 ，比如空中飞行安全的设计 ；有些问题

适合离散变量描述 ，比如 ２００７年全国大学生数学建模竞赛的乘公交看奥运问题 ．有些问题由

连续性变量描述更接近实际 ，但也允许离散化处理 ．例如 ２００６年全国大学生数学建模竞赛的

艾滋病治疗问题中病毒是随时间变化的可视为连续模型 ，但如果勘察的时间段较短 ，则用离散

模型描述更合适 ．在全国大学生数学建模竞赛中一般是一题连续型问题和一题离散型问题 ．

解析模型和仿真模型 ：建立的数学模型可直接用解析式表示 ，结果可能是特定问题的解

析解 ，或得到的算法是解析形式的 ，通常可以认为是解析模型 ．如 ２００７年全国大学生数学建

模竞赛的人口预测问题 ．而实际问题的复杂性经常使目前的解析法满足不了实际问题的要

求或无法直接求解 ．因此 ，很多实际问题需要进行仿真 ，如 ２００７年全国大学生数学建模竞赛

的乘公交看奥运问题 ．仿真模型可以对原问题进行直接或间接的仿真 ．

在现实生活工作中所面临的问题是纷繁复杂的 ，如果需要借助数学模型来求解 ，往往不

可能孤立地使用一种方法 ．需要根据对研究对象的了解程度和建模目的来决定采用什么数

学工具 ．一般来说 ，建模的方法可以分为机理分析法 、数据分析法和类比仿真法等 ．

机理分析是根据对现实对象特征的认识 ，分析其因果关系 ，找出反映内部机理的规律 ，

用这种方法建立起来的模型 ，常有明确的物理或现实意义 ．各个“量”之间的关系可以用几个

函数 、几个方程（或不等式）乃至一张图等数学工具明确地表示出来 ．在内部机理无法直接寻
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求时 ，可以尝试采用数据分析的方法 ．首先测量系统的输入输出数据 ，并以此为基础运用统

计分析方法 ，按照事先确定的准则在某一类模型中选出一个与数据拟合得最好的模型 ．这种

方法也可称为系统辨识 ．有时还要将这两种方法结合起来运用 ，即用机理分析建立模型的结

构 ，用系统辨识来确定模型的参数 ．类比则是在两类不同的事物之间进行对比 ，找出若干相同

或相似之处 ，推测在其他方面也可能存在相同或相似之处的一种思维模式 ，这样便可借用其他

一些已有的模型 ，推测现实问题应该或可能的模型结构 ．仿真（也称为模拟）是以类比为逻辑基

础 ，用计算机模仿实际系统的运行过程 ．在整个运行时间内 ，对系统状态的变化进行观察和统

计 ，从而得到系统基本性能的估计或认识 ．但是仿真方法一般不能得到解析的结果 ．

建立数学模型没有固定的模式 ，通常它与实际问题的性质 、建模的目的等有关 ．当然 ，建

模的过程也有其共性 ，一般来说大致可以分为以下几个步骤 ：

形成问题 ：要建立现实问题的数学模型 ，首先要对所要解决的问题有一个十分明确的提

法 ．只有明确问题的背景 ，尽量弄清楚对象的特征 ，掌握有关的数据 ，确切地了解建立数学模

型要达到的目的 ，才能形成一个比较明晰的“问题” ．

假设和简化 ：根据对象的特征和建模的目的 ，对问题进行必要地 、合理地假设和简化 ．如

前所述 ，现实问题通常是纷繁复杂的 ，必须紧抓本质的因素（起支配作用的因素） ，忽略次要

的因素 ．此外 ，一个现实问题不经过假设和化简 ，很难归结成数学问题 ．因此 ，有必要对现实

问题作一些简化 ，有时甚至是理想化的简化假设 ．

模型构建 ：根据所做的假设 ，分析对象的因果关系 ，用适当的数学语言刻画对象的内在

规律 ，构建现实问题中各个变量之间的数学结构 ，得到相应的数学模型 ．这里 ，有一个应遵循

的原则 ，即尽量采用简单的数学工具 ．

检验和评价 ：数学模型能否反映原来的现实问题 ，必须经受多种途径的检验 ．这里包括

数学结构的正确性 ，即没有逻辑上自相矛盾的地方 ；适合求解 ，即是否会有多解或无解的情

况出现 ；数学方法的可行性 ，迭代方法收敛性以及算法的复杂性等 ．而最重要和最困难的问

题是检验模型是否真正反映原来的现实问题 ．模型必须反映实际 ，但又不等同于现实 ；模型

必须简化 ，但过分的简化则使模型远离现实 ，无法解决现实问题 ．因此 ，检验模型的合理性和

适用性 ，对于建模的成败是非常重要的 ．评价模型的根本标准是看它能否准确地解决现实问

题 ．此外 ，是否容易求解也是评价模型的一个重要标准 ．

模型的改进 ：模型在不断的检验过程中进行修正 ，逐步趋向完善 ，这是建模必须遵循的重要

规律 ．一旦在检验过程中发现问题 ，人们必须重新审视在建模时所作的假设和简化的合理性 ，检

查是否正确刻画对象内在的量之间的相互关系和服从的客观规律 ．针对发现的问题做出相应的

修正 ．然后 ，再次重复建模 、计算 、检验 、修改的过程 ，直到获得某种程度的满意模型为止 ．

模型的求解 ：经过检验 ，能比较好地反映现实问题的数学模型 ，最后通过求解得到数学上的

结果 ；再通过“翻译”回到现实问题 ，得到相应的结论 ．模型若能获得解的确切表达式固然最好 ，但

现实中多数场合需依靠计算机数值求解 ．正是由于计算技术的飞速发展 ，使得数学建模现在变得

越来越重要 ，如 ２０１０年全国大学生数学建模竞赛的储油罐的变位识别与罐容表标定问题 ．

应用数学去解决各类实际问题时 ，建立数学模型是十分关键的一步 ，同时也是十分困难

的一步 ．建立教学模型的过程 ，是把错综复杂的实际问题简化 、抽象为合理的数学结构的过

程 ．要通过调查 、收集数据资料 ，观察和研究实际对象的固有特征和内在规律 ，抓住问题的主

要矛盾 ，建立起反映实际问题的数量关系 ，然后利用数学的理论和方法去分析和解决问题 ．
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这就需要深厚扎实的数学基础 ，敏锐的洞察力和想象力 ，对实际问题的浓厚兴趣和广博的知

识面 ．数学建模是联系数学与实际问题的桥梁 ，是数学在各个领域广泛应用的媒介 ，是数学

科学技术转化的主要途径 ，数学建模在科学技术发展中的重要作用越来越受到数学界和工

程界的普遍重视 ，它已成为现代科技工作者必备的重要能力之一 ．为了适应科学技术发展的

需要和培养高质量 、高层次科技人才 ，数学建模已经在大学教育中逐步开展 ，国内外越来越

多的大学正在进行数学建模课程的教学和参加开放性的数学建模竞赛 ，将数学建模教学和

竞赛作为高等院校的教学改革和培养高层次的科技人才的个重要方面 ，现在许多院校正在

将数学建模与教学改革相结合 ，努力探索更有效的数学建模教学法和培养面向 ２１世纪的人

才的新思路 ，与我国高校的其他数学类课程相比 ，数学建模具有难度大 、涉及面广 、形式灵

活 ，对教师和学生要求高等特点 ，数学建模的教学本身是一个不断探索 、不断创新 、不断完善

和提高的过程 ．为了改变过去以教师为中心 、以课堂讲授为主 、以知识传授为主的传统教学

模式 ，数学建模课程指导思想是 ：以实验室为基础 、以学生为中心 、以问题为主线 、以培养能

力为目标来组织教学工作 ．通过教学使学生了解利用数学理论和方法去分析和解决问题的

全过程 ，提高他们分析问题和解决问题的能力 ；提高他们学习数学的兴趣和应用数学的意识

与能力 ，使他们在以后的工作中能经常性地想到用数学去解决问题 ，提高他们尽量利用计算

机软件及当代高新科技成果的意识 ，能将数学 、计算机有机地结合起来去解决实际问题 ．数

学建模以学生为主 ，教师利用一些事先设计好问题启发 ，引导学生主动查阅文献资料和学习

新知识 ，鼓励学生积极开展讨论和辩论 ，培养学生主动探索 ，努力进取的学风 ，培养学生从事

科研工作的初步能力 ，培养学生团结协作的精神 ，形成一个生动活泼的环境和气氛 ，教学过

程的重点是创造一个环境去诱导学生的学习欲望 ，培养他们的自学能力 ，增强他们的数学素

质和创新能力 ，提高他们的数学素质 ，强调的是获取新知识的能力 ，是解决问题的过程 ，而不

是知识与结果 ．接受参加数学建模竞赛赛前培训的同学大都需要学习诸如数理统计 、最优化 、

图论 、微分方程 、计算方法 、神经网络 、层次分析法 、模糊数学 、数学软件包的使用等“短课程”

（或讲座） ，用的学时不多 ，多数是启发性地讲一些基本的概念和方法 ，主要是靠同学们自己去

学 ，充分调动学生的积极性及发挥他们的潜能 ．培训中广泛采用讨论班方式 ，学生自己作报告 、

讨论 、辩论 ，教师主要起质疑 、答疑 、辅导的作用 ，竞赛中一定要使用计算机及相应的软件 ，如

SPSS ，Lingo ，Maple ，Mathematica ，Matlab甚至排版软件等 ．

1 ．3 　走入数学建模竞赛的世界

为了选拔人才（实际上是为了更好地培养人才） ，组织竞赛是一种行之有效的方法 ．１９８５

年在美国出现了一种叫做 MCM的一年一度的大学生数学建模竞赛 （１９８７年前全称是 Mathe‐
matical Competition in Modeling ，１９８８年改全称为 Mathematical Contest in Modeling ，MCM） ．

在 １９８５年以前美国只有一种大学生数学竞赛（The William Lowell Putnam mathemat‐
ical Competition ，简称 Putnam （普特南）数学竞赛） ，它是由美国数学协会 （Mathematical
Association of America ，MAA）主持 ，于每年 １２月的第一个星期六分两试进行 ，每试 ６题 ，

每试各为 ３ h ．近年来在次年的美国数学月刊（The American Mathematical Monthly ）上刊
出竞赛小结 、奖励名单 、试题及部分题解 ．这是一个历史悠久 、影响很大的全美大学生数学竞
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赛 ，自 １９３８年举行第一届竞赛以来已近 ７２届了 ，主要考核基础知识和训练逻辑推理及证明

能力 、思维敏捷度 、计算能力等 ．试题中很少出现应用题 ，完全不能用计算机 ，是闭卷考试的 ，

竞赛是由各大学组队自愿报名参加 ．普特南数学竞赛在吸引青年人热爱数学从而走上数学

研究的道路 、鼓励各数学系更好地培养人才方面起了很大作用 ，事实上有很多优秀的数学家

就曾经是它的获奖者 ．

有人认为应用数学 、计算数学 、统计数学和纯粹数学一样是数学研究和数学课程教学的

重要组成部分 ，它们是一个有机的整体 ．有人形象地把这四者表示为一四面体的四个顶点 ，

棱和面表示学科的“内在联系” ，例如应用线性代数 、数值分析 、运筹学等 ，而该四面体即数学

的整体 ．因此在美国自 １９８３年就有人提出了应该有一个普特南应用数学竞赛 ，经过论证 、讨

论 、争取资助的过程 ，终于在 １９８５年开始了第一届数学建模竞赛 ．

MCM 的宗旨是鼓励大学师生对范围并不固定的各种实际问题予以阐明 、分析并提出

解法 ，通过这样一种结构鼓励师生积极参与并强调实现完整模型的过程 ．每个参赛队有一名

指导教师 ，他在比赛开始前负责队员的训练和战术指导 ，并接收考题 ．竞赛由学生自行参加 ，

指导教师不得参与 ．比赛于每年 ２月或 ３月的某个周末进行 ．每次给出两个问题（一般是连

续和离散各一题） ，每队只需任选一题 ．考题是由在工业和政府部门工作的数学家提出建议 ，

再由命题组选择的没有固定范围的实际问题 ．

另外就全国大学生数学建模竞赛的题目来说 ，它可以来自于人们日常生活的各个方面 ，

经常会来源于当年社会中的热点问题 ．如 １９９８年的投资的收益和风险以及灾情巡视路线问

题 ；２０００年的钢管订购和运输优化模型以及 DNA 序列分类 ；２００２年的彩票中的数学 ；２００３

年的 SARS传染问题 ；２００６年的艾滋病预防问题 ；２００７年的乘公交看奥运问题 ；２００９年的

制动器试验台的控制方法分析问题 ；２０１０年的上海世博会影响力的定量评估问题 ．

我国大学生于 １９８９年开始参加美国 MCM （北京理工大学叶其孝教授于 １９８８ 年访问

美国时 ，应当时 MCM 负责人 B畅A畅 Fusaro 教授之邀请访问他所在学校时商定了中国大学
生组队参赛的相关事宜） ，到 １９９２ 年国内已有 １２所大学 ２４个参赛队 ，都取得了较好的成

绩 ．在我国不少高校教师也萌发了组织我国自己的大学生数学建模竞赛的想法 ．上海市率先

于 １９９０年 １２月 ７ — ９日举办了“上海市大学生（数学类）数学建模竞赛” ．于 １９９１年 ６月 ７ —

９日举办了“上海市大学生（非数学类）数学建模竞赛” ．西安也于 １９９２年 ４ 月 ３ — ６ 日举办

了“西安市第一届大学生数学建模竞赛” ．由中国工业与应用数学学会 （CSIAM ）举办的

“１９９２年全国大学生数学建模联赛”也于 １９９２年 １１月 ２７ ～ ２９日举行 ，来自全国 ７４所大学

的 ３１４个队参加 ，不仅得到各级领导的关心 ，还得到企业界的支持 ，特别是得到了宣传部门

的广泛支持 ．１９９５年起由教育部和中国工业与应用数学学会联合举办全国大学生数学建模

竞赛 ，每年 ９月举行 ，现在已成为全国规模最大的一项国家级的大学生科技竞赛活动 ．

近几年 ，数学建模在中国得到不断发展 ，涌现出很多区域性数学建模竞赛 ．使得数学建

模爱好者有一个相互交流经验和展示自我能力的舞台 ．数学建模初学者还可以通过区域赛

事检验自我的能力 ，增加比赛经验 ．数学建模竞赛与通常的数学竞赛不同 ，竞赛的问题来自

实际工程或有明确的实际背景 ．它的宗旨是培养大学生用数学方法解决实际问题的意识和

能力 ，整个赛事是完成一篇包括问题的阐述分析 ，模型的假设和建立 ，计算结果及讨论的论

文 ．通过训练和比赛 ，同学们不仅用数学方法解决实际问题的意识和能力有很大提高 ，而且

在团结合作发挥集体力量攻关 ，以及撰写科技论文等方面将都会得到十分有益的锻炼 ．现在

·01·

　 　 　 　

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


