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前 言

在近年的考研辅导中，有很多考生向我们反映，自己的基础比较薄弱，学习起来比

较困难，难以迅速提高成绩.还有的考生是在职人员，工作非常繁忙，没有很多时间可

以支配，希望能有一本考研数学速速成书. 如何帮助考生在短时间内取得好的学习效

果，达到硕士生入学考试数学的分数线，这就是我们研发此书的初衷和愿望.

本书结合我们多年来的考研数学辅导经验编写而成. 针对每个题型，设置了以下

几个栏目：

■考试概况：给出 1987 年以来各题型在数学一、数学二试卷中的考查情况：填空

题、单项选择题和计算证明题中出现的频率.

■思路点拨：针对各题型给出了相应的解题思路和方法，简洁而实用.

■实例精讲：根据真题难度和题型设置了典型例题，并给出了详细讲解，供考生
学习模拟之用.

■现学现练：精选相应试题供考生进行实战演练.

■要点补充：对一些题型依据需要给出补充注释，帮助考生加强对题型的理解.

考生通过阅读本书，不但能了解历年试卷中试题在高等数学、线性代数、概率论与

数理统计等三门课程中的分布情况和难度，而且能够掌握各种基本题型的解题思路和
方法.通过对真题的认真演练，揭开考研数学的神秘面纱，达到考试时胸有成竹、应对
自如的境界.

成书仓促，并请考研朋友和数学同仁予以指正.

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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高等数学篇

第 1 章 函数、
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极限和连续

题型 1 函数的定义域的求解
考试概况：数学一在 1988 年考过 1 道计算题；数学二在 1988 年考过 1 道计算题


.

思路点拨：由解析式子建立的函数，其定义域是使运算有意义的自变量的集合；根据实际问题建立

的函数，其定义域是具有实际意义的自变量的集合；而求复杂函数的定义域，就是求解

由简单函数的定义域（见要点补充 2）所构成的不等式组的解集.

实例精讲：

【例 1】 求下列函数的定义域：

（1）y = logx- 1（9 - x2）； （2）y = arcsin x - π
槡 4

.

【解】 （1）函数若要有意义，必满足以下条件：

9 - x2 > 0

x - 1 > 0

x - 1 ≠
{

0


- 3 < x < 3

x > 1

x ≠
{

2

，故 函数的定义域为：｛x | 1 < x < 2 或 2 < x < 3｝.

（2）函数若要有意义，必满足以下条件：

arcsin x - π
4

≥ 0

| x | ≤
{

1

 x ≥槡2
2

- 1 ≤ x ≤
{

1

，故函数的定义域为：x 槡2
2

≤ x ≤{ }1 .

现学现练：

1. 1 y = sin槡 x + lg（16 - x2）.

1. 2 y = arcsin
2x - 1

7
+

2x - x槡 2

ln（2x - 1）
.

要点补充：

1.函数表示法的无关性：函数与用什么字母表示无关，只与定义域和对应法则相关.

2.简单函数的定义域：

y =
1
x
，定义域为：x≠0；y =

2n

槡x，定义域为：x≥0；y = loga x，定义域为：x > 0（a > 0且 a ≠1）；

y = sinx或 cosx，定义域为：（- � ，+ � ）；y = arcsinx或 arccosx，定义域为：［- 1，1］；

y = tanx，定义域为：x ≠ kπ + π
2
，k ∈ Z；y = cotx，定义域为：x ≠ kπ，k ∈ Z.

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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题型 2 函数值域的求解
考试概况：数学一没有考过；数学二在 2004 年考过 1 道计算题


.

思路点拨：（1）由多项式表达的函数，一般用配方法或判别式法求函数的值域；

（2）通过求反函数的定义域来求原函数的值域；

（3）若含三角函数，可利用某些三角函数的有界性如：| sinx | ≤1，| cosx | ≤1等来求函

数的值域；

（4）利用连续函数在闭区间上存在最值来求函数的值域.

实例精讲：

【例 2】 求下列函数的值域：

（1）y = 3 - x2 - 4x +槡 9； （2）y =
sin x - 2
sin x + 2
；

（3）y =
x + 1
x - 1

.

【解】 （1）应用配方法，则 y = 3 - （x - 2）2 +槡 5，而（x - 2）2 + 5 ≥ 5，

故函数的值域为：（- � ，3 - 槡5］.

（2）y =
sin x - 2
sin x + 2

= 1 -
4

sin x + 2
，而 - 1 ≤ sinx ≤ 1，

所以 1 ≤ sinx + 2 ≤ 3 1
3

≤ 1
sin x + 2

≤ 1 4
3

≤ 4
sin x + 2

≤ 4，

即 - 3 ≤ y ≤-
1
3
，故函数的值域为： - 3，-[ ]1

3
.

（3）当 x ≠ 1 时，由原式可得 x =
1 + y
y - 1
，即 y ≠ 1.

故函数的值域为：（- � ，1）∪（1，+ � ）.

现学现练：

2. 1 求 y =（x - 1）（x - 2）（x - 3）（x - 4）+ 17 的值域.

2. 2 求 y = 2x - 22x + 1 的值域.

2. 3 求 y = 3 - 2sin 3x - π( )4
的值域



.

题型 3 求复合函数的表达式
考试概况：数学一在 1988 年和 1990 年考过 1 道填空题和 1 道计算题；数学二在 1988 年、1990 年、

1992年、1997年和2001年共考过1道填空题、3道选择题和1道计算题.分段函数的复合

是重点


.

思路点拨：（1）利用代入法，将一个函数中的自变量用另一个函数的表达式来替代；

（2）利用分析法，抓住最外层函数定义域的各区间段，结合中间变量的表达式及定义域
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进行分析，注意外层函数的定义域必须包含内层函数的值域，函数才能复合，适用于分

段函数的复合；

（3）利用图示法，借助于图形的直观性.

实例精讲：

【例 3】 （2001 数学二） 设 f（x） =
1，| x | ≤ 1

0，| x | >{ 1
，则 f（f（f（x）））等于

（A）0. （B）1.

（C）
1，| x | ≤ 1

0，| x | >{ 1
. （D）

0，| x | ≤ 1

1，| x | >{ 1
. 【 】

【解】 由题知，| f（x）| ≤ 1，所以 f（f（x）） = 1，

则 f（f（f（x））） = f（1） = 1.故选（B）.

【例 4】 设 f（x） =
ex， x < 1

x， x ≥{ 1
，φ（x） =

x + 2， x < 0

x2 - 1， x ≥{ 0
，求 f（φ（x））.

【解】 f（φ（x）） =
eφ（x），φ（x） < 1

φ（x），φ（x）≥{ 1
，因为外层函数的定义域包含内层函数的值域，则：

（1）当 φ（x） < 1 时，

或 x < 0，φ（x） = x + 2 < 1，即
x < 0

x < -{ 1
x < - 1；

或 x ≥ 0，φ（x） = x2 - 1 < 1，即
x ≥ 0

x2 <{ 2
0 ≤ x < 槡2.

（2）当 φ（x）≥ 1 时，

或 x < 0，φ（x） = x + 2 ≥ 1，即
x < 0

x ≥-{ 1
 - 1 ≤ x < 0；

或 x ≥ 0，φ（x） = x2 - 1 ≥ 1，即
x ≥ 0

x2 ≥{ 2
x ≥槡2.

综上所述有 f（φ（x）） =

e
x+2， x < - 1

x + 2， - 1 ≤ x < 0

e
x2 - 1， 0 ≤ x < 槡2

x2 - 1， x ≥槡










2

.

【例 5】 设 f（x） =
1
2
（x +| x |），φ（x） =

x， x < 0

x2， x ≥{ 0
，求 f（φ（x）），φ（f（x））.

【解】 先求 f（φ（x）） =
1
2
［φ（x）+| φ（x）| ］ （a）

作出 u = φ（x）的图像，如图 1 - 1所示，以及 f（u） =
1
2
（u +| u |）的分界 u = 0（x - u平

面上的 x轴）.

当 x < 0 时，u = x，（u < 0）；当 x ≥ 0 时，u = x2，（u ≥ 0）.

将以上所得结果代入（a）式，得

f（φ（x）） =
0， x < 0

x2， x ≥{ 0
.
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再求 φ（f（x）） =
f（x）， f（x） < 0

f 2（x）， f（x）≥{ 0
=

v， v < 0

v2， v≥{ 0
. （b）

图 1 - 1 图 1 - 2

作出 v = f（x）=
1
2
（x +| x |）的图像，如图1 - 2所示，以及 v = 0（即 x - v平面上的 x轴）.

当 x < 0 时，v = 0；当 x ≥ 0 时，v = x（v≥ 0）.

把以上结果代入（b）式，得 φ（f（x）） =
0，x < 0

x2，x ≥{ 0
.

现学现练：

3. 1 （1997 数学二） 设 g（x） =
2 - x，x ≤ 0

x + 2，x >{ 0
，f（x） =

x2，x < 0

- x，x ≥{ 0
，则 g（f（x）） =

（A）
2 + x2， x < 0

2 - x， x ≥{ 0
. （B）

2 - x2， x < 0

2 + x， x ≥{ 0
.

（C）
2 - x2， x < 0

2 - x， x ≥{ 0
. （D）

2 + x2， x < 0

2 + x， x ≥{ 0
.

3. 2 设 f（x） =
4 - x2， | x | ≤ 2

0， | x | >{ 2
，求 f（f（x））



.

题型 4 函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性等函数性质的判别或证明
考试概况：数学一在 1999年和 2005年共考过 2道选择题；数学二在 1987年、1996年、1999年、2002

年、2004 年和 2005 年共考过 6 道选择题和 1 道计算题


.

思路点拨：一般利用定义.另外，利用 f（x）+ f（- x） = 0是判别 f（x）为奇函数的有效方法；若函数

在区间可导，利用导数判别单调性较简便；可利用闭区间上连续函数的有界性或有极限

的函数必局部有界来判断函数的有界性.

实例精讲：

【例 6】 判断下列函数的奇偶性：

（1）y = ln（x + x2 +槡 1）； （2）y = x
a x - 1
a x + 1
（a > 0）.

【解】 （1）令 f（x） = ln（x + x2 +槡 1），则

f（x）+ f（- x） = ln（x + x2 +槡 1）+ ln（- x + x2 +槡 1）



第 1 章 函数、极限和连续


/ 5

= ln（x + x2 +槡 1）（- x + x2 +槡 1）

= ln（- x2 + x2 + 1） = 0，

故该函数为奇函数.

（2）令 f（x） = x
a x - 1
a x + 1
，则

f（- x） =（- x）·a
- x

- 1

a
- x

+ 1
=（- x）·1 - a x

1 + a x = x·a x - 1
a x + 1

= f（x），

故该函数为偶函数.

【例 7】 设 f（x）为定义在（- a，a）内的奇函数，若 f（x）在（0，a）内单调增加，证明 f（x）在（- a，

0）内也单调增加.

【分析】 结论要证明 f（x）在（- a，0）内单调增加，而条件中已知 f（x）在（0，a）内单调增加，易知，

对于x ∈（- a，0），- x ∈（0，a），则可将未知命题转化为已知命题.

【证明】 x1，x2 ∈（- a，0），且 x1 < x2，则 - x1，- x2 ∈（0，a），且 - x1 > - x2 .

由于 f（x）在（0，a）内单调增加，故 f（- x1） > f（- x2）.

又由于 f（x）为奇函数，故 - f（x1） > - f（x2），即 f（x1） < f（x2）.

因此，f（x）在（- a，0）内也单调增加.

【例8】 设对一切实数 x，有 f 1
2( )+ x =

1
2

+ f（x）- f2（x槡 ），则 f（x）是周期为 的周期函

数.

【分析】 题设中已知 f 1
2( )+ x 与 f（x）的关系式，可试求 f 1

2
+ 1

2( )( )+ x .

【解】 f 1
2

+ 1
2( )( )+ x =

1
2

+ f 1
2( )+ x - f2 1

2( )槡 + x

=
1
2

+
1
4

- f（x）+ f2（x槡 ）

=
1
2

+ f（x）-[ ]1
2

= f（x），由题设 f（x）≥( )1
2

即 f（1 + x） = f（x），故可知 f（x）的周期为 1.

现学现练：

4. 1 （1987 数学二）f（x） = | xsinx | e
cosx
（- � < x < � ）是

（A）有界函数. （B）单调函数. （C）周期函数. （D）偶函数.

4. 2 设函数 y = f（x），x∈（- � ，+ � ）的图形关于 x = a，x = b均对称（a < b），求证：y = f（x）

是周期函数，并求其周期.

4. 3 函数 f（x） =
lnx
x
在区间 1

2
，[ ]1 上为（ ）.

（A）有上界无下界 （B）有下界无上界

（C）有界，且 2ln
1
2

≤ f（x）≤ 0 （D）有界，且 ln
1
2

≤ f（x）≤ 1
4
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要点补充：

1.判别奇偶函数的其他方法：

（1）奇函数的代数和为奇函数；偶函数的代数和为偶函数；

（2）偶数个奇（或偶）函数之积为偶函数；奇数个奇函数之积为奇函数；

（3）可导的偶函数的导函数为奇函数；可导的奇函数的导函数为偶函数.

2.无穷大量和无界变量是不同的.无穷大量一定是无界变量，但无界变量不一定是无穷大量. 如

函数 f（x） = xsinx是无界变量，但不是无穷大量



.

题型 5 函数极限尤其是双侧极限存在的判定或求解
考试概况：数学一在 1992 年、2000年和 2002年共考过 2道选择题和 1道计算题；数学二在 1992年

和 2002 年共考过 2 道选择题


.

思路点拨：利用定义或相关定理及法则，考查双侧极限时须利用左右极限的定义.

实例精讲：

【例 9】 下列极限哪些是正确的？

（A）lim
x0

e
1
x = � ； （B）lim

x0 -
e

1
x = 0；

（C）lim
x0 +

e
1
x = + � ； （D）lim

x�
e

1
x = 1.

【解】 x0 + 时，
1
x
 + � ，故 e

1
x  + � ，因此（C）正确；

x0 - 时，
1
x
 - � ，故 e

1
x 0，因此（B）正确；所以（A）不正确；

又 x� （+ � 或 - � ）时，
1
x
0，故 e

1
x 1，因此（D）正确.

【例 10】 求lim
x�
（ 1 + x + x槡 2 - 1 - x + x槡 2）.

【解】 原式 = lim
x�

2x

1 + x + x槡 2 + 1 - x + x槡 2
（分式有理化）

= lim
x�

2

1 + x + x槡 2

x
+

1 - x + x槡 2

x

=

lim
x+�

2

1
x2 +

1
x

+槡 1 +
1
x2 -

1
x

+槡 1

= 1

lim
x- �

2

（- 1） 1
x2 +

1
x

+槡 1 +（- 1） 1
x2 -

1
x

+槡 1

= -













1

，

因此，原极限不存在.

【例 11】 求lim
x�

ex + 2xarctanx
ex - πx

.
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【解】 因为当 x + � 时，ex + � ，arctanx π
2
；当 x - � 时，ex0，arctanx - π

2
，

所以 lim
x+�

ex + 2xarctanx
ex - πx

= lim
x+�

ex + 2arctanx +
2x

1 + x2

ex - π
（洛必达法则）

= lim
x+�

1 + 2e
- x

arctanx +
2xe

- x

1 + x2

1 - πe - x = 1，

lim
x- �

ex + 2xarctanx
ex - πx

= lim
x- �

ex + 2arctanx +
2x

1 + x2

ex - π
= 1.

于是 lim
x�

ex + 2xarctanx
ex - πx

= 1.

现学现练：

5. 1 （1992 数学一、二） 当 x1 时，函数
x2 - 1
x - 1

e
1

x- 1 的极限

（A）等于 2. （B）等于 0.

（C）为 � . （D）不存在但不为 � .

5. 2 （2000 数学一） 求lim
x0

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sinx( )| x | .

要点补充：

若 x� 的极限式中含有 a x（a > 0，a ≠1）（特别是 ex），或 arctanx或 arccotx的，一定分别求

出 x + � 及 x - � 时的极限，两者相等，则 x� 时的极限存在，否则不存在



.

题型 6 数列敛散性的判定和证明
考试概况：数学一在 1996 年和 2003 年考过 1 道选择题和 1 道计算题；数学二在 1998 年、1999 年、

2002 年和 2003 年共考过 3 道选择题和 2 道计算题


.

思路点拨：利用定义，单调有界准则或夹逼准则.

实例精讲：

【例 12】 （1996数学一） 设 x1 = 10，xn+1 = 6 + x槡 n（n = 1，2，⋯），试证数列｛xn｝极限存在，并

求此极限.

【证】 由 x1 = 10 及 x2 = 6 + x槡 1 = 槡16 = 4 知 x1 > x2 .设对某正整数 k有 xk > xk+1，则有

xk+1 = 6 + x槡 k > 6 + xk+槡 1 = xk+2，

故由数学归纳法知，对一切正整数 n，都有 xn > x
n+1
，即｛xn｝为单调减少数列.又显见 xn >

0（n = 2，⋯），即｛xn｝有下界.根据单调有界准则知lim
n�

xn 存在.因此可设lim
n�

xn = a，则有 a

= 6槡 + a 成立.从而 a2 - a - 6 = 0.解得 a = 3，a = - 2，但因 xn > 0（n = 1，2，⋯），所以

a ≥ 0，舍去 a = - 2，得lim
n�

xn = 3.
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


