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前 言

为使考研同学能在较短时间内进行全面复习，提高考研应试能力和水平，作者根据最新数学

考试大纲的要求，深入研究了历年来考研试题，结合作者多年来在考研辅导班授课经验，编写了

《考研数学（数学四）常考题型及其解题方法技巧归纳》一书⒚该书自问世以来，历经三次全国统考，
其内容每年都覆盖了试题的绝大部分题型，现已重印多次，畅销全国，以其题型全面、方法新颖、技

巧独特、适于自学等特点深受全国广大考生的青睐⒚
本书经过此次修订增加了新增考点的有关内容，同时还纠正了差错，弥补了疏漏，更好地体现

了考研数学大纲的思想和要求⒚
具体体现在以下几点⒚
首先，本书根据考研数学大纲的要求，将历年来考研数学试题按题型分类，对各类题型的解法

进行了归纳总结，使考生能做到举一反三⒚数学试题是无限的，而题型是有限的，掌握好这些题型

及其解题方法与技巧，会减少解题的盲目性，从而提高解题效率，考生的应试能力自然就得到了提

高⒚同时也便于考生掌握考研数学（四）的大部分题型及其解题思路、方法与技巧，因而本书能起到

指航引路、预测考向的作用⒚
本书特别强调对考研数学大纲划定的基本概念、基本定理、基本方法和基本公式的正确理解⒚

为此每一题型在讲解例题前常对上述“四个基本”进行剖析，便于考生理解、记忆，避免常犯错误⒚
本书另一特点是总结了许多实用快捷的简便算法，这些简便算法新颖、独特，它们是作者多年

来教学经验的总结，会大大提高考生的解题速度和准确性，使考生大大节省时间，因而有助于考生

应试能力和水平的提高⒚
本书还注意培养提高综合应用多个知识点解决问题的能力，对综合型题型进行了较多的分析

和解说，以期提高考生在这方面的能力⒚与此同时，注重一题多解，以期开阔考生的解题思路，使所

学知识融会贯通，能灵活地解决问题⒚
本书的讲述方法由浅入深，适于自学，选用例题尽量做到精而易终、全而不滥⒚
为使考生具有扎实的数学基础知识，也为了更好地阅读本书，特向读者推荐一套可以指导你

全面、系统、深入复习考研数学的参考书，这就是本人编写的经济类数学学习指导、硕士研究生备

考指南丛书：《经济数学（微积分）解题方法技巧归纳（第 ２版）》、《经济数学（线性代数）解题方法技

巧归纳（第 ２版）》、《经济数学（概率论与数理统计初步）解题方法技巧归纳（第 ２版）》⒚这套丛书自

出版以来一直受到全国广大读者的一致好评，多次印刷，久销不衰⒚很多已考取的经济类硕士研究

生不少都受益于这套丛书⒚我在撰写本书时，多处引用了这套丛书的内容和方法，如果能把丛书结

合起来学习必将收到事半功倍的效果⒚
由于编者水平有限，加之时间仓促，书中错误、疏漏之处在所难免，恳请专家、读者指正⒚

编者

２００７年 ３月
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第 篇 微 积 分

 函 数

１１１ 求几类函数的表达式

题型一 已知函数求其反函数的表达式

求反函数的方法是在原函数 牪＝牊（牨）中解出 牨，再交换 牨与 牪的位置即得所求的反函数 牪＝

牊－１（牨），同时得到 牊－１的定义域即为 牊的值域⒀
如 牪＝牊（牨）为分段函数，且在各分段区间上都是单调函数，则分别求出各分段区间上的反函

数就得到该分段函数的反函数，且 牊（牨）的每段的值域就是其反函数的定义域⒀

例 ［１９９６年 ２］① 设函数 牊（牨）＝

１－２牨２， 牨＜－１，

牨３， －１≤牨≤２，烅
烄

烆１２牨－１６， 牨＞２⒀

写出 牊（牨）的反函数的表达式⒀

解 （１）当牨＜－１时，牪＝１－２牨２＜－１，在牪＝１－２牨２中解出牨，得到牨 槡＝－ （１－牪）燉２，交换

牨与 牪的位置得到反函数为 牪 槡＝－ （１－牨）燉２，牨＜－１⒀

（２）当－１≤牨≤２时，－１≤牪≤８⒀在 牪＝牨３中解出 牨，得到 牨＝
３槡牪，交换 牨与 牪的位置得到

反函数为 牪＝
３槡牨，－１≤牨≤８．

（３）当 牨＞２时，牪＝１２牨－１６＞８，在 牪＝１２牨－１６中解出 牨，得到 牨＝（牪＋１６）燉１２，交换 牨与 牪
的位置得到反函数为 牪＝（牨＋１６）燉１２，牨＞８⒀
综上得到 牊（牨）的反函数 牋（牨）的表达式为

牋（牨）＝牊－１（牨）＝

槡－ （１－牨）燉２， 牨＜－１，
３槡牨， －１≤牨≤８，烅

烄

烆 （牨＋１６）燉１２， 牨＞８⒀
题型二 求分段函数的复合函数

常用代入法或分段代入法求之⒀
类型（一） 求内、外层函数只有一个是分段函数的复合函数⒀

··

① 例 １［１９９６年 ２］表示例 １是 １９９６年数学二的考题⒚在数学四的往年试题中没有出现过求反函数的题型⒚
而如今它也是数学四的考点，比较重要，在此特将数学二的这道试题选作例题⒚下同⒚



例  设 牊（牨）＝

１， 燏牨燏＜１，

０， 燏牨燏＝１，烅
烄

烆－１， 燏牨燏＞１，

牋（牨）＝ｅ牨，求 牊［牋（牨）］，牋［牊（牨）］⒀

解 将 牊（牨）中及其定义域中的 牨一律用 牋（牨）代替得到

牊［牋（牨）］＝

１， 燏牋（牨）燏＜１， 解燏牋（牨）燏＜１即解 ｅ牨＜１得到 牨＜０；

０， 燏牋（牨）燏＝１， 解燏牋（牨）燏＝１即解 ｅ牨＝１得到 牨＝０；

－１， 燏牋（牨）燏＞１⒀ 解燏牋（牨）燏＞１即解 ｅ牨＞１得到
烅
烄

烆 牨＞０⒀

故得到 牊［牋（牨）］＝

１， 牨＜０，

０， 牨＝０，烅
烄

烆－１， 牨＞０⒀
下面求 牋［牊（牨）］⒀同样将 牋（牨）中及其定义域中的 牨一律用 牊（牨）替代得到牋［牊（牨）］＝ｅ牊（牨），而

牊（牨）＝

１， 燏牨燏＜１，

０， 燏牨燏＝１，烅
烄

烆－１， 燏牨燏＞１，

故 牋［牊（牨）］＝

ｅ１， 燏牨燏＜１，

ｅ０， 燏牨燏＝１，

ｅ－１

烅
烄

烆 ， 燏牨燏＞１

＝

ｅ， 燏牨燏＜１，

１， 燏牨燏＝１，

ｅ－１

烅
烄

烆 ， 燏牨燏＞１⒀
类型（二） 求内、外层函数都是分段函数的复合函数⒀

设 牊（牨）＝
牊１（牨），牨≤犺１（牨），

牊２（牨），牨＞犺２｛ （牨）；
牋（牨）＝

牋１（牨），牨≤犼１（牨），

牋２（牨），牨＞犼２｛ （牨）⒀
为求牊［牋（牨）］，先将 牋（牨）代入 牊（牨）

表达式中的所有 牨，得到

牊［牋（牨）］＝
牊１［牋（牨）］， 牋（牨）≤犺１［牋（牨）］，

牊２［牋（牨）］， 牋（牨）＞犺２｛ ［牋（牨）］⒀

①

②
再将 牋（牨）的分段表达式 牋１（牨）分别代入式①、式②中右端的 牋（牨），并将所得不等式与 牋１（牨）的自

变量的变化范围 牨≤犺１（牨）求交⒀对 牋（牨）的另一分段表达式 牋２（牨）也同样处理，于是得到

牊［牋（牨）］＝

牊１［牋１（牨）］， 牋１（牨）≤犺１［牋１（牨）］， 牨≤犼１（牨），

牊２［牋１（牨）］， 牋１（牨）＞犺２［牋１（牨）］， 牨≤犼１（牨），

牊１［牋２（牨）］， 牋２（牨）≤犺１［牋２（牨）］， 牨＞犼２（牨），

牊２［牋２（牨）］， 牋２（牨）＞犺２［牋２（牨）］， 牨＞犼２

烅

烄

烆 （牨）⒀

③

④

⑤

⑥
分别求解式③、式④、式⑤、式⑥中的不等式组（其中有些不等式组可能无解），即得复合函数

牊［牋（牨）］各段自变量的取值范围⒀

例  设 牊（牨）＝
ｅ牨， 牨＜１，｛牨， 牨≥１；

牋（牨）＝
牨＋１， 牨＜０，

牨２｛ －１， 牨≥０⒀
求 牊［牋（牨）］⒀

解 先将 牋（牨）代入 牊（牨）及其定义域表达式中的 牨，得到

牊［牋（牨）］＝
ｅ牋（牨）， 牋（牨）＜１，｛牋（牨）， 牋（牨）≥１⒀

①

②
再将 牋（牨）的分段表达式分别代入式①与式②右端的 牋（牨），并将所得的不等式与 牋（牨）相应段

上自变量的取值范围求交，得到

牊［牋（牨）］＝

ｅ牨＋１， 牨＋１＜１， 牨＜０，

牨＋１， 牨＋１≥１， 牨＜０，

ｅ牨
２－１， 牨２－１＜１， 牨≥０，

牨２－１， 牨２

烅

烄

烆 －１≥１， 牨≥０⒀

③

④

⑤

⑥

显然式④中不等式组无解，式③、式⑤、式⑥中不等式组的解分别为 牨＜０；０≤牨 槡＜ ２；牨 槡≥ ２⒀
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因而 牊［牋（牨）］＝

ｅ牨＋１， 牨＜０，

ｅ牨
２－１ 槡， ０≤牨＜ ２，

牨２ 槡

烅

烄

烆 －１， 牨≥ ２⒀

⑦

题型三 利用函数概念求两类函数表达式

设 牊［犺（牨）］＝犼（牨），其中 犼（牨）为已知函数⒀常利用函数概念，求解两类函数的表达式：一是已

知 牊求函数（中间变量）犺的表达式，二是已知 犺求 牊的表达式⒀
类型（一） 已知 牊［犺（牨）］＝犼（牨）和 牊（牨），求 犺（牨）的表达式⒀
因 牊已知，如存在反函数，则 犺（牨）＝牊－１［犼（牨）］⒀
例 ［１９９２年 ４］ 已知 牊（牨）＝ｓｉｎ牨，牊［犺（牨）］＝１－牨２，则 犺（牨）＝ 的定义域为 ⒀
解 按照复合函数的定义，从 牊（牨）的表达式可得复合函数 牊［犺（牨）］的一般形式：牊［犺（牨）］＝

ｓｉｎ犺（牨）⒀将它与题设的 牊［犺（牨）］的表达式比较即得 ｓｉｎ［犺（牨）］＝牊［犺（牨）］＝１－牨２⒀
因正弦函数存在反函数，故得到 犺（牨）的表达式：犺（牨）＝ａｒｃｓｉｎ（１－牨２）⒀其定义域为 爟＝

｛牨燏燏１－牨２燏≤１｝＝｛牨燏０≤牨２≤２｝＝｛牨燏燏牨 槡燏≤ ２｝，即 犺（牨）的定义域为闭区间 槡 槡［－ ２， ２］⒀
类型（二） 已知 牊［犺（牨）］＝犼（牨）和 犺（牨），求 牊（牨）的表达式⒀
若 犺（牨）存在反函数，常令 牠＝犺（牨），则 牨＝犺－１（牠），从而 牊（牠）＝犼［犺－１（牠）］⒀
例  已知 牊（牨＋１燉牨）＝牨２＋１燉牨２，求 牊（牨）⒀
解 令 牠＝牨＋１燉牨，由 牨２＋１燉牨２＝（牨＋１燉牨）２－２即得 牊（牠）＝牠２－２，即 牊（牨）＝牨２－２．

１１２ 判别（证明）几类函数的奇偶性

题型一 判别经四则运算后的函数的奇偶性

命题  （１）奇函数乘（除）偶函数＝奇函数；（２）奇函数乘（除）奇函数＝偶函数；（３）偶

函数乘（除）偶函数＝偶函数；（４）奇函数加（减）奇函数＝奇函数；（５）偶函数加（减）偶函数＝偶函

数；（６）不恒为零的偶函数（奇函数）加减不恒为零的奇函数（偶函数）为非奇非偶函数；（７）偶（奇）
函数乘以非奇非偶函数，一般不再是偶（奇）函数⒀
例 ［１９８７年 ２］ 牊（牨）＝燏牨ｓｉｎ牨燏ｅｃｏｓ牨（－∞＜牨＜＋∞）是（ ）函数⒀

（Ａ）有界函数 （Ｂ）单调函数 （Ｃ）周期函数 （Ｄ）偶函数

解 显然燏牨ｓｉｎ牨燏为偶函数，ｅｃｏｓ牨也为偶函数，由命题 １１２１知其乘积牊（牨）＝燏牨ｓｉｎ牨燏ｅｃｏｓ牨

（－∞＜牨＜＋∞）亦为偶函数⒀仅（Ｄ）入选⒀
题型二 判别自变量带相反符号的两同名函数的代数和的奇偶性

命题  设 牊（牨）为定义在［－牃，牃］（牃可以为无穷）上非常数的任意函数，则

（１）牊（牨）＋牊（－牨）为偶函数； （２）牊（牨）－牊（－牨）［或 牊（－牨）－牊（牨）］为奇函数⒀
即自变量带相反符号且为非常数的两同名函数之和为偶函数，之差为奇函数⒀
例  设 牊（牨）与 牋（牨）为非常数的任意函数，试判断下列函数的奇偶性：

（１）牊（牨）＋牊（－牨）＋牋（牨）＋牋（－牨）； （２）牊（牨）－牊（－牨）＋牋（牨）＋牋（－牨）；

（３）牊（牨）－牊（－牨）－牋（牨）＋牋（－牨）； （４）牊（牨）＋牊（－牨）－牋（牨）－牋（－牨）．
解 （１）因 牊（牨）＋牊（－牨），牋（牨）＋牋（－牨）均为偶函数，其和必为偶函数⒀

（２）因 牊（牨）－牊（－牨）为奇函数，牋（牨）＋牋（－牨）为偶函数，其和为非奇非偶函数⒀

（３）因 牊（牨）－牊（－牨），牋（牨）－牋（－牨）均为奇函数，其差为奇函数⒀
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（４）因 牊（牨）＋牊（－牨），牋（牨）＋牋（－牨）均为偶函数，其差为偶函数⒀
例  判别函数 牪＝牨３＋ｅ牨－ｅ－牨的奇偶性⒀
解 因 ｅ牨－ｅ－牨为自变量带相反符号且为非常数的两同名函数之差的函数，故为奇函数，又 牨３

显然也为奇函数，由命题 １１２１知两奇函数之和 牪＝牨３＋ｅ牨－ｅ－牨仍为奇函数⒀
题型三 判别复合函数的奇偶性

命题  （１）若函数 牪＝牊（牠），牠＝牋（牨）的奇偶性不同，则其复合函数 牪＝牊［牋（牨）］必为

偶函数；若奇偶性相同，则其复合函数 牪＝牊［牋（牨）］与外层函数 牊（牨）具有相同的奇偶性⒀

（２）牊不具有奇偶性时，一般 牊（牋０），牊（牋牉），牋０（牊），牋牉（牊），牊（牊）不具有奇偶性，其中 牋０为奇函

数，牋牉为偶函数⒀
例  设 牊为偶函数，牋为奇函数，试考察下列函数的奇偶性：

（１）牊（牋）； （２）牋（牊）； （３）牋（牋）； （４）牊（牊）⒀
解 因 牊为偶函数，牋为奇函数，牊，牋的奇偶性不同，故 牊（牋）与 牋（牊）均为偶函数⒀
而 牋（牋）为奇函数，因 牋为奇函数⒀而 牊为偶函数，故 牊（牊）为偶函数⒀
例  讨论 牪＝牨牊（牨２）的奇偶性⒀
解 当 牊为奇（偶）函数时，牨２为偶函数，由命题 １１２３（１）知 牊（牨２）为偶函数，而 牨为奇函

数，由命题 １１２１（１）知 牨牊（牨２）为奇函数⒀
当 牊不具有奇偶性时，由命题 １１２３（２），知 牊（牨２）不具有奇偶性，故 牨牊（牨２）也不具有奇偶

性⒀

题型四 判别原函数 爡（牨）＝∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠的奇偶性

命 题  设 牊（牨）是连续的奇（偶）函数，则 爡（牨）＝∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠是偶（奇）函数，即连续奇

（偶）函数的一个原函数为偶（奇）函数⒀
证 （１）牊（牨）为奇函数时，下证 爡（－牨）＝爡（牨），即证 爡（牨）为偶函数⒀事实上，

爡（－牨）＝∫
－牨

０
牊（牠）ｄ牠

牠＝－牣
（负代换


）∫

牨

０
牊（－牣）ｄ（－牣）＝∫

牨

０
［－牊（－牣）］ｄ牣＝∫

牨

０
牊（牣）ｄ牣＝爡（牨）

或 爡（牨）＝∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠

牠＝－

牣∫

－牨

０
［－牊（－牣）］ｄ牣＝∫

－牨

０
牊（牣）ｄ牣＝爡（－牨）⒀

（２）当 牊（牨）为偶函数时，同法可证 爡（－牨）＝－爡（牨）⒀因而 爡（牨）为奇函数⒀
例 ［２００２年 ２，４］ 设函数 牊（牨）连续，则在下列变上限定积分定义的函数中，必为偶函数的

是（ ）．

（Ａ）∫
牨

０
牠［牊（牠）＋牊（－牠）］ｄ牠 （Ｂ）∫

牨

０
牠［牊（牠）－牊（－牠）］ｄ牠 （Ｃ）∫

牨

０
牊（牠２）ｄ牠 （Ｄ）∫

牨

０
牊２（牠）ｄ牠

解一 仅（Ａ）入选⒀令 爡（牨）＝∫
牨

０
牠［牊（牠）＋牊（－牠）］ｄ牠，用定义证明 爡（牨）为偶函数⒀事实上

爡（－牨）＝∫
－牨

０
牠［牊（牠）＋牊（－牠）］ｄ牠

牠＝－

牣∫

牨

０
－牣［牊（－牣）＋牊（牣）］ｄ（－牣）

＝∫
牨

０
牣［牊（牣）＋牊（－牣）］ｄ牣＝爡（牨）⒀

解二 由命题 １１２４知（Ａ）中函数为偶函数，因为 牠［牊（牠）＋牊（－牠）］为奇函数；而（Ｂ）中函数

为奇函数，因为 牠［牊（牠）－牊（－牠）］为偶函数；（Ｃ）中函数不具有奇偶性，因 牊不具有奇偶性，虽然 牠２

为偶函数；而 牊２（牠）无法断定其奇偶性，因而（Ｄ）中函数不一定是偶函数⒀
例 ［１９９９年 ３，４］ 设 牊（牨）是连续函数，爡（牨）是 牊（牨）的原函数，则下列选项中正确的是

（ ）．
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（Ａ）当 牊（牨）是奇函数时，爡（牨）必为偶函数 （Ｂ）当 牊（牨）是偶函数时，爡（牨）必为奇函数

（Ｃ）当 牊（牨）是周期函数时，爡（牨）必为周期函数

（Ｄ）当 牊（牨）是单调增函数时，爡（牨）必为单调增函数

解 牊（牨）的无穷多个原函数可写成 爡（牨）＝∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠＋爞，其中∫

牨

０
牊（牠）ｄ牠为牊（牨）的一个原函数．

当牊（牨）为奇（偶）函数时，它是偶（奇）函数；又因爞（常数）为偶函数，故偶函数之和还是偶函数．因而

当牊（牨）为奇函数时，它的所有原函数即爡（牨）为偶函数．（Ａ）入选．但若 牊（牨）为偶函数时，∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠

为奇函数，但 爞为偶函数，因而 爡（牨）为非奇非偶函数．下举反例说明选项（Ｂ），（Ｃ），（Ｄ）均不对．

取偶函数 牊（牨）＝牨２，则 爡（牨）＝∫牊（牨）ｄ牨＝ １
３牨３＋爞不是奇函数（爞≠０）．（Ｂ）不对．

取 牊（牨）＝ｃｏｓ牨＋１，该函数为周期函数，则 爡（牨）＝∫牊（牨）ｄ牨＝ｓｉｎ牨＋牨＋爞不是周期函数，（Ｃ）

也不对⒀取 牊（牨）＝牨，牊（牨）为单调增函数（－∞＜牨＜＋∞），但 爡（牨）＝∫牊（牨）ｄ牨＝∫牨ｄ牨＝ １
２牨２＋爞

不是单调函数，当然也不是单调增函数，（Ｄ）也不对⒀仅（Ａ）入选⒀
题型五 判别含子函数 牊（牨）＝牃牑牨±１燉牃牑牨１的函数的奇偶性

常利用下述命题判别之⒀

命题  函数 牊（牨）＝牃牑牨±１
牃牑牨１（牑＞０，牃＞０，牃≠１）为奇函数⒀

例  已知 爡（牨）为奇函数，则函数 牪＝爡（牨） １
牃牨－１＋槏 槕１

２ （牃＞０，牃≠１）为（ ）⒀

（Ａ）偶函数 （Ｂ）奇函数 （Ｃ）既是奇函数又是偶函数 （Ｄ）非奇非偶函数

解 由命题 １１２５知函数

牪＝ １
牃牨－１＋

１
２＝ １

２
牃牨＋１
牃牨槏 槕－１

为奇函数，而 爡（牨）又为奇函数，故 牪为偶函数⒀仅（Ａ）入选⒀

１１３ 奇、偶函数的几个性质的应用

可导的奇、偶函数的性质常用的有下述几条⒀
命题  （１）若 牊（牨）为奇（偶）函数，则 牊′（牨）为偶（奇）函数，牊″（牨）为奇（偶）函数⒀

（２）若 牊（牨）为奇（偶）函数，则 牊（牨）在对称区间内取值绝对值相同符号相反（符号也相同）⒀

（３）偶函数在对称区间内单调性相反，而凹向相同，且拐点关于牪轴对称⒀而奇函数则相反：在

对称区间内单调性相同，凹向相反，且拐点关于原点对称⒀

（４）可导的偶函数 牊（牨），有 牊′（０）＝０，而可导的奇函数 牊（牨），则有 牊（０）＝０．
例 ［１９９７年 ３，４］ 若函数 牊（－牨）＝牊（牨）（－∞＜牨＜＋∞），在（－∞，０）内 牊′（牨）＞０且

牊″（牨）＜０，则在（０，＋∞）内有（ ）．

（Ａ）牊′（牨）＞０，牊″（牨）＜０ （Ｂ）牊′（牨）＞０，牊″（牨）＞０

（Ｃ）牊′（牨）＜０，牊″（牨）＜０ （Ｄ）牊′（牨）＜０，牊″（牨）＞０
解一 所给函数牊（牨）显然为偶函数，因此牊′（牨）是奇函数，牊″（牨）＝［牊′（牨）］′是偶函数⒀奇函数

牊′（牨）在对称区间内取值绝对值相同，但符号相反，故由 牊′（牨）＞０，牨∈（－∞，０）知，牊′（牨）＜０，牨∈

（０，＋∞）；又偶函数 牊″（牨）在对称区间内的凹向相同，则由 牊″（牨）＜０，牨∈（－∞，０）知，牊″（牨）＜０，牨
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