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概　论

概　论

在教育部举办的一次“全国小学数学骨干教师国家级

培训班”上，一份名为《中美学生正确使用各种策略的人数

百分比》的报告，引起广泛关注。且看下面的图示。

中美学生正确使用各种策略的人数百分比

题：３个男孩平分１块蛋糕，７个女孩平分２块蛋糕。分好
后，每个男孩与每个女孩相比，谁分得的多？

百分数

美国

（ｎ＝４２）
中国

（ｎ＝５９）

策略１：男孩分得 １３块蛋糕，女孩分得
２
７。比较

１
３与

２
７，通

分或化成小数，可知
１
３＞

２
７。

２１ ８９

策略２：如果有６个女孩，则男孩与女孩得的蛋糕一样多，现
在有７个女孩，所以女孩得的少一些。 １４ ２

策略３：每３个女孩分一块蛋糕，这样６个女孩与男孩得的
蛋糕一样多。但有一个女孩没有蛋糕，所以女孩得的少

一些。

　　 　　

７ ２

策略４：３个女孩分一块蛋糕，其余４个女孩分另一块蛋糕。４
个女孩分得的蛋糕比３个男孩分得的少，所以男孩分得的多。

　　 　　
２９ ２

策略５：女孩的蛋糕是男孩的２倍，而女孩人数是男孩的２
倍多，所以男孩分得的多。

１０ ３
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续表

题：３个男孩平分１块蛋糕，７个女孩平分２块蛋糕。分好
后，每个男孩与每个女孩相比，谁分得的多？

百分数

美国

（ｎ＝４２）
中国

（ｎ＝５９）

策略６：每块蛋糕切成４份，７个女孩每人一份，还剩一份，
男孩每人一份，还剩一份。剩下一份分别被３个男孩和７
个女孩分，所以女孩得的少。

　　 　　

７ ０

策略７：７÷２＝３．５，３÷１＝３，每３．５个女孩分一块蛋糕，而
男孩是３个人分一块蛋糕，所以男孩分得的多。 １０ ２

策略８：每块蛋糕平均切成２１份，每个女孩分得６份，每个
男孩分得７份，所以男孩分得的多。 ２ ０

　　表中显示，对同一道题目共有８种不同的解答策略，然
而，中国学生的使用率仅仅只有一种超过美国学生，其余均

远远低于后者———有两种甚至出现空白。也就是说，绝大

多数中国学生只会一题一解，而美国学生则普遍擅长一题

多解。

报告人的用意很明显，即提醒“全国小学数学骨干教

师”注意这样一个严重事态：中国学生的解题方式远远不

如美国学生灵活。这一目的应该说是达到了。比如，培训

班结束后，便有受训教师以“创新能力是怎样流失的”为

题，发表了自己的研究成果：

前不久，我用此题对某校六年级学生做过同

样的测查，结果４８名学生中除了有３位用“策略
２”解题外，其余的全部用“策略１”解题。后又对
这个学校四年级学生测查一道题：有５名同学的
身高分别是１３４厘米、１３６厘米、１３８厘米、１３３厘
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概　论

米和１３９厘米，求他们的平均身高。结果全班无
一例外地只会列式计算：（１３４＋１３６＋１３８＋１３３＋
１３９）÷５＝１３６。

后来，我查看了《数学》第八册教材，发现上

面也只有一种解法。我想，教师可能是受了教材

的影响。但如果教师能用活教材，多从培养学生

创新能力的角度考虑，那么学生的解法应该会是

多种多样的：

１３０＋（４＋６＋８＋３＋９）÷５＝１３６，
１３４＋（２＋４－１＋５）÷５＝１３６，
１３５＋（４－１－２＋３＋１）÷５＝１３６，
……

从这些问题中我们不难看出，虽然强调了多

年以学生为主体，以教师为主导，培养学生的创新

精神和实践能力，但实际教学似乎还只是停留在

教育理论、教学总结中，没有真正走进课堂，走进

我们的学生。

作者最后得出结论：上课时老师喜欢用自己的思维方式代替一

个班几十人的思路、方法、见解，并且常说“这个方法最简便，容易掌

握”等。方法简便了，可脑子也简便了，只会“复制—粘贴”。这样一

来，虽然学生都掌握了，可只学会了一种解法，而且不是经过自己独

立思考得来的那一种，最终还是在复制老师的思维。这样发展下去

就会从懒得思考到最后不会思考，更不会创新。（欧阳玉和 ２００３）
“中国人的创新能力不如外国人”，这样的论点基本上能够得到

国人的普遍认可。与之相近的另一种说法是：中国人主要擅长考试，

或者说，聪明才智大多消耗在了考场上，以至于出了学校，已经所剩

无几———更不用说因此而思维僵化，当然也就难以与很少经历此类

折磨的外国人抗衡。

不过，仅仅根据“分蛋糕”这样一个小学数学题目的解答情况，
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是否就能得出“中国学生解题能力差，以及创新能力流失”的结论，

恐怕还有待商榷。

首先，如果单从解题方式１∶７的比率，便可以得出中国人创新
能力流失的结论，那么，假如有人进一步“精确地”计算出“中国人的

创新能力只有美国人的七分之一”，恐怕我们又会觉得难以接

受———难道中国人真的就这么差吗？那么这类“定量”数据的说服

力究竟有多大呢？

其次，更加重要的是，有必要对这８种解题策略具体分析。如果
按照性质进行归类，可以分为３种：第１种为“计算型”；第２，５，７，８
种为“文字型”；第３，４，６种为“图画型”。试问：３种类型之间，有无
高下优劣之分？

众所周知，解决问题往往需要考虑“最佳方案”，而考试由于受

到时间限制，答题更有必要讲究效率。很显然，３种解题策略中，第１
种堪称最佳，所需时间最少。反之，一份试卷中，假如所有题目通通

使用文字法或者图画法解答，不但时间远远不够，答案也难保正确。

那么，中国学生之所以方法单一，会不会是因为他们已经找到了最佳

途径，故而不复他求呢？而美国学生之所以花样翻新，是否恰恰也正

是因为他们找不到最佳策略呢？

该表仅显示了两国学生解题策略的使用情况，却没有告诉我们

解题正确率。按照常识，既然连算式都列出来了，那么，只要认真计

算，小心核对，应该不难得出正确结果。中国学生使用计算法高达

８９％，而美国学生仅为２１％，我们似乎有理由相信，前者的正确率应
该远远高于后者。假如事实果真如此，策略的多少显然也就无足轻

重了。甚至不妨说，如果因为策略过多反而影响到正确率的话，那就

更是得不偿失，有害无益了。

“创新”之所以重要，关键在于“守旧”已不堪重任。然而，假如

“创新”反而不如“守旧”有效，甚至更加耗时费力，那岂不是走弯路

吗？举个简单的例子，从北京到广州，最佳途径当然莫过京广线，假

如有人偏要绕道西藏，甚至先飞美国，我们只会怀疑他是公费旅游，
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概　论

而绝不会称赞其“勇于创新”。

皮亚杰将儿童的智力发展划分为４个阶段：一是感知运动阶段
（从出生到两岁），开始协调感知和动作之间的活动；二是前运演阶

段（两岁到六七岁），主要依靠表象和直觉进行心理活动；三是具体

运演阶段（六七岁到十一二岁），这个阶段已经能够进行逻辑运演；

四是形式运演阶段（十一二岁到十四五岁），这是逻辑思维的高级

阶段。

美国著名应用数学家、数学教育家克莱因指出：“甚至原始文明

也发明了表示数的特殊记号，因此，这些文明已显示出他们知道这样

的事实：３只羊、３个苹果和３枚箭有很大的共同性，即数量３。这
样，数字就被看作是一种抽象的思想，在抽象意义上，数与特殊的物

质实体无关，这是思想史上重要的进步之一。每一个人在学习过程

中，都经历了一个将数与物质实体分离的智力过程。”（克莱因２００４：
１３）

虽然每一个人都必须经历“将数与物质实体分离的智力过程”，

但相互之间有无时间上的先后差别呢？仍然以“分蛋糕”为例，甲、

乙两个同龄学生，假如甲能够从具体实物中抽象出
１
３与

２
７这样的数

字，并且比较大小，那我们当然有理由认为，他已经进入了逻辑思维

的高级阶段；与之相反，乙仍然需要依靠表象和直觉进行心理活动

（比如实物操作或者画图），那就只能认为他依旧停留在“前运演阶

段”。两者相比，甲的思维发展显然更加成熟。

然而，现在的问题是，每一个人，乃至每一个民族都必须经历同

样的智力过程，那么，假如不同语言民族之间同样出现这种思维发展

上的先后差异，又该如何评述呢？

著名数学家陈省身曾论及算术向代数的发展问题：“数学究竟

是什么？数学家做些什么？大致说来，数学把自然现象抽象化，用逻

辑推理获得结论。因为对象和方法都‘简单’，所以数学便成为一门

有力和有用的学问。例如：从一条狗、两条狗三条狗到１，２，３，从１，
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２，３到ｘ，ｙ，ｚ，便可看出代数的力量。”（陈省身２００２：１５２）
算术的思维方式，无论是在中国古代，还是在古希腊都曾经相当

辉煌。现代数论的许多问题都源于古希腊时的算术理论，这都充分

表明算术思维方式在当时产生的积极作用。算术思维方式对已知数

的依赖和对未知数的排斥，说明这种特定的数学符号形式与运算形

式已经跟不上不断发展的数学内容。数学内容的发展突破了算术思

维方式的局限性。

代数解决问题的思维方式中最关键的思想是，把未知量作为一

个与已知量有相同意义的数量符号，同已知量一起组成关系式，并按

等量关系由等号相连列出方程，然后通过方程的恒等变换或同解变

换求出未知量的数值。

代数的思维方式有两点比算术优越。

第一，代数的思维方式把未知数看作是与已知数一样可参与运

算的数学符号，未知数作为一个特定的数学符号在等式中有着与已

知数相同的意义。

第二，代数的思维方式对相等有更灵活的认识，解方程中强调每

一步得到的都是等式，而上一方程与下一方程并不一定相等。例如，

从３ｘ＋５＝２ｘ＋６到ｘ＝１，两方程同解而非相等。在算术中，一个算
式如有多步演算，每步都要保持相等关系。

数学从算术向代数发展，代表了数学思维方式的改变。这种改

变不仅扩大了算术的应用范围，对数学的发展更产生了重大而深远

的影响。例如，对二次方程求解，使人们创造了虚数；对五次以上的

方程求解，最终导致了群论的诞生；把代数的思想方法应用于几何问

题之中，最终导致了解析几何的问世。（王宪昌２０１０：２８－２９）
如果“数学从算术向代数发展，代表了数学思维方式的改变”，

那是否同样可以说“数学从画图向算术发展，代表了数学思维方式

的改变”呢？既然掌握了代数思维就不愿意退回到算术思维，那么，

掌握了算术思维会愿意退回到画图思维吗？更确切地说，已经进入

到高级思维阶段的民族以及个人，还会愿意退回到低级阶段吗？
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概　论

蔡金法在谈到“为什么我们应该关心华人怎样学数学”的问题

时写道：“首先，研究华人怎样学习数学可以扩展我们的经验，并提

供关于数学教学实际问题的不同观点。例如，要实现‘人人学代数’

的目标，必须让低年级的学生有更多的经验，以便为他们升入初中和

高中后学习更多、更难的代数做好准备，这已是被广泛接受的观点。

但是，课程设计者、教育研究者、教师和政策制定者刚开始思考和探

索小学生需要的数学经验，以便为他们在高年级时正式学习代数做

好准备。中国小学数学课程在低年级就包含了大量的活动和概念，

这为学生提供了关于代数思维的丰富经验。中国的小学数学课程

中，学习代数的一个首要目标是为了更好地表示和理解数量关系，其

核心的问题是列方程和解方程。教师在教学中不断地鼓励小学生，

并为他们提供机会以算术和代数两种方式表述数量关系，进而要求

学生比较表达一个数量关系时算术方法和代数方法的区别。先描述

再计算是代数不同于算术的一个主要特征。通过算术方法和代数方

法的比较可以突出代数这一独特性。中国的小学数学课程为学生提

供了大量的例题和习题让学生判断数量关系，并用多种方法表示它

们。中国在小学低年级开发学生代数思维的经验可以提高其他国家

教师应对所面临的同样问题和挑战的能力。”（范良火等２００５：４１７）
既然提倡“人人学代数”，既然“教师在教学中不断地鼓励小学

生”，那么，中国小学生大量使用代数方法———更不用说算术方

法———不正是人们期望的结果吗？

尤其值得注意的是以上引文中最后的结论：“中国在小学低年

级开发学生代数思维的经验可以提高其他国家教师应对所面临的同

样问题和挑战的能力。”常言道：他山之石，可以攻玉。很显然，“中

国在小学低年级开发学生代数思维”在这里是被视为一个成功的经

验，希望其他国家予以效仿。不妨想象一下，假如美国真的向中国学

习，让小学生充分体验“代数的力量”，那么，再遇到“分蛋糕”这样的

题目，他们还会花费大量时间去画图求解吗？

２００４年１１月２９日《文汇报》刊登了华东师范大学数学系张奠
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宙教授对著名数学家陈省身的访谈，其中一节的小标题为“中国的

数学教育比美国好”。且看具体对话：

张：１９８９年的 ＩＡＥＰ国际数学测试中，中国大陆以８０
分的正确率在２３个国家中排名第一。

陈：高水平的国际奥林匹克数学竞赛，中国学生也老拿

第一。所以说，中国的数学教育是不错的。

张：最近以来，中国向国外的流行教育理论学习，引进

了很多“后现代主义”的教育理论。结果是认为中国数学

教育很落后，美国的数学教育才是先进的。

陈：中国千万不要学习美国的数学教育。中国数学教

育在实践上肯定比美国好，我们自己要珍惜、总结。

张：美国中小学生的数学成绩不佳，但是美国出了很多

世界一流的数学家。

陈：美国数学家很好，但是很多都是移民。美国吸引世

界上最好的数学家到美国工作，实际上和美国的基础教育

关系不大。我一直认为，好学生不是“教”出来的，只要数

学环境好，好学生有自动的能力，自己可以成长。现在我们

主要是讨论对大多数中小学生的数学教育问题。

张：我也注意到杨振宁先生在评论中国教育现状时说：

“９０％的小孩，用中国传统教育较扎实……我总觉得太把
西方人的见解当成讨论的基础、焦点。”

陈：由于中国曾经长期处于比较落后的状态，中国人往

往会有“不如外国人”的心理。我在数学上努力，就是想打

破这种心态。我想证明，中国人在数学上可以做得和外国

人一样好，甚至更好。中国的数学教育在某些方面也做得

很好，应该有自信。当然，自信绝不是自满。

香港学者梁贯成对内地同行提出忠告：“面对国际课程改革的

趋势，我们面对的一种危险是落后于其他国家，进而在越来越激烈的
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概　论

全球经济竞争中落败。但是，另一种危险是我们简单地跟随国际潮

流，结果丢掉了我们自己的优点。在我们的文化中，长期存在的弱点

需要巨大的勇气来改变。但是我们需要更大的勇气来抵制那些在

‘发达’国家中正在发生的变化，并且坚持一些传统价值来保持我们

的优点。最为困难的是区别什么应该改变，而什么又不应改变！”

（梁贯成２００５）
旅美学者蔡金法亦告诫：“当前，中国正围绕课程展开一系列的

数学教育改革。改革不可避免地会触及中国数学教育的传统，争论

是不可避免的，对美国数学教育改革的兴趣与日俱增，参考美国数学

教育改革的一些成功经验和策略也是无可厚非，但其中也有一些值

得警觉的倾向。正如有人在哲学上‘言必称希腊’一样，我国有的数

学教育工作者也‘言必称美国’。无论什么事情，只要在美国做了，

在中国做就‘先进’了，‘改革’了。这种以‘美国标准’为标准的迹

象是危险的。”（聂必凯等２０１０：３）
既然“美国标准”并非万能，那么，“中国标准”又如何呢？张奠

宙批评：“近百年来，我们的数学教育的理论和实践，总是单向地从

国外输入，在‘数学教育’的国际超市里挑选各种产品拿来应用。至

于中国和海外华人地区自己的数学教育，尽管经验不少，却很少有人

认真去总结，连自己的长处在哪里都不知道，遑论向外输出？所以，

在数学教育上，我们一直是‘入超’。”（范良火等２００５：２）
最后再回到“分蛋糕”的例子。试问：绝大多数中国六年级学生

充分利用学过的分数知识，直接比较
１
３与

２
７的大小，这算不算“自己

的长处”，应不应该“向外输出”？反过来，既然美国六年级学生也已

经学过算术，为什么使用比例却仍然如此之低，为什么还有高达

８０％的学生仍然停留于画图思维？我们当然应该追问：中国学生的
创新能力究竟是如何流失的；但恐怕更有必要探讨：究竟是什么原因

阻碍了美国学生由画图思维向算术思维乃至代数思维的发展？甚至

推而广之，直指根本：ＷｈｙｄｏＣｈｉｎｅｓｅａｎｄＥｎｇｌｉｓｈｓｐｅａｋｅｒｓｔｈｉｎｋ
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ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｙｉｎｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ？（汉英数学思维为何不同？）
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第一章　美国数学教育改革之惑

第一章

美国数学教育改革之惑

蔡金法在《美国现代数学教育改革》一书的绪言中写道：

近五十年来，美国的数学教育改革经历了一个曲折而

艰难的探索过程，其间伴随着失败的沮丧和成功的喜悦。

在不同的年代，美国数学教育界都会提出一些响亮的主题，

比如“新数学运动”、“回到基础”、“建构主义”、“问题解

决”以及“标准运动”等，这些主题也几乎成为全球数学教

育改革研究的“关键词”。因此，美国数学教育改革的影响

不仅局限于国内，而且在一定程度上具有世界性。有人认

为，美国数学教育的研究方法和理论水平都是很好的，但实

践性的效果还不显著；也有研究者指出，美国的数学课堂与

十多年前并无二致，仍在强调基于程序性知识的反复操练，

教师和教材仍然是课堂教学的绝对权威。也许有些读者对

此会感到愕然或不解，不相信在数学教育改革进行得“如

火如荼”的美国，数学课堂教学还是“岿然不动”。但我们

也可以从另一个侧面来思考这一现象：数学教育改革的确

很艰难。（聂必凯等２０１０：１）

该书列举了美国当前数学教育改革面临的８大困惑，人们从中
不难体会美国数学教育改革到底有多艰难，亦不难想象几十年来一

连串的“响亮主题”到底取得了怎样的效果：

（１）只有学生的自我发现才是真正的学习；
（２）对数学问题的解答只需一个合理的估算，准确答案不是必

需的，因而基本计算技能是无足轻重的；
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（３）数学教学存在两种基本对立的方法，通过问题解决加深概
念的理解和通过反复练习获得数学技能；

（４）有充分的证据表明，基于 ＮＣＴＭ标准的数学课程对学生的
数学学习非常有效（引者注：ＮＣＴＭ为全美数学教师理事会）；

（５）数学教师乐于参与和使用基于ＮＣＴＭ标准的数学课程（项
目），并且知道如何使用它们；

（６）现代教育技术在数学教学中的使用，标志着数学教育改革
的一种方向；

（７）数学概念置于一定的情境时，学生才能更好地理解和掌握，
而且蕴涵于情境中的数学概念会自动被学生理解；

（８）直观表征能自动发展到概括或抽象的水平。（聂必凯等
２０１０：１８１－２１５）

由于篇幅所限，不能一一涉及，在此选取其中５种，结合两国具
体情况，略作介绍。
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中国教育最受诟病之处，大概可以首推有关“独立思考”的问

题，也即所谓“从懒得思考到最后不会思考，更不会创新”。与之相

反，美国教育则鼓励自我探索，自我发现，因而更加有利于培养创新

意识。这样的事实当然不容否认，然而，恐怕极少有人想到，有关

“自我发现”的问题，如今却成了美国数学教育改革中的第一大

困惑。

对于“只有学生的自我发现才是真正的学习”的说法，聂必凯等

给予的评析是：一种典型的极端建构主义观念。因为“学习活动离

不开学习者所处的社会环境。数学学习的内容更是人类社会漫长的

经验和理论的积累过程的结晶，其中一部分内容可以借助仔细挑选

的数学主题让学生自主探究并‘发现’，但是这并不代表所有数学内

容都必须让学生发现。数学课堂的现实局限很难再现数学史上的

‘发现’过程，一方面那将是一个极端耗时的过程，没有哪一种学制
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