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前 言

随着科学技术的飞速发展，数学的科学地位发生了巨大的变化．高技术本质上是
数学技术的观念已日益为人们所共识．计算机和信息技术的迅速发展正在改变着
人们对数学知识的需求，冲击着传统的观念和方法．面临着培养２１世纪人才的挑战
性任务，许多高等院校理工科（非数学）专业和管理、经济类专业对数学基础课程提出
了新的更高的要求．数学基础课程不再仅仅是学到某些知识，为专业课程提供数学工
具，更重要的是提高学生的数学素质和数学修养水平．
本书正是在这种形势下应运而生的．本书的宗旨是，在传授知识的同时，加强和

拓宽基础，加强应用；注意传授数学思想，培养学生的创造性思维；着重提高学生的数
学素养和能力．本书与传统的高等数学教材的主要区别是，本书加强了微积分的理论
基础，注重无穷小分析的思想的运用．在数学的逻辑性、严谨性及抽象性方面也有相
应的要求和训练．但本书又与数学专业用的数学分析教材不同，在内容的深度和广度
上没有数学分析教材要求那么高．我们注意了对学生的工程意识的培养，即通过典型
例题的介绍及相应习题的训练，培养学生运用数学知识解决实际问题的能力．基于上
述理由，我们将本书定名为《工科数学分析》．
本书有以下特点．
１．引进一些近代数学的术语、符号和概念．如集合、映射、度量性等，这将有助于

学生进一步阅读使用数学工具较多的现代科技文献．
２．拓宽和加强数学基础．本书加强了极限理论，从确界定理出发，介绍并证明了

实数理论的几个基本定理：证明了有界闭区间上连续函数的基本性质；简要介绍了欧
氏空间牕中关于点集的某些基本概念，并在此基础上引进多元函数的极限与连续性
概念；增加了理科数学分析中的一些重要内容，如一致连续、一致收敛、向量值函数的
导数、含参变量的积分等．这些知识不仅有实用价值，而且对学生的逻辑思维训练是
十分有益的．

３．突出数学建模，培养学生把实际问题转化为数学问题并加以解决的能力．本
书除介绍微积分应用的经典例子（如物理、力学、几何等方面的例子）外，还介绍了若
干工程、经济、人口、生态等领域中的例子，在习题中设置了许多实际应用的问题，这
些问题在提高学生对数学应用的兴趣及能力方面有较大的作用．

４．重视数学思想方法的训练．本书注意突出无穷小分析的思想，将逼近的思想
贯穿始终．尽可能将演绎与归纳的方法有机地结合起来，通过“问题（包括背景）—观
察与思考—归纳总结—给出解答”这种模式来组织若干教学内容（如最优化问题—极
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值与条件极值等），以利于培养学生的创造能力．
５．在习题的配置上，本书把每节的习题分成（Ａ）、（Ｂ）两类．（Ａ）类为基本要求

题，用于巩固基础知识和基本技能；（Ｂ）类为提高题，用于扩大视野和熟练技巧，提高
学生的综合能力．另外，每章还配有总习题，供学生作综合练习或复习使用．
本书适用于理工科（非数学）专业和管理、经济类专业中对数学要求较高的专业．

但如果略去理论性较强的部分及“”号部分，一般工科及经济、管理类专业也可使用
本书．
在本书的编写过程中，得到华中科技大学教务处的大力支持．本书的第一版曾得

到李楚霖教授，李静瑶、何瑞、杨林锡和乔维佳等４位副教授的支持和具体的帮助．华
中科技大学出版社的有力支持，以及责任编辑龙纯曼老师和周芬娜老师的辛勤劳动，
使得本书能顺利出版并再版．在此我们一并表示衷心的感谢！
对于书中的不足和错误，恳请专家、同行及热心的读者批评指正．

编 者

２００４年３月于华中科技大学

·Ⅱ·

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com





目 录

第章 向量代数与空间解析几何

（１）……………………………………

６．１ 向量及其线性运算 （１）………………

６．１．１ 空间直角坐标系 （１）……………

６．１．２ 向量及其坐标表示 （３）…………

６．１．３ 向量的方向余弦 （５）……………

６．１．４ 向量的线性运算 （５）……………
习题６．１（附答案与提示） （９）……………

６．２ 向量的点积与叉积 （１０）………………

６．２．１ 两个向量的点积 （１０）……………

６．２．２ 点积的性质 （１１）…………………

６．２．３ ３中两个向量的叉积

（１２）………………………………

６．２．４ 向量的混合积 （１５）………………
习题６．２（附答案与提示） （１６）……………

６．３ 直线与平面 （１７）………………………

６．３．１ ２中的直线 （１７）…………………

６．３．２ ３中的平面 （１８）…………………

６．３．３ ３中的直线 （２０）…………………
习题６．３（附答案与提示） （２１）……………

６．４ 直线与平面的位置关系 （２３）…………

６．４．１ 两直线的夹角 （２３）………………

６．４．２ 两平面的夹角 （２４）………………

６．４．３ 直线与平面的夹角 （２４）…………

６．４．４ 点到平面的距离 （２５）……………

６．４．５ 平面束 （２６）………………………
习题６．４（附答案与提示） （２７）……………

６．５ 曲面 （２９）………………………………

６．５．１ 曲面及其方程 （２９）………………

６．５．２ 柱面 （３０）…………………………

６．５．３ 球面 （３０）…………………………

６．５．４ 椭球面 （３１）………………………

６．５．５ 旋转曲面 （３１）……………………

６．５．６ 其他曲面的例子 （３２）……………
习题６．５（附答案与提示） （３３）……………

６．６ 曲线 （３４）………………………………

６．６．１ 平面曲线 （３４）……………………

６．６．２ 空间曲线 （３５）……………………

６．６．３ 空间曲线的投影柱面和

投影曲线 （３６）……………………
习题６．６（附答案与提示） （３６）……………
总习题（６）（附答案与提示） （３７）…………

第章 多元函数微分学 （４１）………………

７．１ 牕维欧氏空间中某些基本概念

（４１）……………………………………

７．１．１ 牕维欧氏空间牕 （４１）……………

７．１．２ 邻域 （４３）…………………………

７．１．３ 内点、外点、边界点、聚点

（４３）………………………………

７．１．４ 开集 （４４）…………………………

７．１．５ 闭集 （４４）…………………………

７．１．６ 区域 （４５）…………………………
习题７．１（附答案与提示） （４５）……………

７．２ 多元函数的基本概念 （４６）……………

７．２．１ 二元函数 （４６）……………………

７．２．２ 等高线和等位面 （４７）……………

７．２．３ 极限与连续 （５０）…………………
习题７．２（附答案与提示） （５２）……………

７．３ 偏导数与全微分 （５４）…………………

７．３．１ 偏导数 （５４）………………………

７．３．２ 全微分 （５６）………………………

７．３．３ 连续性与可微性，偏导数

与可微性 （５８）……………………
习题７．３（附答案与提示） （６１）……………

７．４ 复合函数的求导法则 （６４）……………

７．４．１ 牫＝牊（牨，牪），牨＝牋（牠），牪＝牎（牠）



的情形 （６４）………………………

７．４．２ 牫＝牊（牨，牪），牨＝牋（牣，牤），

牪＝牎（牣，牤）的情形 （６５）…………

７．４．３ 一阶全微分形式的不变性

（６６）………………………………

７．４．４ 高阶偏导数和高阶全微分

（６７）………………………………
习题７．４（附答案与提示） （７０）……………

７．５ 方向导数与梯度 （７３）…………………

７．５．１ 方向导数 （７３）……………………

７．５．２ 梯度 （７５）…………………………
习题７．５（附答案与提示） （７７）……………

７．６ 隐函数微分法 （７９）……………………

７．６．１ 一个方程的情形 （７９）……………

７．６．２ 方程组的情形 （８１）………………

７．６．３ 隐函数存在定理 （８３）……………
习题７．６（附答案与提示） （８５）……………

７．７ 泰勒多项式 （８６）………………………
习题７．７（附答案与提示） （８８）……………

７．８ 向量值函数的导数 （８９）………………

７．８．１ 向量值函数的概念 （８９）…………

７．８．２ 向量值函数的极限与连续性

（９０）………………………………

７．８．３ 向量值函数的导数 （９１）…………
习题７．８（附答案与提示） （９４）……………

７．９ 偏导数在几何上的应用 （９５）…………

７．９．１ 空间曲线的切线与法平面

（９５）………………………………

７．９．２ 曲面的切平面与法线 （９７）………
习题７．９（附答案与提示） （１０１）…………

７．１０ 无约束最优化问题 （１０３）……………

７．１０．１ 多元函数的极值概念

（１０４）……………………………

７．１０．２ 极值的必要条件 （１０４）…………

７．１０．３ 极值的充分条件 （１０５）…………

７．１０．４ 最大（小）值的求法 （１０６）………
习题７．１０（附答案与提示） （１０８）…………

７．１１ 约束最优化问题 （１１０）………………

７．１１．１ 拉格朗日乘数 （１１０）……………

７．１１．２ 拉格朗日乘数法 （１１１）…………
习题７．１１（附答案与提示） （１１３）…………

７．１２ 偏导数计算在偏微分方程中

的应用 （１１４）…………………………

７．１２．１ 验证给定函数满足某

偏微分方程 （１１５）………………

７．１２．２ 变量代换 （１１６）…………………
习题７．１２（附答案与提示） （１１８）…………
总习题（７）（附答案与提示） （１１８）………

第章 重积分 （１２４）…………………………

８．１ 二重积分的概念 （１２４）……………

８．１．１ 曲顶柱体的体积 （１２４）…………

８．１．２ 平面区域内昆虫群体的总量

（１２５）……………………………

８．１．３ 二重积分的定义 （１２６）…………

８．１．４ 二重积分的性质 （１２６）…………
习题８．１（附答案与提示） （１２７）…………

８．２ 二重积分的计算 （１２８）………………

８．２．１ 矩形区域上的二重积分

（１２８）……………………………

８．２．２ 一般区域上的二重积分

（１２９）……………………………

８．２．３ 利用极坐标计算二重积分

（１３３）……………………………

８．２．４ 二重积分的一般换元法

（１３６）……………………………
习题８．２（附答案与提示） （１３７）…………

８．３ 广义二重积分 （１４０）…………………
习题８．３（附答案与提示） （１４２）…………

８．４ 三重积分的概念和计算 （１４２）………

８．４．１ 三重积分的概念 （１４２）…………

８．４．２ 利用直角坐标系计算

三重积分 （１４３）…………………

８．４．３ 利用柱坐标系计算三重积分

（１４６）……………………………

８．４．４ 利用球坐标系计算三重积分

（１４８）……………………………

·２·



习题８．４（附答案与提示） （１５０）…………

８．５ 重积分的应用 （１５２）…………………

８．５．１ 体积 （１５２）………………………

８．５．２ 物体的质心 （１５３）………………

８．５．３ 转动惯量 （１５４）…………………

８．５．４ 引力 （１５５）………………………
习题８．５（附答案与提示） （１５６）…………
总习题（８）（附答案与提示） （１５８）………

第章 曲线积分与曲面积分 （１６１）…………

９．１ 第一类曲线积分 （１６１）………………
习题９．１（附答案与提示） （１６４）…………

９．２ 第二类曲线积分 （１６５）………………

９．２．１ 第二类曲线积分的概念

和性质 （１６５）……………………

９．２．２ 第二类曲线积分的计算

（１６６）……………………………

９．２．３ 第二类曲线积分的几个

等价形式 （１６７）…………………
习题９．２（附答案与提示） （１７１）…………

９．３ 第一类曲面积分 （１７２）………………

９．３．１ 曲面面积 （１７２）…………………

９．３．２ 第一类曲面积分的概念

和性质 （１７４）……………………

９．３．３ 第一类曲面积分的计算 （１７５）…
习题９．３（附答案与提示） （１７６）…………

９．４ 第二类曲面积分 （１７７）………………

９．４．１ 第二类曲面积分的概念

（１７７）……………………………

９．４．２ 第二类曲面积分的几个

等价形式 （１７９）…………………

９．４．３ 第二类曲面积分的计算

（１８０）……………………………
习题９．４（附答案与提示） （１８２）…………

９．５ 格林公式及其应用 （１８４）……………

９．５．１ 平面闭曲线的定向 （１８４）………

９．５．２ 格林公式 （１８５）…………………

９．５．３ 格林公式的应用 （１８７）…………
习题９．５（附答案与提示） （１９０）…………

９．６ 保守场与势函数 （１９１）………………

９．６．１ 保守场与势函数的概念

（１９１）……………………………

９．６．２ 保守场的性质 （１９２）……………

９．６．３ 保守场的判别法 （１９５）…………

９．６．４ 全微分方程及势函数的求法

（１９６）……………………………
习题９．６（附答案与提示） （１９９）…………

９．７ 散度和高斯公式 （２０１）………………

９．７．１ 向量场的散度 （２０１）……………

９．７．２ 散度的计算 （２０２）………………

９．７．３ 高斯公式 （２０３）…………………
习题９．７（附答案与提示） （２０６）…………

９．８ 旋度与斯托克斯公式 （２０７）…………

９．８．１ 向量场的旋度 （２０７）……………

９．８．２ 斯托克斯公式 （２０８）……………

９．８．３ 旋度的计算 （２１０）………………
习题９．８（附答案与提示） （２１２）…………

９．９ 梯度算子 （２１３）………………………

９．９．１ 梯度算子的运算规则 （２１３）……

９．９．２ 几个基本公式 （２１３）……………

９．９．３ 例子 （２１４）………………………
习题９．９（附答案与提示） （２１５）…………

９．１０ 向量的外积与外微分形式 （２１５）……

９．１０．１ 向量的外积 （２１６）………………

９．１０．２ 外微分形式及外微分

（２１７）……………………………

９．１０．３ 场论基本公式的统一形式

（２１９）……………………………
习题９．１０（附答案与提示） （２２１）…………
总习题（９）（附答案与提示） （２２１）………

第章 无穷级数 （２２５）……………………

１０．１ 数项级数的收敛与发散 （２２５）………

１０．１．１ 基本概念 （２２５）…………………

１０．１．２ 收敛级数的基本性质

（２２８）……………………………
习题１０．１（附答案与提示） （２３０）…………

１０．２ 正项级数 （２３１）………………………

·３·



１０．２．１ 有界性准则 （２３１）………………

１０．２．２ 比较判别法 （２３２）………………

１０．２．３ 比值判别法和根值判别法

（２３５）……………………………

１０．２．４ 积分判别法 （２３８）………………
习题１０．２（附答案与提示） （２３９）…………

１０．３ 任意项级数 （２４０）……………………

１０．３．１ 交错级数收敛判别法

（２４０）……………………………

１０．３．２ 绝对收敛与条件收敛

（２４２）……………………………

１０．３．３ 绝对收敛级数的性质

（２４３）……………………………
习题１０．３（附答案与提示） （２４６）…………

１０．４ 函数项级数的基本概念 （２４７）………

１０．４．１ 函数列和函数项级数

（２４７）……………………………

１０．４．２ 收敛域 （２４８）……………………

１０．４．３ 几个基本问题 （２４８）……………

１０．４．４ 一致收敛的概念 （２５０）…………

１０．４．５ 一致收敛级数的性质

（２５２）……………………………
习题１０．４（附答案与提示） （２５４）…………

１０．５ 幂级数及其收敛性 （２５５）……………

１０．５．１ 幂级数的收敛半径与

收敛区间 （２５５）…………………

１０．５．２ 收敛半径的求法 （２５８）…………

１０．５．３ 幂级数的性质 （２６０）……………
习题１０．５（附答案与提示） （２６４）…………

１０．６ 泰勒级数 （２６６）………………………

１０．６．１ 基本定理 （２６６）…………………

１０．６．２ 几个基本初等函数的

泰勒级数 （２６８）…………………

１０．６．３ 应用基本展开式的例子

（２７１）……………………………

１０．６．４ 微分方程的幂级数解法

（２７２）……………………………

习题１０．６（附答案与提示） （２７４）…………

１０．７ 周期函数的傅立叶级数 （２７５）………

１０．７．１ 基本三角函数系 （２７６）…………

１０．７．２ 傅立叶系数 （２７７）………………

１０．７．３ 收敛定理 （２７８）…………………

１０．７．４ 例子 （２７８）………………………

１０．７．５ 正弦级数和余弦级数

（２８０）……………………………
习题１０．７（附答案与提示） （２８１）…………

１０．８ 任意区间上的傅立叶级数

（２８３）…………………………………

１０．８．１ 区间［－π，π］上的傅立叶

级数 （２８３）………………………

１０．８．２ 区间［－牓，牓］上的傅立叶

级数 （２８５）………………………
习题１０．８（附答案与提示） （２８７）…………

１０．９ 傅立叶级数的复数形式 （２８９）………
习题１０．９（附答案与提示） （２９１）…………
总习题（１０）（附答案与提示） （２９１）………

第章 含参变量的积分 （２９６）……………

１１．１ 含参变量的常义积分 （２９６）…………
习题１１．１（附答案与提示） （２９９）…………

１１．２ 广义积分收敛性判别法

（３００）…………………………………

１１．２．１ 无穷积分收敛性判别法

（３００）……………………………

１１．２．２ 无界函数的广义积分

收敛性判别法 （３０２）……………
习题１１．２（附答案与提示） （３０４）…………

１１．３ 含参变量的广义积分 （３０４）…………

１１．３．１ 一致收敛性 （３０５）………………

１１．３．２ 含参变量广义积分的性质

（３０６）……………………………
习题１１．３（附答案与提示） （３０７）…………
总习题（１１）（附答案与提示）

（３０７）……………………………………
参考文献 （３０９）…………………………………

·４·

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第


章 向量代数与空间解析几何

到目前为止，我们讨论的基本上都是一元函数，即牪＝牊（牨），这个函数关系中只
有一个自变量和一个因变量．但是在实际问题中，经常要考虑多种因素、多方面的关
系，因此必须考虑有多个自变量的情形．为此，我们需要作一些相应的准备工作．本章
所要介绍的向量代数与空间解析几何的内容，就是这种准备的一部分．
向量是描述那些既有大小、又有方向的量，它是一种重要的数学工具，在工程技

术中有着广泛的应用．本章将介绍向量的概念及向量的几种基本运算．
我们知道，平面解析几何的知识是学习一元函数的基础．类似地，学习多元函数

微积分时，我们必须首先学习空间解析几何的基础知识．本章将介绍空间的平面和直
线的方程，平面与直线的关系，以及空间曲面、曲线的方程．

． 向量及其线性运算

６．１．１ 空间直角坐标系
通过平面直角坐标系，可以用有序数对来表示平面上任意一点的位置．为了确定

空间中任一点的位置，我们需要建立空间直角坐标系．为此，引进三条互相垂直的直
线，称之为牨轴、牪轴和牫轴，它们相交于一点爭，称之为原点．通常将这三个坐标轴按
右手系规则排列（见图６．１）．当右手握拳的方向是从牨轴的正向到牪轴的正向时，右
手大姆指的指向便是牫轴的正向．

图６．１ 图６．２ 图６．３

在空间中任取一点爮，过爮点作三个平面分别垂直于牨轴、牪轴和牫轴，并交牨轴、

牪轴和牫轴于爩、爫、爲三点（见图６．２）．爩、爫、爲这三个点分别称为点爮在牨轴、牪轴和

牫轴上的投影．设爩、爫、爲在牨轴、牪轴、牫轴上的坐标分别为牨、牪和牫．于是，点爮的坐
标就可以表示成一个三元有序组（牨，牪，牫）．易见，牨牪平面上的点满足牫＝０．



反过来，给定一个三元有序组（牨，牪，牫），我们可以在牨轴上取坐标为牨的点爩，在

牪轴上取坐标为牪的点爫，在牫轴上取坐标为牫的点爲，然后通过爩、爫及爲分别作牨
轴、牪轴及牫轴的垂直平面，这三个垂直平面的交点爮便是以有序组（牨，牪，牫）为坐标
的点．由此可见，空间的点与有序组（牨，牪，牫）之间便建立了一一对应的关系．
三条坐标轴中的任意两条可以确定一个平面，称之为坐标面．三个坐标面把空间

分成八个部分，每一部分叫做卦限．满足牨≥０，牪≥０，牫≥０的那个卦限称为第一卦限

（见图６．３）．第一到第八卦限内点的坐标的符号如下表所示：

卦限 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ Ⅶ Ⅷ

牨 ＋ － － ＋ ＋ － － ＋
牪 ＋ ＋ － － ＋ ＋ － －
牫 ＋ ＋ ＋ ＋ － － － －

我们知道，在实直线上，两个点牃１与牄１之间的距离定义为

燏牄１－ 牃１燏＝ （牄１－ 牃１）槡 ２，

其中 槡“ ”表示取非负平方根．现在把两点间的距离公式推广到平面和空间中去．
为了表述方便，我们把由牕个一维实空间（即实直线）构成的乘积集合称为牕维

实空间，记作

牕＝ × × … × ．
于是，平面就是二维实空间２，而空间就是三维实空间３．在牕中，其元素称为点，它
是牕元有序组牨＝（牨１，牨２，…，牨牕），其中牨牏（牏＝１，２，…，牕）是实数．现在考察牕中两点间
的距离．

２中两点间的距离公式是熟知的，即若点（牨１，牪１）∈２，则该点到原点的距离为

（见图６．４）

（牨１－ ０）２＋ （牪１－ ０）槡 ２＝ 牨２１＋ 牪槡 ２
１

图６．４ 图６．５

·２· 工科数学分析（下）



类似地，由几何知识得知，在空间３中，点（牨１，牪１，牫１）到原点（０，０，０）的距离为

（见图６．５） 牨２１＋牪２１＋牫槡 ２
１．一般地，在空间牕中，很自然地把点（牨１，牨２，…，牨牕）到原点

（０，０，…，０）的距离定义为

牨２１＋ 牨２２＋ … ＋ 牨槡 ２
牕＝ 

牕

牏＝１
牨槡 ２
牏．

由此可知，若（牃１，牃２，…，牃牕）和（牄１，牄２，…，牄牕）是牕中任意两点，则可定义这两点间的距
离为

（牄１－ 牃１）２＋ （牄２－ 牃２）２＋ … ＋ （牄牕－ 牃牕）槡 ２＝ 
牕

牏＝１
（牄牏－ 牃牏）２槡 ．

６．１．２ 向量及其坐标表示

我们曾把有序组（牃１，牃２，…，牃牕）叫做牕中的一个点，现在在牕中引进向量的概念．
先考虑２中的情形．设爮、爯是平面２中的两个点，它们确定一条有向线段，记

作 →爮爯．我们称这样的有向线段为平面向量，爮称为向量 →爮爯的起点，爯称为这个向量
的终点．→爮爯的指向是这个向量的方向，而 →爮爯的长短则表示这个向量的大小．如果

爮１爯→１和爮２爯→２是两个有向线段，它们有相同的长度和方向，则认为它们表示了同一个
向量．这就是说，这两个有向线段是互相平行的，且长度、方向完全相同．有向线段具
有确定的、特殊的位置，而向量则不然，图６．６中所有的箭头均表示同一个向量．这正

如分数 ２
３
与 ４
６
表示同一个有理数那样，两个长度相等、方向相同的有向线段爮１爯→１和

爮２爯→２表示同一个向量．因此，若一个向量能够由另一个向量经平行移动得到，则认为
这两个向量相等．
我们可以根据不同场合的需要来选取向量的某种表示方式．有时把向量的起点

放在直角坐标系的原点爭上（见图６．７（ａ）），有时则可以把向量放在平面上的任何地
方（见图６．７（ｂ））．

图６．６ 图６．７

一般地，我们把具有大小和方向的量称为向量．例如质点运动的速度，拖曳重物
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的作用力等．在物理上，向量常用有向线段来作为几何表示，因此，前面所述的平面向
量的概念可以推广到三维空间３中以及一般的牕维空间牕中．
我们用黑体字母┑，┒，┖，┼，╀等表示向量，向量的长度则表示为燏┑燏＝爛，燏┼燏＝牜

等．向量的长度又称为向量的模，向量的模是一个数量．模为１的向量称为单位向量．
如果把向量┑的起点放在原点爭处，则向量┑＝ →爭爛就与点爛有一一对应的关系．

即给定向量┑，把它的起点放在爭点，就可以得到它的终点爛．反之，给定一点爛，则 →爭爛
确定一个向量．如果平面向量┑的起点放在坐标原点处，终点坐标是（牨，牪），则称数牨
和牪为向量┑的（数量）分量．在几何上，燏╂燏及燏╃燏是向量┑在牨轴及牪轴上的投影线
段的长度（见图６．８）．因此，我们亦称牨是向量┑在牨轴上的投影，牪为┑在牪轴上的投
影．于是，又可将向量┑表示为

┑＝ ｛牨，牪｝

并称之为┑的坐标表示，由勾股定理知，向量┑的模燏┑燏＝ 牨２＋牪槡 ２．类似地，在３中，
若向量┑的起点在坐标原点爭处，终点坐标为（牨，牪，牫），则┑的坐标表示为

┑＝ ｛牨，牪，牫｝，

其模燏┑燏＝ 牨２＋牪２＋牫槡 ２（见图６．９）．推而广之，我们把

┑＝ ｛牨１，牨２，…，牨牕｝
称为牕中起点在原点爭＝（０，０，…，０）、终点在爛＝（牨１，牨２，…，牨牕）的牕维向量，其模

燏┑燏＝ 牨２１＋牨２２＋…＋牨槡 ２
牕．

图６．８ 图６．９ 图６．１０

有固定起点爭的向量称为点爛的向径，或称为位置向量．爛点的向径的分量就是

爛点的坐标．分量均为零的向量称为零向量，记作，它的长度是零而没有方向（或者
认为它的方向是任意的）．例如，在牕中，零向量＝｛０，０，…，０｝．
如果向量┫与┬的夹角等于０或π，则称向量┫与┬共线（或平行），记作┫∥┬．由于

零向量的方向可看作任意的，于是可以认为零向量与任何向量都平行．
例．． 设向量 →爮爯的起点为爮（１，２），终点为爯（４，３），求 →爮爯的坐标表示．
解 把 →爮爯的起点移到原点爭处，而将向量 →爮爯平行地移动成 →爭爲（见图６．１０），并

·４· 工科数学分析（下）
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取燏→爭爲燏＝燏→爮爯燏．则 →爭爲和 →爮爯表示同一个向量．易见点爲的坐标是（３，１）．因此向量
→爮爯可表示为 →爮爯＝｛３，１｝． □
例．． 设爮＝（４，１，－１），爯＝（７，－３，１）．求三维向量 →爮爯的模．
解 →爮爯的三个数量分量分别为

牨＝ ７－ ４＝ ３， 牪＝－ ３－ １＝－ ４， 牫＝ １－ （－ １）＝ ２，
因此 →爮爯＝｛３，－４，２｝，它的模为

→燏爮爯燏＝ ３２＋ （－ ４）２＋ ２槡 ２ 槡＝ ２９． □

６．１．３ 向量的方向余弦

现在我们进一步找出向量的坐标与向量的模、方向之间的联系．

图６．１１

将向量┫＝｛牃１，牃２，牃３｝的起点放在坐标原点，向量┫与
三个坐标轴的正向的夹角分别设为犜、犝、犞，并规定０≤犜≤π，
０≤犝≤π，０≤犞≤π，则称 犜、犝、犞为向量 ┫的方向角（见图

６．１１）．
因为向量的坐标就是向量在坐标轴上的投影，所以有

牃１＝燏┫燏ｃｏｓ犜， 牃２＝燏┫燏ｃｏｓ犝， 牃３＝燏┫燏ｃｏｓ犞． （６．１．１）

而 燏┫燏＝ 牃２１＋ 牃２２＋ 牃槡 ２
３，

因此得 ｃｏｓ犜＝
牃１

牃２１＋牃２２＋牃槡 ２
３

， ｃｏｓ犝＝
牃２

牃２１＋牃２２＋牃槡 ２
３

， ｃｏｓ犞＝
牃３

牃２１＋牃２２＋牃槡 ２
３

，

且 ｃｏｓ２犜＋ｃｏｓ２犝＋ｃｏｓ２犞＝１．
我们称ｃｏｓ犜，ｃｏｓ犝，ｃｏｓ犞为向量┫的方向余弦．

例．． 设有两点爮 槡（１，２， ２）和爯（２，１，０），求向量 →爮爯的模、方向余弦和方向
角．
解 →爮爯 槡 槡＝｛２－１，１－２，０－ ２｝＝｛１，－１，－ ２｝；

则 →燏爮爯燏＝ １２＋ （－ １）２ 槡＋ （－ ２）槡 ２ 槡 槡＝ １＋ １＋ ２＝ ４＝ ２；

ｃｏｓ犜＝ １
２， ｃｏｓ犝＝－ １

２， ｃｏｓ犞＝－ 槡２
２ ；

犜＝ π
３， 犝＝ ２π３， 犞＝ ３π４． □

６．１．４ 向量的线性运算

现在我们引进向量的加法和数乘这两种运算，称之为向量的线性运算．
（１）向量的加法
根据力学中两个力或两个速度的合成法则，我们用平行四边形法则来定义两个
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向量的相加．
将两向量┫，┬平移至同一起点爭（原点），以此两向量为邻边作平行四边形，定义由

起点爭到平行四边形对顶点爜所作成的向量 →爭爜为向量┫与┬之和（见图６．１２（ａ）），即
→┫＋ ┬＝ 爭爜．

图６．１２

为了解决两个平行向量相加的问题，我们进一步引进下面的三角形法则．
将两向量┫，┬首尾相接，则由起点到终点的向量 →爭爜为向量┫，┬之和（见图６．１２

（ｂ）），即
→┫＋ ┬＝ 爭爜．

不难看出，三角形法则蕴含了平行四边形法则．
下面我们给出向量加法的坐标表示．不妨先考察平面向量的情形．设┫＝ →爭爛＝

｛牃１，牃２｝，┬＝ →爛爜＝｛牄１，牄２｝，并设爜点的坐标为（牨，牪）（见图６．１３），则

图６．１３

→┫＋ ┬＝ 爭爜＝ ｛牨，牪｝．
由于爛点的坐标为（牃１，牃２），因此

→爛爜＝ ｛牨－ 牃１，牪－ 牃２｝．
由向量 →爛爜的坐标的唯一性知，

牄１＝ 牨－ 牃１， 牄２＝ 牪－ 牃２，
亦即有 牨＝ 牃１＋ 牄１， 牪＝ 牃２＋ 牄２．
由此可得向量┫＋┬的坐标表示为

┫＋ ┬＝ ｛牃１＋ 牄１，牃２＋ 牄２｝． （６．１．２）
类似地，对于３中的向量┫＝｛牃１，牃２，牃３｝，┬＝｛牄１，牄２，牄３｝，┫＋┬的坐标表示为

┫＋ ┬＝ ｛牃１＋ 牄１，牃２＋ 牄２，牃３＋ 牄３｝． （６．１．３）
而对于牕中的向量┫＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝及┬＝｛牄１，牄２，…，牄牕｝，┫＋┬的坐标表示为

┫＋ ┬＝ ｛牃１＋ 牄１，牃２＋ 牄２，…，牃牕＋ 牄牕｝．
这就是说，两向量和的坐标等于两向量对应坐标之和．

（２）向量的数乘
数 牑与向量 ┫的乘积（称为数乘）定义为一个向量，记作 牑┫，其大小为燏牑┫燏＝

·６· 工科数学分析（下）



燏牑燏燏┫燏，方向与┫平行．当牑＞０时，牑┫与┫同向；当牑＜０时，牑┫与┫反向（见图６．１４），
即

牑┫＝
燏牑燏┫， 牑＞ ０，｛－ 燏牑燏┫， 牑＜ ０；

当牑＝０时，牑┫＝０┫＝．
由向量的数乘可以导出向量的减法，即┫与┬相减定义为

┫－ ┬＝ ┫＋ （－ １）┬，
也就是将┬变成－┬再和┫相加（见图６．１５）．

图６．１４ 图６．１５ 图６．１６

如果用记号┯牃表示与向量┫同方向的单位向量，则依向量的数乘的定义，有

┫＝ 燏┫燏┯牃．
因此，一个非零向量除以它的模便可得到一个同方向的单位向量，即

┫
燏┫燏＝ ┯牃． （６．１．４）

根据（６．１．１）式，单位向量┯牃又可以用方向余弦表示为

┯牃＝ ｛ｃｏｓ犜，ｃｏｓ犝，ｃｏｓ犞｝． （６．１．５）
下面我们给出向量的数乘的坐标表示．还是以平面向量为例．令┫＝｛牃１，牃２｝，牑为

任意实数，设┫的方向角为犜，犝，牑┫的方向角为犜′，犝′．当牑＞０时，向量牑┫与┫同方向，
故犜＝犜′，犝＝犝′（见图６．１６）．因此，牑┫的坐标为

牨＝ 燏牑燏燏┫燏ｃｏｓ犜， 牪＝ 燏牑燏燏┫燏ｃｏｓ犝．
而 牃１＝ 燏┫燏ｃｏｓ犜，牃２＝ 燏┫燏ｃｏｓ犝，故有

牨＝ 牑牃１， 牪＝ 牑牃２．
当牑＜０时，向量牑┫与┫反方向，故犜＝π－犜′，犝＝π－犝′．这时，牑┫的坐标应为

牨＝ 燏牑┫燏ｃｏｓ犜′＝－ 牑燏┫燏（－ ｃｏｓ犜）＝ 牑牃１，
牪＝ 燏牑┫燏ｃｏｓ犝′＝－ 牑燏┫燏（－ ｃｏｓ犝）＝ 牑牃２．

因此，不论牑是正数还是负数，均有

牑┫＝ ｛牑牃１，牑牃２｝．
类似地，对于３中的向量┫＝｛牃１，牃２，牃３｝，有
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牑┫＝ ｛牑牃１，牑牃２，牑牃３｝．
对于牕中的向量┫＝｛牃１，牃２，…，牃牕｝，则有

牑┫＝ ｛牑牃１，牑牃２，…，牑牃牕｝．
可以证明，对于向量┫，┬，若┫≠，则┫∥┬的充要条件是存在实数牑，使得┬＝牑┫．

（证明留作习题）
例．． 在２中，向量┫＝｛１，－３｝与向量┬＝｛２，－６｝是平行的，并且它们有相

同的方向．而向量┫＝｛１，－３｝与向量┮＝｛２，－７｝是不平行的． □
例．． 设燏┫燏＝５，则

燏３┫燏＝ 燏３燏燏┫燏＝ ３燈５＝ １５，
且３┫与┫同向．但是，－７┫与┫的方向相反，而

燏－ ７┫燏＝ 燏－ ７燏燏┫燏＝ ７燈５＝ ３５． □
例．． 设有４中的向量┫＝｛１，－２，０，４｝，┬＝｛２，３，－１，１｝，则

３┫－ ５┬＝ ｛３，－ ６，０，１２｝－ ｛１０，１５，－ ５，５｝＝ ｛－ ７，－ ２１，５，７｝． □
下面我们给出向量加法和数乘的运算律，其证明留作练习．
定理．． 对于任意向量┫，┬，┭以及任意的数犜，犝，以下的运算律成立：
（１）┫＋┬＝┬＋┫（交换律）；
（２）（┫＋┬）＋┭＝┫＋（┬＋┭）（结合律）；
（３）犜（犝┫）＝（犜犝）┫（数乘的结合律）；
（４）（犜＋犝）┫＝犜┫＋犝┫（分配律）；
（５）犜（┫＋┬）＝犜┫＋犜┬（分配律）．
有了向量的加法和数乘运算后，我们还可以给出向量的分解表达式．为此，以３

为例，我们在空间直角坐标系爭牨牪牫中的三个坐标轴上分别取单位向量

┳＝ ｛１，０，０｝， ┴＝ ｛０，１，０｝， ┵＝ ｛０，０，１｝，
称之为 ３中的单位坐标向量．于是任何向量 ┫＝｛牃１，牃２，牃３｝可有如下的分解表达
式：

┫＝ ｛牃１，牃２，牃３｝＝ ｛牃１，０，０｝＋ ｛０，牃２，０｝＋ ｛０，０，牃３｝
＝ 牃１｛１，０，０｝＋ 牃２｛０，１，０｝＋ 牃３｛０，０，１｝，

即 ┫＝ 牃１┳＋ 牃２┴＋ 牃３┵． （６．１．６）

（６．１．６）式称为向量┫的按单位坐标向量的分解表达式，而向量牃１┳、牃２┴、牃３┵分别称为

┫在牨轴、牪轴、牫轴上的分向量．
例．． 设向量┫的起点为爮（５，１，２），终点为爯（７，２，４）．求单位向量┯牃关于单

位坐标向量的分解式．
解 ┫＝ →爮爯＝｛７－５，２－１，４－２｝＝｛２，１，２｝，

故 燏┫燏＝ ２２＋ １２＋ ２槡 ２ 槡＝ ９＝ ３，

·８· 工科数学分析（下）



因此， ┯牃＝ ┫
燏┫燏＝ ｛

２
３，
１
３，
２
３｝，

即 ┯牃＝ ２
３┳＋

１
３┴＋

２
３┵． □

习 题 ．

（﹢）
１．回答下列问题：

（１）３的空间直角坐标系是怎样建立的？

（２）牕中两点的距离如何定义？

（３）向量是怎样的量？向量与有向线段有什么不同？

（４）什么叫单位向量？给定一个非零向量┫，你能写出一个与┫同方向的单位向量吗？

（５）向量的模及方向余弦怎样定义？

（６）向量的加法与数乘是怎样定义的？

２．在空间直角坐标系中，定出下列各点的位置：

爛（１，２，３）； 爜（－１，２，４）； 爞（２，－３，－４）； 爟（３，４，０）； 爠（０，２，１）； 爡（４，０，０）．

３．求下列各点间的距离：

（１）（０，０，０），（２，３，４）； （２）（４，－１，２），（－２，１，３）．

４．求点爩（２，－１，３）与原点及各坐标轴间的距离．

５．证明：以三点爛（４，１，９）、爜（１０，－１，６）、爞（２，４，３）为顶点的三角形是等腰直角三角形．

６．给定一点（牃，牄，牅）∈３，试写出该点关于（１）各坐标面；（２）各坐标轴；（３）坐标原点的对称点的

坐标．

７．求下列向量的模：

（１）｛１，２，３｝； （２）｛－１，０，５｝； （３）｛２，－４，７｝．

８．求下列向量的和，并画出┫＋┬：

（１）┫＝｛２，１｝，┬＝｛１，４｝； （２）┫＝｛２，２｝，┬＝｛１，－１｝；

（３）┫＝｛１，２，０｝，┬＝｛２，３，５｝； （４）┫＝｛３，－２，１｝，┬＝｛－４，３，２｝．

９．求下列向量的差，并画出┫－┬：

（１）┫＝｛４，３｝，┬＝｛２，０｝； （２）┫＝｛１，１｝，┬＝｛－２，４｝；

（３）┫＝｛２，３，４｝，┬＝｛１，５，０｝； （４）┫＝｛３，４，２｝，┬＝｛０，０，０｝．

１０．计算并画出牑┑，假设┑＝２┳＋３┴＋┵，而牑为

（１）２； （２）－２； （３）１２； （４）－ １２．

１１．求一个单位向量，使它与向量┳＋２┴＋３┵同方向．

１２．求向量┫＝２┳＋３┴＋４┵的方向余弦．

１３．设┑＝┫－┬＋２┭，┒＝－┫＋３┬－┭．试用┫、┬、┭表示向量２┑－３┒．

（﹣）
１．设风速为每小时４８ｋｍ，风向为东北．一架飞机相对于风以每小时１６０ｋｍ的速度飞行，由飞机的
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图６．１７

尾部到飞机头部的指向是东南方向（见图６．１７）．

（１）求飞机相对于地面的速度大小；

（２）飞机相对于地面的飞行方向是什么？

２．证明本节定理６．１．１中的各条运算律．

３．证明，若┫≠０，则向量┫与┬平行的充要条件是存在实数牑，使得┬
＝牑┫．

答案与提示

（﹢）

槡 槡３．（１） ２９； （２） ４１．

４爩爭 槡＝ １４，牆牨 槡＝ １０，牆牪 槡＝ １３，牆牫 槡＝ ５．

５．爛爜 槡＝ ４９，爜爞 槡＝ ９８，爞爛 槡＝ ４９，爛爜２＋爛爞２＝爜爞２．

６．（１）（牃，牄，－牅），（－牃，牄，牅），（牃，－牄，牅）； （２）（牃，－牄，－牅），（－牃，牄，－牅），（－牃，－牄，牅）；

（３）（－牃，－牄，－牅）．

槡 槡 槡７（１） １４； （２） ２６； （３） ６９．

８（１）｛３，５｝； （２）｛３，１｝； （３）｛３，５，５｝； （４）｛－１，１，３｝．

９．（１）｛２，３｝； （２）｛３，－３｝； （３）｛１，－２，４｝； （４）｛３，４，２｝．

１０．（１）４┳＋６┴＋２┵； （２）－４┳－６┴－２┵； （３）┳＋ ３２┴＋
１
２┵； （４）－┳－ ３２┴－

１
２┵．

１１．┶０＝ １
槡１４

┳＋ ２
槡１４

┴＋ ３
槡１４

┵．

１２ ２
槡２９

， ３
槡２９

， ４
槡２９

．

（﹣）
１．（１）速度大小为１６７（ｋｍ燉ｈ）； （２）方向为东偏南２８３°．

． 向量的点积与叉积

６．２．１ 两个向量的点积

我们先来看一个简单的物理问题．设一物体在常力┖的作用下，沿直线从爮点移
动到爯点．令┼＝ →爮爯．由物理学的知识可知，力┖所作的功为

爾 ＝ 燏┖燏燏┼燏ｃｏｓ犤，
其中犤为┖与┼的夹角（见图６．１８）．
由于功爾 是数量，这个实例表明两个向量可能产生一个数量．这是两个向量间

的一种特殊运算，它在理论和实际中是经常遇到的．为此，我们给出下面的定义．
定义．．（点积） 向量┫与┬的点积（或称为数量积）定义为

·０１· 工科数学分析（下）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


