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内 容 提 要

本书是理工科、技术学科、经济与管理等非数学类专业学生学习高等数
学课程的学习辅导书．全书分上、下两册，共８章：极限与连续、一元函数微
分学、一元函数积分学、空间解析几何、多元函数微分学、多元函数积分学、

级数和常微分方程．本书重视基础知识的学习与基本技能的训练，强调教学
内容与习题解析的同步衔接；注重知识整合，科学地指导学生进行解题；书
中还选择了许多综合性问题、比较灵活的问题，以及一些研究型问题，引导
学生独立思考和深入训练；在例题讲解中，适时穿插一些评注，起到画龙点
睛的作用．本书还对全国和一些院校的硕士研究生入学考试试题，以及一些
数学竞赛试题，适当地进行选择，有机地穿插在例题和习题之中．全书每节
之后都配置了一定量的习题，并附有答案或提示．
本书的深度和广度能适应大多数专业的数学学习需要，可作为高等学

校理科、工科、技术学科等非数学类专业的学习指导书，也可供经济、管理等
有关专业使用，并可作为上述各专业的教学参考书．同时，对于有志报考研
究生的学生来说，也是一本较全面的复习用书．
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前　　言

“高等数学”是大学学习中的一门重要基础课程．由于数学在自然科学、工程
技术和社会科学等领域的作用越来越突出，应用面越来越广，因此社会对具有良
好数学素质和创新能力强、知识面广的人才的需要也越来越迫切．“高等数学”作
为学生学习现代科学知识的基础课程，承载着锻炼学生逻辑思维、培养学生熟练
运算能力和运用数学技术的能力，以及为后续课程提供良好基础的重任，其重要
性不言而喻．而高等数学研究对象和方法的改变，对于刚从初等数学学习转到高
等数学学习的学生来说，从认知、观念、心理等各个层面常常感到不适应、感到困
惑．特别是对于形式多样、难易不同、方法各异的习题和练习感到无所适从、感到
手足无措．虽然对于如何学好高等数学大家见仁见智，各有不同观点和方法，但学
习数学知识的有效途径是多做习题，却是经过长期的数学教学实践所达成的共
识．
我们通过多年的教学实践，深知学生的疑难与困惑，了解在学习方法、解题方

法和技巧方面的引导对于他们的重要性．经过长期的教学实践和研究积累，查阅
了各种期刊、教学参考资料和习题集，并听取了同行的意见和建议，我们编写了这
本高等数学学习辅导教材，以适应教学需要．在编写过程中，我们特别注意了以下
几点：
一、重视基础知识的学习与基本技能的训练，适当增强基础题目的讲解内容．

这是因为只有熟练掌握了基本概念、基本原理和基本方法，才能有能力去分析和
解决复杂的问题．同时，这也是锻炼逻辑思维、训练数学表达与推理的必要环节．
二、强调教学内容与例题分析的同步衔接，增强典型问题和规律性解答部分

的内容，为学生课后复习与练习提供尽可能多的方法、技巧与参照，在开拓读者思
路方面提供一把入门的钥匙．
三、系统总结教学内容，注重知识整合，科学地指导学生进行数学解题．在题

目的选取与安排上，逐步增加综合型例题，以例题为载体，复习和运用学过的知
识，培养学生综合运用数学知识去解决问题的能力．
四、解题训练的根本目的是培养和锻炼学生运用数学知识去解决数学问题的

能力，因此在重视基础的同时，我们还选择了许多比较灵活的问题，以及一些研究
型问题，它们需要具有一定的解题经验与较深入地思考才能够入手．通过这些例
题，希望引导学生认识到独立思考和独立工作的重要性，体验分析问题、研究问

—１—



题、转化问题，进而解决问题的过程．
五、对许多例题给出了多种解法，展示数学方法的灵活性与多样性．同时，在

许多有启示的例题之后给出一些评注，揭示其内在蕴含的规律和可操作的方法，
达到举一反三的效果．
六、由于“高等数学”是招收研究生考试的科目，我们对于全国和一些院校的

硕士研究生入学考试试题，以及一些数学竞赛试题，适当地进行选择，有机地穿插
在本书的例题和习题之中．这样，一方面为有志于继续深入学习的学生提供帮助，
另一方面也为正在学习高等数学的学生提供更多的综合能力训练素材．
七、为使学生能够进一步掌握学习内容和进行自我训练，了解自己的学习状

况，在每小节之后都配置了一定量的习题，并附有答案或提示．
在本书的编写过程中，复旦大学数学科学学院童裕孙、陈纪修、吴泉水、程晋、

楼红卫、朱大训等教授提供了各种建议、支持和帮助；复旦大学教务处也予以鼓励
和支持，在此表示衷心的感谢．同时，感谢复旦大学出版社范仁梅同志的大力支持
和帮助，由于她的辛勤工作，本书才得以与读者见面．
囿于学识，本书错误和不当之处在所难免，殷切期望广大读者和同行提出宝

贵的批评和建议．

编者

２０１０年６月于复旦大学
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第一章

极限与连续

§１．１　 函 　　 数

知 识 要 点

一、函数的概念

定义１．１．１　设Ｄ是实数集Ｒ的一个子集，如果按某个规则ｆ，使得对于Ｄ中
每个数ｘ，都有唯一确定的实数ｙ与之对应，则称ｆ是以Ｄ 为定义域的（一元）函
数，称ｘ为自变量，ｙ为因变量．这个函数关系记作

ｆ：Ｄ→Ｒ，

ｘ ｙ，ｘ∈Ｄ．
又记ｙ＝ｆ（ｘ），并称Ｒ＝ ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｄ｝为函数ｆ（ｘ）的值域．
有时为明确起见，记上述函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ（ｆ），值域为Ｒ（ｆ）．
设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，在平面直角坐标系中称Ｇｆ ＝ ｛（ｘ，ｆ（ｘ））｜ｘ∈

Ｄ｝为函数ｆ的图像．

二、函数的性质

１．奇偶性
设函数ｆ（ｘ）的定义域Ｄ（ｆ）关于原点对称．如果

ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ（ｆ），
则称ｆ（ｘ）为偶函数；如果

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ（ｆ），
则称ｆ（ｘ）为奇函数．
偶函数的图像关于ｙ轴对称，奇函数的图像关于坐标原点中心对称．
２．周期性
对于函数ｆ（ｘ），如果存在正数Ｔ，使得

ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ（ｆ），
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则称ｆ（ｘ）是以Ｔ为周期的周期函数，满足上述关系的最小正数Ｔ称为ｆ（ｘ）的最
小正周期．
３．单调性
设有函数ｆ（ｘ），如果对于任意ｘ１，ｘ２∈ＤＤ（ｆ），当ｘ１＜ｘ２时，恒有

ｆ（ｘ１）≤ｆ（ｘ２）（或ｆ（ｘ１）≥ｆ（ｘ２）），
则称ｆ（ｘ）在Ｄ上是单调增加（或单调减少）的；如果上述关系式中等号均不成立，
则称ｆ（ｘ）在Ｄ上是严格单调增加（或严格单调减少）的．
４．有界性
设有函数ｆ（ｘ），ＤＤ（ｆ），如果存在常数Ｍ，使得

ｆ（ｘ）≤Ｍ，ｘ∈Ｄ，
则称函数ｆ（ｘ）在Ｄ上有上界，称Ｍ 为ｆ（ｘ）的一个上界；如果存在常数ｍ，使得

ｆ（ｘ）≥ｍ，ｘ∈Ｄ，
则称函数ｆ（ｘ）在Ｄ上有下界，称ｍ为ｆ（ｘ）的一个下界；在Ｄ上既有上界又有下
界的函数称为在Ｄ上有界．显然ｆ是Ｄ 上的有界函数等价于：存在正常数Ｋ，使得

｜ｆ（ｘ）｜≤Ｋ，ｘ∈Ｄ．
如果这样的数Ｋ 不存在，则称ｆ（ｘ）在Ｄ上无界．

三、复合函数与反函数

设有函数ｆ和ｇ，称定义在
｛ｘ｜ｘ∈Ｄ（ｇ），ｇ（ｘ）∈Ｄ（ｆ）｝

上的函数ｆｇ为ｆ和ｇ的复合函数，其中
（ｆｇ）（ｘ）＝ｆ（ｇ（ｘ））．

对于复合函数ｆｇ，称ｕ＝ｇ（ｘ）为中间变量，称ｘ∈Ｄ（ｆｇ）为自变量．
设有函数ｆ，如果对每一个ｙ∈Ｒ（ｆ），有唯一的ｘ∈Ｄ（ｆ）满足ｙ＝ｆ（ｘ），则

称这个定义在Ｒ（ｆ）上的对应关系

ｙ ｘ
为函数ｆ的反函数，记作ｆ－１．

四、初等函数

常数函数，幂函数，指数函数，对数函数，三角函数，反三角函数这６类函数称
为基本初等函数．由这些基本初等函数经过有限次四则运算和复合所构成的函
数，统称为初等函数．
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例 题 分 析

例１．１．１　 求函数ｆ（ｘ）＝
（ｘ－１）２

ｘ－槡 ３
的定义域．

解 　 定义域中的点ｘ应满足：
（ｘ－１）２

ｘ－３ ≥０，

也就是

（ｘ－１）２≥０，

ｘ－３＞０｛ ，
或

（ｘ－１）２≤０，

ｘ－３＜０｛ ．
由此即得

ｘ＞３，或ｘ＝１，
所以函数的定义域为Ｄ（ｆ）＝ ｛１｝∪ （３，＋∞）．

例１．１．２　 证明函数ｆ（ｘ）＝ ２ｘ

１＋２ｘ
在（－∞，＋∞）上严格单调增加．

证 　 任取ｘ１，ｘ２∈ （－∞，＋∞）且ｘ１＜ｘ２，则

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝ ２ｘ１
１＋２ｘ１

－ ２ｘ２
１＋２ｘ２

＝ ２ｘ１－２ｘ２
（１＋２ｘ１）（１＋２ｘ２）＜

０，

其中最后一个不等式利用了函数ｙ＝２ｘ 的严格单调增加性质．所以ｆ（ｘ）在
（－∞，＋∞）上严格单调增加．
例１．１．３　 讨论下列函数的奇偶性：

（１）ｆ（ｘ）＝ｌｎ（ｓｉｎｘ＋ ｓｉｎ２ｘ＋槡 １）；

（２）ｆ（ｘ）＝ｘ２
ｘ－１
２ｘ＋１

．

解 　（１）因为对于每个ｘ∈Ｒ，有

ｆ（－ｘ）＝ｌｎ（－ｓｉｎｘ＋ ｓｉｎ２ｘ＋槡 １）＝ｌｎ １
ｓｉｎｘ＋ ｓｉｎ２ｘ＋槡 １

＝－ｌｎ（ｓｉｎｘ＋ ｓｉｎ２ｘ＋槡 １）＝－ｆ（ｘ），

所以ｆ（ｘ）＝ｌｎ（ｓｉｎｘ＋ ｓｉｎ２ｘ＋槡 １）为奇函数．
（２）因为对于每个ｘ∈Ｒ，有

ｆ（－ｘ）＝－ｘ２
－ｘ－１
２－ｘ＋１

＝－ｘ１－２
ｘ

１＋２ｘ
＝ｆ（ｘ），

所以ｆ（ｘ）＝ｘ２
ｘ－１
２ｘ＋１
为偶函数．
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例１．１．４　 证明函数ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ是非周期函数．
证 　 用反证法．设Ｔ＞０是ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ的一个周期，则

ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒ．
在上式中取ｘ＝０，有ＴｓｉｎＴ＝０，于是Ｔ＝ｋπ，ｋ＝１，２，…．这样便有

ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ （ｘ＋Ｔ）ｓｉｎ（ｘ＋Ｔ）＝ （－１）ｋ（ｘ＋Ｔ）ｓｉｎｘ．

再在ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）中取ｘ＝ π４
，并注意上式可得，对于ｋ＝１，２，…，成立

π
４ｓｉｎ

π
４ ＝

（－１）ｋ π４＋ｋ（ ）πｓｉｎπ４，
即

（－１）ｋｋ＝ １４
（１－（－１）ｋ），

这是不可能的．因此ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ是非周期函数．
例１．１．５　 讨论下列函数是否有界：
（１）ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎｘ，ｘ∈ （－∞，＋∞）；

（２）ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘ，ｘ∈ ０，π（ ）４ ；

（３）ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘ，ｘ∈ ０，π（ ）２ ；

（４）ｆ（ｘ）＝ｘｃｏｓｘ，ｘ∈ （－∞，＋∞）．

解 　（１）因为｜ａｒｃｔａｎｘ｜＜π２
，ｘ∈（－∞，＋∞），所以ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）

上有界．

（２）因为｜ｔａｎｘ｜≤１，ｘ∈ ０，π（ ）４ ，所以ｆ（ｘ）在 ０，π（ ）４ 上有界．
（３）函数ｆ（ｘ）无界．用反证法来证明：若ｆ（ｘ）在 ０，π（ ）２ 上有界，则存在

Ｌ＞０，使得

｜ｔａｎｘ｜≤Ｌ，ｘ∈ ０，π（ ）２ ．

但是，取ｘＬ ＝ａｒｃｔａｎ（Ｌ＋１）∈ ０，π（ ）２ ，便有

｜ｆ（ｘＬ）｜＝｜ｔａｎｘＬ｜＝Ｌ＋１＞Ｌ，
这与Ｌ的选取矛盾．

（４）函数ｆ（ｘ）无界．用反证法来证明：若ｆ在Ｒ上有界，则存在Ｌ＞０，使得

｜ｘｃｏｓｘ｜≤Ｌ，ｘ∈Ｒ．
但是，取ｘｎ ＝２ｎπ（ｎ＝１，２，…），便有
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｜ｆ（ｘｎ）｜＝｜ｘｎｃｏｓｘｎ｜＝２ｎπ，

取足够大的ｎ，例如取ｎ＝ Ｌ
２［ ］π ＋ （１ Ｌ

２［ ］π 表示取整数，即
Ｌ
２π－

１＜
Ｌ
２［ ］π ≤ Ｌ２π＜ Ｌ

２［ ］π ＋ ）１ ，
便有

｜ｆ（ｘｎ）｜＞Ｌ，
这与Ｌ的选取矛盾．
例１．１．６　 试将下列函数分解为几个简单函数的复合．
（１）Ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｓｉｎ２２ｘ），Ｄ（Ｆ）＝ （－∞，＋∞）；
（２）Ｆ（ｘ）＝ （１＋ａｒｃｔａｎ４３ｘ）３，Ｄ（Ｆ）＝ （－∞，＋∞）．
解 　（１）取

ｆ（ｕ）＝ｌｎｕ，Ｄ（ｆ）＝ （０，＋∞），

ｇ（ｖ）＝１＋ｖ２，Ｄ（ｇ）＝ （－∞，＋∞），

ｈ（ｗ）＝ｓｉｎｗ，Ｄ（ｈ）＝ （－∞，＋∞），

ｋ（ｘ）＝２ｘ，Ｄ（ｋ）＝ （－∞，＋∞），
则有

Ｆ＝ｆｇｈｋ．
（２）取

ｆ（ｕ）＝ｕ３，Ｄ（ｆ）＝ （－∞，＋∞），

ｇ（ｖ）＝１＋ｖ４，Ｄ（ｇ）＝ （－∞，＋∞），

ｈ（ｗ）＝ａｒｃｔａｎｗ，Ｄ（ｈ）＝ （－∞，＋∞），

ｋ（ｘ）＝３ｘ，Ｄ（ｋ）＝ （－∞，＋∞），
则有

Ｆ＝ｆｇｈｋ．
例１．１．７　 设ｆ（ｘ）＝ｅｘ

２，一元函数φ满足ｆ［φ（ｘ）］＝１－ｘ，且φ（ｘ）≥０，
求φ．
解 　 由ｆ（ｘ）＝ｅｘ

２
及ｆ［φ（ｘ）］＝１－ｘ，得

ｆ［φ（ｘ）］＝ｅ
［φ（ｘ）］

２

＝１－ｘ，

因此解得φ（ｘ）＝± ｌｎ（１－ｘ槡 ）．又因为φ（ｘ）≥０，所以

φ（ｘ）＝ ｌｎ（１－ｘ槡 ），ｘ≤０．

例１．１．８　 设ｆ（ｘ）＝ ｘ＋｜ｘ槡 ｜，求ｆ［ｆ（ｘ）］．
解 　 按定义，有

ｆ［ｆ（ｘ）］＝ ｆ（ｘ）＋｜ｆ（ｘ）槡 ｜＝ ｘ＋｜ｘ槡 ｜＋｜ ｘ＋｜ｘ槡槡 ｜｜．

—５—
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当ｘ≥０时，

ｘ＋｜ｘ槡 ｜＋ ｘ＋｜ｘ槡 ｜ ＝ ２槡ｘ＋ ２槡ｘ＝ ８槡ｘ．

当ｘ＜０时，

ｘ＋｜ｘ槡 ｜＋ ｘ＋｜ｘ槡 ｜ ＝ ｘ－槡 ｘ＋ ｘ－槡 ｘ ＝０．

于是

ｆ［ｆ（ｘ）］＝
４
８槡ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜０
烅
烄

烆 ．

例 １．１．９　 设 ｆ（ｘ） ＝
ｘ， ｘ＜１，

ｌｎｘ， ｘ≥１｛ ，　φ
（ｘ） ＝

ｅｘ， ｘ＞０，

ｘ＋１， ｘ≤０｛ ，
求

ｆ［φ（ｘ）］．
解 　 显然

ｆ［φ（ｘ）］＝
φ（ｘ）， φ（ｘ）＜１，

ｌｎφ（ｘ）， φ（ｘ）≥１｛ ．
由φ的定义，φ（ｘ）＜１当且仅当ｘ＋１＜１，即ｘ＜０，此时φ（ｘ）＝ｘ＋１；φ（ｘ）≥１当

且仅当ｘ＞０或ｘ＝０，即ｘ≥０，此时φ（ｘ）＝
ｅｘ， ｘ＞０
１， ｘ＝｛ ０

＝ｅｘ，ｘ≥０．因此

ｆ［φ（ｘ）］＝
ｘ＋１， ｘ＜０
ｌｎｅｘ， ｘ≥｛ ０

＝
ｘ＋１， ｘ＜０，

ｘ， ｘ≥０｛ ．
例１．１．１０　 求下列函数的反函数：

（１）ｆ（ｘ）＝２－ｘｘ＋１
；

（２）ｆ（ｘ）＝
２ｘ－ｘ槡 ２， ０≤ｘ≤１，

２ｘ－１， １＜ｘ≤２
烅
烄

烆 ．

解 　（１）设ｙ＝２－ｘｘ＋１
，则ｙ（ｘ＋１）＝２－ｘ，由此解得

ｘ＝２－ｙｙ＋１
，

即ｆ（ｘ）的反函数为其自身：

ｆ－１（ｘ）＝２－ｘｘ＋１
，ｘ≠－１．

（２）设ｙ＝
２ｘ－ｘ槡 ２， ０≤ｘ≤１，

２ｘ－１， １＜ｘ≤２
烅
烄

烆 ．

当０≤ｘ≤１时，ｙ＝ ２ｘ－ｘ槡 ２，从中解得
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ｘ＝１－ １－ｙ槡 ２，０≤ｙ≤１；
当１＜ｘ≤２时，ｙ＝２ｘ－１，从中解得

ｘ＝ｙ＋１２
，１＜ｙ≤３．

所以ｆ（ｘ）的反函数为

ｆ－１（ｘ）＝
１－ １－ｘ槡 ２， ０≤ｘ≤１，

ｘ＋１
２
， １＜ｘ≤３烅

烄

烆
．

例１．１．１１　 求ｙ＝ｓｉｎｘ｜ｓｉｎｘ｜ ｜ｘ｜≤ π（ ）２ 的反函数．
解 　 当０≤ｘ≤ π２

时，ｙ＝ｓｉｎ２ｘ，于是ｓｉｎｘ＝槡ｙ（０≤ｙ≤１），所以

ｘ＝ａｒｃｓｉｎ槡ｙ，０≤ｙ≤１．

当－π２ ≤ｘ＜０
时，ｙ＝－ｓｉｎ２ｘ，于是ｓｉｎｘ＝－ －槡 ｙ（－１≤ｙ＜０），所以

ｘ＝ａｒｃｓｉｎ（－ －槡 ｙ）＝－ａｒｃｓｉｎ －槡 ｙ，－１≤ｙ＜０．
于是ｙ＝ｓｉｎｘ｜ｓｉｎｘ｜的反函数为

ｙ＝
ａｒｃｓｉｎ槡ｘ， ０≤ｘ≤１，

－ａｒｃｓｉｎ －槡 ｘ， －１≤ｘ＜０
烅
烄

烆 ．
例１．１．１２　 已知函数ｆ（ｘ）满足

ｆ（ｘ）＋２ｆ ２－ｘ１＋（ ）ｘ ＝３ｘ，

求ｆ（ｘ）．

解 　 令ｕ＝２－ｘ１＋ｘ
，则ｘ＝２－ｕｕ＋１

．代入给出的条件得

ｆ ２－ｕ１＋（ ）ｕ ＋２ｆ（ｕ）＝３（２－ｕ）１＋ｕ
，

即成立

ｆ ２－ｘ１＋（ ）ｘ ＋２ｆ（ｘ）＝３（２－ｘ）１＋ｘ
．

此式与ｆ（ｘ）＋２ｆ ２－ｘ１＋（ ）ｘ ＝３ｘ结合解得

ｆ（ｘ）＝４－３ｘ－ｘ
２

１＋ｘ
．

例１．１．１３　设函数ｆ（ｘ）在Ｒ上定义，其图像关于直线ｘ＝ａ对称，也关于直
线ｘ＝ｂ对称（ａ＜ｂ）．证明ｆ（ｘ）是以２（ｂ－ａ）为周期的函数．
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证 　 因为ｆ（ｘ）的图像关于直线ｘ＝ａ对称，所以在Ｒ上成立

ｆ（ａ－ｘ）＝ｆ（ａ＋ｘ），
于是

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ－（ａ－ｘ））＝ｆ（ａ＋（ａ－ｘ））＝ｆ（２ａ－ｘ）．
因为ｆ（ｘ）的图像关于直线ｘ＝ｂ对称，所以在Ｒ上成立

ｆ（ｂ－ｘ）＝ｆ（ｂ＋ｘ），
因此在Ｒ上成立

ｆ（ｘ）＝ｆ（２ａ－ｘ）＝ｆ（ｂ－（ｂ＋ｘ－２ａ））

＝ｆ（ｂ＋（ｂ＋ｘ－２ａ））＝ｆ（ｘ＋２（ｂ－ａ））．
这说明ｆ（ｘ）是以２（ｂ－ａ）为周期的函数．

习 　　 题

１．确定下列初等函数的定义域：

（１）ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎｘ＋１２
；　　　　 （２）ｆ（ｘ）＝ ２ｓｉｎ２ｘ＋３ｃｏｓｘ－槡 ３；

（３）ｆ（ｘ）＝ｌｎ
（２－ｘ）
ｘ２－槡 １

； （４）ｆ（ｘ）＝ ｔａｎｘ
４－ｘ槡 ２

．

２．作出下列函数的图像：

（１）ｆ（ｘ）＝ｘ［ｓｉｎｘ］； （２）ｆ（ｘ）＝１－｜ｘ２－１｜；

（３）ｆ（ｘ）＝
２ｘ－ｘ槡 ２， ０≤ｘ≤１，

ｘ２， １＜ｘ≤２｛ ．
３．判断下列函数的奇偶性：

（１）ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ ｘ２

１＋ｘ２
； （２）ｆ（ｘ）＝ｌｎ｜ｓｅｃｘ＋ｔａｎｘ｜；

（３）ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ２ｘ－ π４
； （４）ｆ（ｘ）＝ ａｒｃｃｏｓｘ－ π（ ）２ ｓｉｎｘ．

４．设函数ｆ（ｘ）满足：Ｄ（ｆ）关于原点对称，证明：ｆ（ｘ）可表示成一个奇函数与一个偶函数
之和．

５．设函数ｆ（ｘ）定义在（－∞，＋∞）上．若有常数ｃ≠０，使得ｆ（ｘ＋ｃ）＝－ｆ（ｘ），ｘ∈ （－
∞，＋∞）．证明：函数ｆ（ｘ）是一个周期函数．
６．在下列函数中，哪些是周期函数？如果是周期函数，写出它们的最小正周期：

（１）ｆ（ｘ）＝ｘｔａｎｘ； （２）ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎ２ｘ｜；

（３）ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘｘ
； （４）ｆ（ｘ）＝ｃｏｔ（３ｘ＋１）．

７．判断下列函数在给定区间上是否有界：

（１）ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ２

，ｘ∈Ｒ；　　　　　　 （２）ｆ（ｘ）＝ｘ２ｔａｎｘ，ｘ∈ ０，π（ ）４ ；

（３）ｆ（ｘ）＝１－ｘｘ
，ｘ∈ （０，１）； （４）ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－１００ｓｉｎｘ，ｘ∈ （１，＋∞）．
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８．设ｆ（ｘ）＝
０，ｘ≤０，

２ｘ，ｘ＞０｛ ，ｇ
（ｘ）＝

－ｘ２， ｘ≤０，

ｘ２， ｘ＞０｛ ．
求ｆｇ，ｇｆ，ｆｆ，ｇｇ．

９．下列函数分别是由哪几个较简单的函数复合而成？

（１）ｆ（ｘ）＝ １＋ｅ２槡 ｘ；

（２）ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ａｒｃｔａｎ２ｘ）；

（３）ｆ（ｘ）＝ｃｏｓ３（１＋槡ｘ）．
１０．求下列函数的反函数，并指出反函数的定义域：

（１）ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘ２
，π＜ｘ＜３π； （２）ｆ（ｘ）＝１－２

ｘ

１＋２ｘ
；

（３）ｆ（ｘ）＝１－ １－ｘ槡 ２，－１≤ｘ＜０； （４）ｆ（ｘ）＝
（ｘ－π）２， ０≤ｘ＜π，

ｓｉｎｘ， π≤ｘ≤ ３２π
烅
烄

烆
．

１１．设ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ槡 ２

，记ｆ１（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｆｎ＋１（ｘ）＝ｆ（ｆｎ（ｘ））（ｎ＝１，２，…），证明：

ｆｎ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｎｘ槡 ２

　　（ｎ＝１，２，…）．

§１．２　 数 列 的 极 限

知 识 要 点

一、数列的极限的概念

数列的极限是反映数列变化趋势的重要指标．
定义１．２．１　 设｛ａｎ｝是数列．如果存在常数ａ，使得对于任意给定的正数

ε＞０，存在正整数Ｎ，使得当ｎ＞Ｎ 时，成立

｜ａｎ－ａ｜＜ε，

则称｛ａｎ｝以ａ为极限，或称｛ａｎ｝收敛于ａ，记为

ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝ａ，

否则，就称数列｛ａｎ｝发散．

二、无穷小量与无穷大量

定义１．２．２　 设有数列｛ａｎ｝．如果ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝０，即，对于任意给定的正数ε＞０，

存在正整数Ｎ，使得当ｎ＞Ｎ 时，成立

｜ａｎ｜＜ε，
则称｛ａｎ｝是无穷小量，记作
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ａｎ ＝ｏ（１），ｎ→ ∞．
定理１．２．１　 有限多个无穷小量的代数和为无穷小量．
定理１．２．２　 有界量和无穷小量的乘积是无穷小量．
定义１．２．３　 设｛ａｎ｝是数列．如果对于任意给定的数Ｋ ＞０，存在正整数Ｎ，

使得当ｎ＞Ｎ 时，成立

｜ａｎ｜＞Ｋ，
则称｛ａｎ｝是无穷大量，记为ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ ＝ ∞．

如果上述不等式可改作ａｎ ＞Ｋ（或ａｎ ＜－Ｋ），则称｛ａｎ｝是正（或负）无穷大
量，分别记为ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ ＝＋∞ 和ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ ＝－∞．

定理１．２．３　 设｛ａｎ｝是无穷小量，且ａｎ ≠０，则
１
ａ｛ ｝ｎ 是无穷大量；反之亦然．

三、收敛数列的性质

定理１．２．４（四则运算法则）　 设ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝Ａ，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ ＝Ｂ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ａｎ±ｂｎ）＝Ａ±Ｂ；

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ａｎｂｎ）＝ＡＢ；

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ
ｂｎ ＝

Ａ
Ｂ
（Ｂ≠０）．

定理１．２．５（唯一性）　 如果数列｛ａｎ｝收敛，则｛ａｎ｝的极限唯一．
定理１．２．６（有界性）　 如果数列｛ａｎ｝收敛，则｛ａｎ｝是有界数列．
定理１．２．７（夹逼性）　 设｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝，｛ｃｎ｝为数列．如果自某项以后均有

ａｎ ≤ｂｎ ≤ｃｎ，且ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｃｎ ＝Ａ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｂｎ ＝Ａ．

四、单调有界数列

设数列｛ａｎ｝满足

ａｎ ≤ａｎ＋１，ｎ≥１，
则称｛ａｎ｝是单调增加数列，也称作单调上升数列；如果

ａｎ ≥ａｎ＋１，ｎ≥１，
则称｛ａｎ｝是单调减少数列，也称作单调下降数列．
定理１．２．８　 单调有界数列必有极限．
定理１．２．９（Ｓｔｏｌｚ定理）　 设｛ａｎ｝是严格单调增加的正无穷大量，且

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｂｎ－ｂｎ－１
ａｎ－ａｎ－１ ＝

ａ（ａ可以有限，或＋∞ 与－∞），
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则

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｂｎ
ａｎ ＝ａ．

五、Ｃａｕｃｈｙ收敛准则

定理１．２．１０（Ｃａｕｃｈｙ收敛准则）　 数列｛ａｎ｝收敛的充要条件是：对于任意给

定的ε＞０，存在正整数Ｎ，使得当ｍ，ｎ＞Ｎ 时，成立

｜ａｎ－ａｍ｜＜ε．

例 题 分 析

例１．２．１　 用定义证明ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ＋３
２ｎ２－１＝

０．

证　分析：对于任意给定的ε＞０，要
ｎ＋３
２ｎ２－１－

０ ＜ε，这只要
ｎ＋３ｎ
ｎ２ ＜ε，

即 ４
ｎ ＜ε即可．于是，对于任意给定的ε＞０，取Ｎ＝

４［ ］ε ，则当ｎ＞Ｎ时，便有

ｎ＋３
２ｎ２－１－

０ ＜ε，

即

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ＋３
２ｎ２－１＝

０．

注 　为了验证ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝Ａ，需要证明｛ａｎ－Ａ｝是无穷小量，由于这个量一般比

较复杂，要从中找出Ｎ，通常需要进行适当的放大，简化表达式．
例１．２．２　 计算下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｎ＋４
ｎ２－ｎ

；　　　　　　　 （２）ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｎ２＋ｎ
ｎ２－ｎ＋１

；

（３）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ３＋２ｎ
３ｎ２－２ｎ＋１

； （４）ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｎ２＋槡 ｎ－ ｎ２－槡 ｎ）；

（５）ｌｉｍ
ｎ→∞

５（－２）ｎ＋２·５ｎ

４ｎ＋３·５ｎ＋７
； （６）ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎｃｏｓ２ｎ
３ｎ２＋２ｎ＋１

．

解 　（１）利用定理１．２．４，可得

ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｎ＋４
ｎ２－ｎ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

２
ｎ＋

４
ｎ２

１－１ｎ

＝
ｌｉｍ
ｎ→∞

２
ｎ＋

４
ｎ（ ）２

ｌｉｍ
ｎ→∞

１－１（ ）ｎ
＝０＋０１－０＝

０．

（２）利用定理１．２．４，可得
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