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序

本书的作者蔡燧林先生是浙江大学的资深教授，至今已在高校教坛耕耘５０
余载．他曾任：浙江大学数学系副主任，原国家教委工科数学课程指导委员会委

员，多个学术刊物的编委．
多年来，我与蔡燧林教授相识、相知：他学术水平高，曾在《中国科学》、《科

学通报》、《数学学报》、《数学年刊》等一级学报上发表了４０多篇学术论文；他主

讲过多门数学课程，教学经验丰富，治学严谨，并编著、主编、合编了多部深受好

评的数学教材、著作．读者从本书可以看出，他以研究型笔调，从事基础课教学

用书的编写．这是一本很有特色的教学用书，它不但可以提高读者分析问题的

水平和解题的能力，并且能深化读者对高等数学的概念、理论、方法的理解和掌

握．对高等数学的教学与竞赛，一定会有所裨益．

李心灿

２０１０年冬于北京航空航天大学



前　　言

高等学校（特别是理工类）师生，为讲授、学习高等数学，常因例题、习题过

浅而提高不了兴趣或掌握不了问题的实质．参加竞赛，也只能抱着试试看的心

情仓促上马，准备时也因缺少参照物而无法下手．数学专业的学生，也可能因运

算在某些方面比不上其他理工类的学生而感到烦恼．本书就是为填补这些空白

而编写的．
中国数学会“中国大学生数学竞赛组委会”于２００９年１０月为全国高校学生

举办首届高等数学竞赛．为使竞赛不致漫无边际，竞赛组委会指出，非数学专业

的高等数学竞赛内容为理工科本科教学大纲规定的高等数学内容．从首届试卷

的试题看，其中简单的与研究生入学考试（数学一）的试题难度持平，使参赛者

有信心．而难题远高于后者，但也不像奥数那样漫无边际，而是有路可循．可以

这么说，竞赛中的难题，比研究生入学考试，可能要添一个台阶，使学生能拾级

而上；或者这类题比研究生入学考试，可能因难度系数过大而不适用．本书对于

基本题，只是略施笔墨，点到为止．而将主要篇幅用来介绍上述所说的这类问

题，介绍概念的分析以及各种方法的综合运用．
全书共分８章，每章分若干节，每节分若干大段．由于篇幅不能太长，所以本

书中不列出定义、定理、公式．而对于一般教科书上未深入提及的某些概念之间

的关系和重要定理的证明，以及一些方法的阐述，在本书中有时用例题的形式，
有时通过一些例题的启发用“分析”与“［注］”的形式给予介绍．例如，读者在本

书中将会看到如下一些内容，曲线凹向几个等价性定义的证明，一般情形下如

何求锥面、柱面、旋转面的方程，二元函数的二重极限与逐次极限，连续，偏导

数，全微分，方向导数等等之间的关系及各种情形下的反例，混合偏导数不相等

的例子，多元函数各种积分方法的例子，级数收敛性的阿贝尔判别法与狄里克

雷判别法，傅里叶级数的封闭性方程等等．
本书中的例题与习题分填空题与解答题两类．填空题是简单的计算题或简

单的论证题（例如级数中的判敛），解答题包括计算题、论证题和讨论题三种．考



研题中的选择题，将它改造成填空题或论证题．全书共有例题３０６个，习题３９６
个．习题中的计算题全有答案，较难的计算题及论证题给出较详细的提示．

本书中只是在个别题中用到εδ来解题，例如施笃兹定理的证明及与此类

似的洛必达法则中只是在分母趋于无穷的情形等某些地方．本书中不要求读者

知道“柯西收敛准则”．全书不涉及“一致连续”，“一致收敛”，“确界”，“达布和”，
“上、下极限”，“囿变”等数学分析中的概念．

本书在编写过程中，除参考一般教科书外，参考了下列书籍：
（１）大学生数学竞赛试题研究生入学考试难题解析选编，李心灿等编，机械

工业出版社，２００５年．
（２）数学分析习题集，吉米多维奇著，高等教育出版社，２０１０年．
由于作者水平有限，不当之处，敬请读者在使用本书过程中不吝指正．

蔡燧林

２０１０年７月于浙江大学理学部数学系

Ⅳ 　前言
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第一章　函数、极限、连续

本章主要内容如下：

（１）函数的概念及表示法、简单应用问题的函数关系的建立．
（２）函数的性质：有界性、单调性、周期性和奇偶性．
（３）复合函数、反函数、分段函数和隐函数、基本初等函数的性质及其图形、初等函数．
（４）数列极限与函数极限的定义及其性质、函数的左极限与右极限．
（５）无穷小和无穷大的概念及其关系、无穷小的性质及无穷小的比较．
（６）极限的四则运算、极限存在的单调有界准则和夹逼准则、两个重要极限．
（７）函数的连续性（含左连续与右连续）、函数间断点的类型．
（８）连续函数的性质和初等函数的连续性．
（９）闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值和最小值定理、介值定理）．

１．１　函数

上述内容中有关本书的知识，实际上贯穿于整个高等数学之中．例如，在极限中，有时要

检查有否有界性和单调性，利用导数可以研究单调性，弄清楚有否奇、偶性，对于定积分甚至

重积分的计算会带来方便．将复合函数分解为一些基本初等函数的复合，是求导的重要一

环．基本初等函数及其图形，可以说是无处不用．最大值、最小值问题，定积分应用，常微分方

程，都与建立函数关系有关，等等．所以许多问题不是本节中单独处理的．
以下仅就 ①由函数的奇、偶性与周期性构造函数；②求分段函数的复合函数；③求简单

函数的反函数；④关于函数有界（无界）的讨论这四类问题举例于后．

一、由函数的奇、偶性与周期性构造函数

例１　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义且是周期为２的奇函数．已知ｘ∈（０，１）时ｆ（ｘ）＝

ｌｎｘ＋ｃｏｓｘ＋ｅｘ＋１，则当ｘ∈［－４，－２］时，ｆ（ｘ）＝ ．
分析　由奇函数，可由区间（０，１）上的表达式得到区间（－１，０）上的表达式；再由周期为

２，可得到区间（－３，－２）上的表达式；再由区间（０，１）上的表达式及周期２，可得到区间（－４，

－３）上的表达式．最后，由奇函数及周期性可计算出ｆ（０），ｆ（－２），ｆ（－３）及ｆ（－４）的值．



解　应填

ｆ（ｘ）＝

ｌｎ（ｘ＋４）＋ｃｏｓ（ｘ＋４）＋ｅｘ＋５， 当ｘ∈ （－４，－３）；

－ｌｎ｜ｘ＋２｜－ｃｏｓ（ｘ＋２）－ｅ－ｘ－１， 当ｘ∈ （－３，－２）；

０， 当ｘ＝－４，－３，－２
烅

烄

烆 ．

　　设ｘ∈（－１，０），有－ｘ∈（０，１）．由奇函数性质，有

ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）＝－ｌｎ（－ｘ）－ｃｏｓ（－ｘ）－ｅ－ｘ＋１

＝－ｌｎ｜ｘ｜－ｃｏｓｘ－ｅ－ｘ＋１．

　　设ｘ∈（－３，－２），有ｘ＋２∈（－１，０）．由周期性，有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋２）＝－ｌｎ｜ｘ＋２｜－ｃｏｓ（ｘ＋２）－ｅ－ｘ－１．

　　设ｘ∈（－４，－３），有ｘ＋４∈（０，１）．由周期性，有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋４）＝ｌｎ（ｘ＋４）＋ｃｏｓ（ｘ＋４）＋ｅｘ＋５．

　　又由题设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义且为奇函数，故ｆ（０）＝０．再由周期为２，故

ｆ（－２）＝ｆ（０）＝０．ｆ（－３）＝ｆ（－１）＝－ｆ（１）＝－ｆ（１－２）＝－ｆ（－１），所以ｆ（－１）＝０，

从而ｆ（－３）＝０．ｆ（－４）＝ｆ（－２）＝０．最后得ｆ（ｘ）如上所填．

二、求分段函数的复合函数

例２　设ｆ（ｘ）＝
（ｘ－１）２， ｘ≤１，

１
１－ｘ

， ｘ＞１
烅
烄

烆 ，　
则ｆ（ｆ（ｘ））＝ ．

分析　设ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）都是分段函数，求ｆ（ｇ（ｘ））的表达式时，由外层函数ｆ，写出复

合函数的表达式，并同时写出中间变量（即内层函数ｇ）的取值范围；然后按内层函数（即

ｇ（ｘ））的分段表达式，过渡到自变量的变化范围，得到分段表达式．如果要求ｇ（ｆ（ｘ））的表

达式，亦类似．
解　应填

ｆ（ｆ（ｘ））＝

（ｘ２－２ｘ）２， 当０≤ｘ≤１；

ｘ
１－（ ）ｘ

２

， 当ｘ＞１；

１
２ｘ－ｘ２

， 当ｘ＜０

烅

烄

烆 ．

　　因

ｆ（ｆ（ｘ））＝
（ｆ（ｘ）－１）２， ｆ（ｘ）≤１，

１
１－ｆ（ｘ）

， ｆ（ｘ）＞１
烅
烄

烆 ，

又由ｆ（ｘ）的定义，进而有
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ｆ（ｆ（ｘ））＝

（（ｘ－１）２－１）２， 当（ｘ－１）２≤１且ｘ≤１，

１
１－ｘ－（ ）１ ２

， 当 １
１－ｘ≤

１且ｘ＞１，

１
１－（ｘ－１）２

， 当（ｘ－１）２＞１且ｘ≤１，

１

１－ １
１－ｘ

， 当 １
１－ｘ＞

１且ｘ＞１

烅

烄

烆

．

因为 １
１－ｘ＞１

与ｘ＞１之交为空集，弃之，并再化简，得ｆ（ｘ）的表达式如上所填．

三、求简单函数的反函数

例３　求函数ｙ＝ｆ（ｘ）＝ ｘ２－ｘ＋槡 １－ ｘ２＋ｘ＋槡 １的反函数ｙ＝ｆ－１（ｘ）及其定义域．
解　因为ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），所以ｆ（ｘ）为奇函数．

由ｙ＝ ｘ２－ｘ＋槡 １－ ｘ２＋ｘ＋槡 １，易见，当ｘ＞０时ｙ＜０，当ｘ＜０时ｙ＞０．为了解出ｘ，
两边平方，得

ｙ２＝ｘ２－ｘ＋１＋ｘ２＋ｘ＋１－２ （ｘ２＋１）２－ｘ槡 ２

＝２（ｘ２＋１）－２ ｘ４＋ｘ２＋槡 １． （１．１）
移项，

２ ｘ４＋ｘ２＋槡 １＝２（ｘ２＋１）－ｙ２，
两边再平方，化简，得

ｘ２（４－４ｙ２）＝４ｙ２－ｙ４，

ｘ２＝ｙ
２

４
４－ｙ２

１－ｙ（ ）２ ．
解出ｘ，并注意到ｘ与ｙ反号，得

ｘ＝－ｙ２
４－ｙ２

１－ｙ槡 ２． （１．２）

为了确定反函数（１．２）的定义域，为此要讨论直接函数的值域．由式（１．１）去证ｙ２＜１且

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｙ２＝１．若确实如此，则说明直接函数的值域为｛ｙ｜｜ｙ｜＜１｝．

设ｙ２≥１，即设２（ｘ２＋１）－２ ｘ４＋ｘ２＋槡 １≥１，移项、两边平方，得

２ｘ２＋１≥２ ｘ４＋ｘ２＋槡 １，
两边再平方得４ｘ４＋４ｘ２＋１≥４（ｘ４＋ｘ２＋１），这是个矛盾．所以ｙ２＜１．又

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｙ２＝ｌｉｍ

ｘ→∞
（２（ｘ２＋１）－２ ｘ４＋ｘ２＋槡 １）

＝２ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ４＋２ｘ２＋１－（ｘ４＋ｘ２＋１）
ｘ２＋１＋ ｘ４＋ｘ２＋槡 １

＝１．
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所以直接函数的值域为｛ｙ｜｜ｙ｜＜１｝，因此反函数（１．２）的定义域为｛ｙ｜｜ｙ｜＜１｝．改写记号，

所以反函数为

ｙ＝－ｘ２
４－ｘ２

１－ｘ槡 ２，定义域为｛ｘ｜｜ｘ｜＜１｝．

　　［注］　仅由式（１．２）还无法推知反函数（１．２）的定义域，而应该由“直接函数的值域为反

函数的定义域”来确定反函数的定义域．

四、关于函数有界（无界）的讨论

关于函数有界（无界）的定理，散见于教科书的不同章节，常被读者疏忽．为方便读者使

用，今将它写成如下定理．
定理１．１．１　（关于有界、无界的充分条件）

（１）设ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）存在，则存在δ＞０，当－δ＜ｘ－ｘ０＜０时，ｆ（ｘ）有界；对ｘ→ｘ＋０ ，ｘ→ｘ０

有类似的结论．
（２）设ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）存在，则存在Ｘ＞０，当｜ｘ｜＞Ｘ时，ｆ（ｘ）有界；对ｘ→＋∞，ｘ→－∞有类

似的结论．
（３）设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界．
（４）设ｆ（ｘ）在数集Ｕ 上有最大值（最小值），则ｆ（ｘ）在Ｕ 上有上（下）界．
（５）有界函数与有界函数之和、积均为有界函数．
以上均为充分条件，其逆均不成立．
（６）设ｌｉｍ

ｘ→□
ｆ（ｘ）＝∞，则ｆ（ｘ）在□的去心邻域内无界．但其逆不成立．这里的□可以是

ｘ０，ｘ－０ ，ｘ＋０ ，∞，－∞，＋∞中６种情形的任一种．

例４　设　ｆ（ｘ）＝
（ｘ３－１）ｓｉｎｘ
（ｘ２＋１）｜ｘ｜

， 当ｘ≠０，

无定义， 当ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
，ｇ（ｘ）＝

１
ｘｓｉｎ

１
ｘ
， 当ｘ≠０，

０， 当ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
试讨论

ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）在它们各自的定义域上的有界性与无界性．

解　先讨论ｆ（ｘ）．因ｌｉｍ
ｘ→０±

ｓｉｎｘ
｜ｘ｜＝±１

，ｌｉｍ
ｘ→０±

ｘ３－１
ｘ２＋１＝－１

，所以ｌｉｍ
ｘ→０±
ｆ（ｘ）＝１．从而知，存

在δ＞０，在ｘ＝０的去心δ邻域∪

δ（０）＝｛ｘ｜－δ＜ｘ＜δ，ｘ≠０｝内，ｆ（ｘ）有界．

又因ｌｉｍ
ｘ→±∞

ｘ３－１
（ｘ２＋１）｜ｘ｜

＝±１，所以存在Ｘ＞０，当｜ｘ｜＞Ｘ 时， ｘ３－１
（ｘ２＋１）｜ｘ｜

有界，而ｓｉｎｘ

显然有界，所以ｆ（ｘ）在｛ｘ｜（－∞＜ｘ＜－Ｘ）∪（Ｘ＜ｘ＜＋∞）｝内有界．
再因ｆ（ｘ）分别在区间［－Ｘ，－δ］与［δ，Ｘ］上连续，从而知有界．
合并前述三项知ｆ（ｘ）在（－∞，０）∪（０，＋∞）上有界．
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再讨论ｇ（ｘ）．对于任给的Ｍ＞０，取ｘｎ＝ １

２ｎπ＋π２

，有

ｇ（ｘｎ）＝ ２ｎπ＋π（ ）２ ｓｉｎ２ｎπ＋π（ ）２ ＝２ｎπ＋π２．

当ｎ＞Ｍ２π－
１
４

时，ｇ（ｘｎ）＞Ｍ．即对于任给的Ｍ＞０，总存在ｘｎ，其中ｎ＞Ｍ２π－
１
４
（这种ｎ总是

有的），使ｇ（ｘｎ）＞Ｍ，说明ｇ（ｘ）在ｘ＝０的去心邻域内无界．

［注］　改变有限个点处的函数值，不影响该函数的有界（无界）性．又，若取ｘ′ｎ＝ １２ｎπ
，则

有ｇ（ｘ′ｎ）＝０．故知ｌｉｍ
ｘ→０
ｇ（ｘ）≠∞．此例也说明：ｇ（ｘ）在ｘ＝０的去心邻域内无界，并不一定有

ｌｉｍ
ｘ→０
ｇ（ｘ）＝∞．无穷是无界的充分条件而不是必要条件．

１．２　极限

本节主要内容有：求函数的极限，包括已知某极限求另一极限，已知某极限求其中的某

些参数，无穷小的比较及无穷小的阶；讨论数列极限的存在性及求数列的极限，包括用εＮ
证明数列的极限的存在性，利用积分和式求极限，利用夹逼定理求极限，利用单调有界定理

证明极限的存在性，利用级数的敛散性讨论相关的极限等等．在竞赛中，数列极限的题往往

多于函数的极限的题，且比后者难．

一、求函数的极限

函数的极限，主要是求７种待定型的极限．这７种待定型是：０
０

型，∞
∞

型，０·∞型，∞－∞

型，１∞型，００ 型，∞０ 型．处理的方法是：
（１）用初等数学（例如三角、对数、指数、分子与分母同乘以某式、提公因式等）中的恒等

变形，使得能约分的就约分，能化简就化简；
（２）如果有那种因式（因式，不是项），它的极限存在但不为０，那么可将这种因式按乘积

运算法则提出来另求，剩下的再另行处理；
（３）用等价无穷小替换；

（４）用洛必达法则（“∞
∞
”型中“分子→∞”这一条件可以省去，结论不变）；

（５）用泰勒公式，或拉格朗日中值公式，或积分中值公式；
（６）有时要用到夹逼定理；
（７）最后都可能归结到极限的四则运算定理，复合函数求极限，连续函数求极限，以及

几个重要极限；

５第一章　函数、极限、连续　



（８）第二章中还会提到用导数定义求极限．

例１　求ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ）
２
ｘ－ｅ２（１－ｌｎ（１＋ｘ））

ｘ ．

分析　易见为“０
０
”型．若立即用洛必达法则，会带来复杂的运算．宜先按下列顺序化简：

（１）将幂指函数化成指数函数；（２）拆项计算（项，不是因式），其中拆开的各项的极限可以分

别计算；（３）用等价无穷小替换．

解　
（１＋ｘ）

２
ｘ－ｅ２（１－ｌｎ（１＋ｘ））

ｘ ＝ｅ
２
ｘｌｎ（１＋ｘ）－ｅ２＋ｅ２ｌｎ（１＋ｘ）

ｘ
，ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ２ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ ＝ｅ２，

ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
２
ｘｌｎ（１＋ｘ）－ｅ２

ｘ ＝ｅ２ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
２
ｘｌｎ（１＋ｘ）－２－１
ｘ

　　 
等
ｅ２ｌｉｍ

ｘ→０

２
ｘｌｎ

（１＋ｘ）－２

ｘ ＝２ｅ２ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
ｘ２

　　 
洛
２ｅ２ｌｉｍ

ｘ→０

１
１＋ｘ－

１

２ｘ ＝－ｅ２，

其中“等”表示用了等价无穷小替换，“洛”用了洛必达法则．所以原式＝０．

例２　求ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ）
１
ｘ－１

ｘ ．

分析　一时还弄不清是否为“０
０
”型．应先考虑ｌｉｍ

ｘ→０
（ｃｏｓｘ）

１
ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
１
ｘｌｎｃｏｓｘ，再进一步讨论．

解　ｌｉｍ
ｘ→０
（ｃｏｓｘ）

１
ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
１
ｘｌｎｃｏｓｘ．

而

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｃｏｓｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（ｃｏｓｘ－１＋１）
ｘ

　　 
等
ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－１
ｘ ＝０，（用到：ｕ→０时ｌｎ（１＋ｕ）～ｕ）

所以

ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ）
１
ｘ －１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅ
１
ｘｌｎｃｏｓｘ－１
ｘ

　　 
等
ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘｌｎｃｏｓｘ

ｘ 　（用到：ｕ→０时ｅｕ－１～ｕ）

　　 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｃｏｓｘ
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

－ｓｉｎｘｃｏｓｘ
２ｘ ＝－１２．

　　例３　求ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ（ｔａｎｘ）－ｓｉｎ（ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ ．
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分析　显然为“０
０
”型．直接用洛必达法则，显然是不可取的．先将分子变形拆成两项之

和处理之．

解　ｔａｎ
（ｔａｎｘ）－ｓｉｎ（ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ ＝ｔａｎ

（ｔａｎｘ）－ｔａｎ（ｓｉｎｘ）＋ｔａｎ（ｓｉｎｘ）－ｓｉｎ（ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ

＝ｓｅｃ
２
ξ·（ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ ＋ｔａｎ

（ｓｉｎｘ）－ｓｉｎ（ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ

，

其中ｓｉｎｘ＜ξ＜ｔａｎｘ．前一项，由ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｅｃ２ξ＝ｓｅｃ

２０＝１，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｅｃ２ξ·（ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎｘ·（１－ｃｏｓｘ）
（ｘ－ｓｉｎｘ）ｃｏｓｘ


等
ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ３
２（ｘ－ｓｉｎｘ）

洛 ３
２ｌｉｍｘ→０

ｘ２
１－ｃｏｓｘ＝

３，

对于后一项，命ｔ＝ｓｉｎｘ，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ（ｓｉｎｘ）－ｓｉｎ（ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

ｔａｎｔ－ｓｉｎｔ
ａｒｃｓｉｎｔ－ｔ

　　 
洛
ｌｉｍ
ｔ→０

ｓｅｃ２ｔ－ｃｏｓｔ
１
１－ｔ槡 ２

－１
＝ｌｉｍ

ｔ→０

１－ｃｏｓ３ｔ
１－（１－ｔ２）

１
２

　　 
洛
ｌｉｍ
ｔ→０

３ｃｏｓ２ｔｓｉｎｔ
ｔ（１－ｔ２）－

１
２
＝３．

所以原式 ＝３＋３＝６．

例４　 设ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某邻域内连续，ｆ（０）≠０，则ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ

＝ ．

分析　此为“０
０
”型，用洛必达法则对ｘ求导时，宜先将积分号内的ｘ变形到积分号上、

下限中，或积分号外面．为此，分子应拆项，分母应作积分变量变换．

解　应填１
２．

∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ，

∫
ｘ

０
ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ＝∫

０

ｘ
ｆ（ｕ）（－ｄｕ）＝∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＝∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，

　　原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

　　 
洛
ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ（ｘ）－ｘｆ（ｘ）

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ（ｘ）

．
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仍为“０
０
”型，但不能再用洛必达法则，因为ｆ（ｘ）在ｘ＝０的去心邻域内未设可导，不满足洛

必达法则中通常所说的第２个条件，以下用两个方法．
方法１　 用积分中值定理，下式中ξ介于０与ｘ之间，

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ξ）
ｘｆ（ξ）＋ｘｆ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ξ）
ｆ（ξ）＋ｆ（ｘ）

＝ ｆ（０）
ｆ（０）＋ｆ（０）＝

１
２．

方法２

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｆ（ｘ）

．

由洛必达法则，

ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
１ ＝ｆ（０），

从而

原式＝
ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）

＝ ｆ（０）
ｆ（０）＋ｆ（０）＝

１
２．

例５　设ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝０，ｆ″（ｘ）＞０．在曲线ｙ＝ｆ（ｘ）上任

意一点（ｘ，ｆ（ｘ））（ｘ≠０）处作此曲线的切线，此切线在ｘ轴上的截距记为ｕ，求ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｕ）
ｕｆ（ｘ）．

分析　按题目要求一步步往下做即可．条件中给出ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，想到用拉

格朗日余项泰勒公式．
解　过点（ｘ，ｆ（ｘ））的曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的切线方程为

Ｙ－ｆ（ｘ）＝ｆ′（ｘ）（Ｘ－ｘ），
它在ｘ轴上的截距

ｕ＝ｘ－ｆ
（ｘ）

ｆ′（ｘ）
．

（由于ｆ′（０）＝０，ｆ″（ｘ）＞０知，当ｘ≠０时ｆ′（ｘ）≠０）．将ｆ（ｘ）按拉格朗日余项泰勒公式展开：

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｘ＋１２ｆ″
（ξ１）ｘ

２＝ １２ｆ″
（ξ１）ｘ

２，

于是 ｆ（ｕ）＝１２ｆ″
（ξ２）ｕ

２．
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代入欲求之式，并由ｆ″（ｘ）的连续性，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｕ）
ｕｆ（ｘ）＝

ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘｆ″

（ξ２）ｕ
２

１
２ｕｆ″

（ξ１）ｘ
２
＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ″（ξ２）
ｆ″（ξ１）

·ｌｉｍ
ｘ→０

ｕ
ｘ ＝ｌｉｍｘ→０

ｘ－ｆ
（ｘ）

ｆ′（ｘ）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｘｆ′（ｘ） ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘｆ″（ｘ）
ｘｆ″（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＝

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）

ｆ″（ｘ）＋ｆ′
（ｘ）
ｘ

＝ １２．

其中最后一步来自：ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ″（ｘ）＝ｆ″（０），ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ″（ｘ）
１ ＝ｆ″（０）．

例６　以［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数，ａ为常数，设

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｅ
２
ｘ）

ｌｎ（１＋ｅ
１
ｘ）
＋ａ［ｘ（ ）］

极限存在，则ａ＝ ，此极限值＝ ．

分析　一般说来，含有｜ｘ｜，ｅ
１
ｘ，讨论ｘ→０时的极限，含有［ｘ］讨论ｘ趋于整数时的极

限，应分左、右极限讨论之．
解　应填ａ＝－２，此极限值＝２．

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｌｎ（１＋ｅ
２
ｘ）

ｌｎ（１＋ｅ
１
ｘ）
＋ａ［ｘ（ ）］＝ｌｉｍｘ→０ｌｎ（１＋ｅ

２
ｘ）

ｌｎ（１＋ｅ
１
ｘ）
＋（－ａ）

　　 
等
ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
２
ｘ

ｅ
１
ｘ
－ａ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
１
ｘ －ａ＝－ａ；

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ｅ
２
ｘ）

ｌｎ（１＋ｅ
１
ｘ）
＋ａ［ｘ（ ）］＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

２
ｘ＋ｌｎ

（１＋ｅ－
２
ｘ）

１
ｘ＋ｌｎ

（１＋ｅ－
１
ｘ）
＋０

　　 ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

２＋ｘｌｎ（１＋ｅ－
２
ｘ）

１＋ｘｌｎ（１＋ｅ－
１
ｘ）
＝２．

所以当且仅当ａ＝－２时，该极限存在，极限值为２．
例７　已知常数ａ，ｂ均不为零，且

ｌ＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ａｘ）
１
２ ＋（１＋ｂｘ）

１
３ －２

ｘ２ ＝－３２
，

则ａ＝ ，ｂ＝ ．

分析　此为“０
０
”型，由于参数待求，所以在继续用洛必达法则时，要适当讨论．本题也可

分别将（１＋ａｘ）
１
２与（１＋ｂｘ）

１
３按佩亚诺余项泰勒公式展开．读者将会发现，用后一方法比前

者省事．
解　应填ａ＝±２，ｂ＝３．
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