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序　　言

微积分是人类最伟大的创造发明之一．在微积分诞生的三百多年
间，它已为阐述和解决现实世界中所提出的各种问题提供了强有力的
工具．微积分作为“高等数学”课程的核心内容，也已成为人才培养必须
掌握的重要内容．
上海大学是一所全面实行短学期制、学分制和选课制的高等学校，

“我们希望学生来到学校是为掌握一种正确的学习方法、工作方法和思
想方法，也就是辩证唯物主义的方法．所学课程也好，专业也好，仅仅是
一种载体，通过这个载体使大家掌握这种方法．”因此，结合学校的办学
理念、体制和机制，编写出一本既反映学习内容和思想方法，同时又能
满足学校人才培养目标的教材，是我校培养高素质人才战略的重要组
成部分．

“高等数学”是上海大学理工类和管理类大学生的必修课程，微积
分中的“以直代曲、先分后合”的这种综合分析方法的辩证思想，其作为
一种科学研究方法正逐渐成为各专业大学生必须掌握的一种思想方

法，因此“高等数学”也逐步成为其他专业学生的必修或选修课程，它已
在我校人才培养中占据极其重要的地位．
教育的目的是培养人，教学应以学生为中心，因此在教学过程中仅

仅是教师的讲解是不够的．一个好的教学过程应该是教师和学生共同
构建的互动的整体，充分发挥教师在教学中的核心指导作用，教学为学
生着想，学生在学习中能够不断地有所反应和互动，这样的教学才会富
有成效．本教材即在以上这些方面作了一些有益的尝试和实践．
上海大学理学院数学系拥有一批长期活跃在教学与科研第一线的

教师，他们结合我校教育教学改革的特点，在教学过程进行了许多探索
和实践，今天编写完成的《高等数学教程》一书，就是他们长期坚持将教
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学和科研相结合的结晶．本教材结合微积分的思想，并试图把数学建模
的思想和方法有机地融入到《高等数学教程》的课程教学之中，这是对
大学“高等数学”教学改革的初步尝试．它也许能使学生通过对《高等数
学教程》的学习，逐步掌握起一种用数学的思想和方法去分析和解决实
际问题的能力，更能使学生在学习“高等数学”的过程中提高学习兴趣
和学习主动性，同时能起到提高学生的自学能力的作用．
在本教材出版之际，我借此机会衷心感谢我校理学院数学系广大

教师所发挥的聪明才智和爱岗敬业的精神，为基础理论课程的教学工
作所做出的探索和创新．同时也希望使用本教材的广大老师们对教材
中存在的不足提出批评和意见，为进一步提高“高等数学”的教学质量，
为培养高素质人才做出贡献．

上海大学副校长叶志明

２００５年７月１９日于上海大学新校区
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前　　言

本书是为综合性大学、高等师范院校的非数学理工类、管理类本科
学生编写的高等数学教程，是上海大学组建十多年以来，为满足广大学
生后续学习要求，经过多年的教学实践而编写完成的公共基础课教材．

２０世纪后半叶，信息技术获得了超乎想像的发展，数学的应用空
前地向一切领域渗透，数学教学的需求也随之不断地扩大．如何以学生
为中心，满足他们后继课程的需要，编写出一本与时俱进的教材是我们
努力追求的目标．
本书力图从数学的实际应用背景出发，引入一些数学建模的基本

思想，围绕高等微积分的主要思想、理论和方法，突出其广泛的应用．此
外根据学生不同的需求，精心设计了课后习题（Ａ）、（Ｂ）和总复习题．习
题（Ａ）是为本课程所有学生准备的必须进行且必须掌握的训练内容，
习题（Ｂ）是为继续深造的学生准备的训练内容．
本书根据上海大学实行短学期制（一学年三个教学学期、一个实践

学期）的特点而编写，分上、中、下三册．上册主编唐一鸣，中册主编俞国
胜，下册主编屠立煌．全书由邬冬华统稿．
本书的第一、第二、第三章由唐一鸣执笔完成；第四、第五章由应立

毅、唐一鸣执笔完成；第六章由应立毅、屠立煌执笔完成；第七章由吴寿
柏、屠立煌执笔完成；第八、第九章由俞国胜执笔完成；第十章由姜勤执
笔完成；第十一、十二章由任亚娣执笔完成．书中的数学建模的内容由
邬冬华、屠立煌编写。研究生范莉霞、庞莉莉、严侃等同学帮助打印了
本书中、下册的大部分内容。各节习题由吴东红、任亚娣、姜勤、应立毅
编写完成．潘宝珍、刘彬清、岳洪、郭伟娟、耿辉、沈裕华、金石明、吴牧、
何龙敏等和编写本书的作者一起参加了为编写本教程举行的多次教研

活动，他们献计献策，为本书的出版做出了重要贡献．
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在本书出版过程中，得到了上海大学校领导和教务处领导的大力
支持；同时也得到了理学院和数学系领导的鼓励和支持；上海大学出版
社王悦生编辑为本书出版做了诸多卓有成效的工作，在此一并表示深
深的谢意．
编写一本适合时代需求的高质量的高等数学教程实非易事，我们

虽然做了一些探索，但限于作者水平，不妥和谬误之处在所难免，希望
各位专家和广大师生不吝指正．

编　者
于２００５年盛夏
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符 号 说 明

符号　　　　　　　表示的意义

 “存在”或“找到”

 “对任何”或“对每一个”

 等价，充分且必要，当且仅当

ＡＢ 由Ａ 得到Ｂ
ｆ：Ａ→Ｂ ｆ是从集合Ａ 到集合Ｂ 的映射

Ｎ 自然数集合

Ｚ 整数集合

Ｑ 有理数集合

Ｊ 无理数集合

Ｒ 实数集合

Ｃ 复数集合

ｘ∈Ａ ｘ是集合Ａ 的元素

ＡＢ 集合Ａ 是集合Ｂ 的子集

Ｃ＝Ａ∪Ｂ 集合Ｃ是集合Ａ 与集合Ｂ 的并集

Ｃ＝Ａ∩Ｂ 集合Ｃ是集合Ａ 与集合Ｂ 的交集

ｘ∈Ａ∪Ｂ ｘ∈Ａ或ｘ∈Ｂ
ｘ∈Ａ∩Ｂ ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ
Ｃ＝Ａ＼Ｂ Ｃ是集合Ａ 与集合Ｂ 的差集

ｘ∈Ａ＼Ｂ ｘ∈Ａ但ｘＢ（ｘ不属于Ｂ）

ｆ∈Ｃ［ａ，ｂ］ ｆ属于在［ａ，ｂ］上连续的函数类

ｆ∈Ｃ１［ａ，ｂ］ ｆ属于在［ａ，ｂ］上具有一阶连续导数的函数类

ｆ∈Ｒ［ａ，ｂ］ ｆ属于在［ａ，ｂ］上黎曼可积的函数类
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书书书

第九章　向量代数与空间解析几何

　　近代数学本质上可以说是变量数学．文艺复兴以来资本主义生产
力的加速发展，对科学技术提出了全新的要求：机械的普遍使用促进
了对机械运动的研究；世界贸易的高速增长促使航海事业的迅速发展，
而测定船舶位置问题需要精确地研究天体运行的规律；武器的改进激
发了对弹道问题的探讨的热情，芸芸众众到了１６世纪，对运动与变化
的研究已变成为自然科学的中心问题．这就迫切地需要一种新的数学
工具，从而导致了变量数学亦即近代数学的诞生．
变量数学的第一个里程碑是解析几何的发明．解析几何的基本思

想是在平面上引进所谓“坐标”的概念，并借助这种坐标在平面上的点
和有序实数对（ｘ，ｙ）之间建立一一对应的关系．每一对实数（ｘ，ｙ）都
对应于平面上的一个点；反之，每一个点都对应于它的坐标（ｘ，ｙ）．以
这种方式可以将一个代数方程ｆ（ｘ，ｙ）＝０与平面上一条曲线对应起
来，于是几何问题便可归结为代数问题，并反过来通过代数问题的研究
发现新的几何结果．
借助坐标来确定点的位置的思想在古代已出现过，古希腊的阿波

罗尼奥斯关于圆锥曲线性质的推导，阿拉伯人通过圆锥曲线交点求解
三次方程的研究，都蕴涵着这种思想．解析几何最重要的先驱是法国数
学家奥雷斯姆，他在《论形态幅度》这部著作中提出了形态幅度原理（或
称图线原理），书中已接触到函数的图像表示，在这里，奥雷斯姆借用了
“经度”、“纬度”这两个地理学术语来描述他的图线，相当于横坐标与纵
坐标．不过他的图线概念是模糊的，至多是一种图表，还未形成清晰的
坐标与函数图像的概念．
解析几何的真正发明要归功于法国的另外两位数学家笛卡儿与费

马．他们工作的出发点不同，但却殊途同归．
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笛卡儿１６３７年发表了著名的哲学著作《更好地知道推理和寻求科
学真理的方法论》，该书有三个附录：《几何学》、《屈光学》和《气象学》，
解析几何的发明包含在《几何学》这篇附录中．笛卡儿的出发点是一个
著名的希腊数学问题———帕波斯问题．笛卡儿建立了世界上第一个倾
斜坐标系，在《几何学》第三卷中，笛卡儿给出了直角坐标系的例子．
与笛卡儿不同，费马工作的出发点是竭力恢复失传的阿波罗尼奥

斯的著作《论平面轨迹》，他为此写了一本题为《论平面和立体的轨迹引
论》的书，书中清晰地阐述了费马的解析几何原理．
近代数学中，总的趋势是把一切都建立在数的概念的基础上．解析

几何，从仅仅是几何推理的一种工具发展成这样一门学科：在这里，对
运算及其结果的直观的几何解释，不再是最终的、惟一的目标．几何直
观更主要是起着引导的作用，帮助启发和理解分析上的结果．几何的含
义的这种变化是在历史的进程中逐渐出现的，它大大的扩大了经典几
何的范围，同时促使几何与代数几乎是完美有机的结合．
本章先介绍向量和向量运算，用向量这工具讨论平面、直线的问

题，介绍一些常见的曲面与曲线，为学习多元函数微积分作些准备
工作．

第一节　向量及其线性运算

　　一、向量概念

在研究力学、物理学以及其他应用科学时，常会遇到这样一类量，
它们既有大小，又有方向．例如力、力矩、位移、速度、加速度等，这一类

图９ １

量称为向量（或矢量）．
在数学上，用一条有方向的线段（称为有向

线段）来表示向量．有向线段的长度表示向量的
大小，有向线段的方向表示向量的方向，如
图９ １．
以Ａ为起点、Ｂ为终点的有向线段所表示
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的向量记作
→ＡＢ．向量可用斜黑体字母表示，也可用上加箭头的书写体

字母表示，例如，ａ，ｒ，ｖ，Ｆ或ａ→，ｒ→，ｖ→，Ｆ
→
等等．

由于一切向量的共性是它们都有大小和方向，所以在数学上我们
只研究与起点无关的向量，通常称这种向量为自由向量，简称为向量．
因此，如果向量ａ和ｂ的大小相等，且方向相同，则说向量ａ和ｂ是相
等的，记为ａ＝ｂ．相等的向量经过平移后可以完全重合．
定义１
向量的模　向量的大小称为向量的长度（或模）．向量ａ，ａ→，→ＡＢ的

模分别记为｜ａ｜，｜ａ→｜，｜ →ＡＢ｜．
单位向量　长度等于１的向量称为单位向量．
零向量　长度等于０的向量称为零向量，记作０或０

→
．零向量是长

度为零的惟一向量，也是惟一一个没有确定方向的向量．
负向量　设ａ为一向量，与ａ的长度相等而方向相反的向量称为

ａ的负向量，记作－ａ．向量 →ＡＢ的负向量是 →ＢＡ．
两向量的平行　两个非零向量如果它们的方向相同或相反，就称

这两个向量平行．向量ａ与ｂ平行，记作ａ∥ｂ．零向量认为是与任何向
量都平行．
当两个平行向量的起点放在同一点时，它们的终点和公共的起点

在一条直线上．因此，两向量平行又称两向量共线．
向量的共面　设有ｋ（ｋ≥３）个向量，当把它们的起点放在同一

点时，如果ｋ个终点和公共起点在一个平面上，就称这ｋ个向量
共面．

　　二、向量的线性运算

１ 向量的加法
定义２　设有两个向量ａ与ｂ，平移向量使ｂ的起点与ａ的终点重

合，此时从ａ的起点到ｂ的终点所构成的向量ｃ称为向量ａ与ｂ的和，
记作ａ＋ｂ，即ｃ＝ａ＋ｂ．这种作出两向量之和的方法称为向量加法的三
角形法则．
利用平行四边形法则也可以作出两向量之和．方法如下：
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当向量ａ与ｂ不平行时，平移向量使ａ与ｂ的起点重合，以ａ、ｂ为
邻边作一平行四边形，从公共起点到对角的向量等于向量ａ与ｂ的和

ａ＋ｂ，如图９ ２．

图９ ２

向量的加法符合下列运算规律．
（１）交换律：ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ；
（２）结合律：（ａ＋ｂ）＋ｃ＝ａ＋（ｂ＋ｃ）；
（３）零向量：ａ＋０＝ａ；
（４）负向量：ａ＋（－ａ）＝０．
由于向量的加法符合交换律与结合律，故ｎ个向量ａ１，ａ２，…，ａｎ

（ｎ≥３）相加可写成

ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ，

并按向量相加的三角形法则，可得ｎ个向量相加的法则如下：使前一
向量的终点作为后一向量的起点，相继作向量ａ１，ａ２，…，ａｎ，再以第
一向量的起点为起点，最后一向量的终点为终点作一向量，这个向量即
为所求ｎ个向量的和．以三个向量为例，见图９ ３．
定义３　两个向量ｂ与ａ的差为

ｂ－ａ＝ｂ＋（－ａ）．

图９ ３
　　

图９ ４

即把向量－ａ加到向量ｂ上，如图９ ４．
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特别地，当ｂ＝ａ时，有

ａ－ａ＝ａ＋（－ａ）＝０．

因此，若把向量ａ与ｂ移到同一起点Ｏ，则从ａ的终点向ｂ的终点

图９ ５

所引向量便是向量ｂ与ａ的差ｂ－ａ，如图９ ５．
由三角形两边之和大于第三边的原理，有

三角不等式

｜ａ＋ｂ｜≤｜ａ｜＋｜ｂ｜，

｜ａ－ｂ｜≤｜ａ｜＋｜ｂ｜，

其中等号在ｂ与ａ同向或反向时，即ａ∥ｂ时成立．
２ 向量与数的乘法（数乘）
定义４　向量ａ与实数λ的乘法记作λａ，规定λａ是一个向量，它

的模｜λａ｜＝｜λ｜｜ａ｜，它的方向当λ＞０时与ａ相同，当λ＜０时与ａ相反
（图９ ６）．当λ＝０时，｜λａ｜＝０，即λａ为零向量，这时它的方向可以是

图９ ６

任意的．
对任意实数λ，有（λａ）∥ａ．
数乘有以下运算规律．
（１）１·ａ＝ａ．
（２）（－１）ａ＝－ａ．
（３）结合律：λ（μａ）＝μ（λａ）＝ （λμ）ａ（λ，μ∈Ｒ）．
（４）分配律：（λ＋μ）ａ＝λａ＋μａ （λ，μ∈Ｒ）；

λ（ａ＋ｂ）＝λａ＋λｂ （λ∈Ｒ）．

例１　在平行四边形ＡＢＣＤ 中，设 →ＡＢ＝ａ， →ＡＤ ＝ｂ（图９ ７）．试

图９ ７

用ａ和ｂ表示向量 →ＭＡ， →ＭＢ，→ＭＣ， →ＭＤ，
其中Ｍ 是平行四边形对角线的交点．
解　由于平行四边形的对角线互

相平分，所以ａ＋ｂ＝ →ＡＣ ＝２ →ＡＭ，即

－（ａ＋ｂ）＝２ →ＭＡ，

—５—



于是
→ＭＡ ＝－１

２
（ａ＋ｂ）．

因为
→ＭＣ ＝－ →ＭＡ，所以 →ＭＣ ＝ １

２
（ａ＋ｂ）．

又因－ａ＋ｂ＝ →ＢＤ ＝２ →ＭＤ，所以 →ＭＤ ＝ １
２

（ｂ－ａ）．

由于
→ＭＢ ＝－ →ＭＤ，所以 →ＭＢ ＝ １

２
（ａ－ｂ）．

对非零向量，利用数乘运算可以构造与原向量同方向的单位向量．

设ａ ≠ ０，则向量 ａ
｜ａ｜
是与ａ 同方向的单位向量，记为ｅａ．于是

ａ＝｜ａ｜ｅａ．
定理１　设向量ａ≠０，那么，向量ｂ平行于ａ的充分必要条件是存

在惟一的实数λ，使ｂ＝λａ．
证明　定理的充分性是显然的，下面证明定理的必要性．

设ｂ∥ａ．当ｂ与ａ同方向时，取λ＝｜ｂ｜
｜ａ｜

，此时λａ与ｂ同方向，

且｜λａ｜＝ ｜ｂ｜
｜ａ｜｜ａ｜＝｜ｂ｜

｜ａ｜｜ａ｜＝｜ｂ｜．即λａ与ｂ同方向且模相

等，则λａ＝ｂ．

当ｂ与ａ反向时，取λ＝－｜ｂ｜
｜ａ｜

，类似可证ｂ＝λａ．

再证明数λ的惟一性．如ｂ＝λａ，又有ｂ＝μａ，两式相减，便得

（λ－μ）ａ＝０，即｜λ－μ｜｜ａ｜＝０．

由于｜ａ｜≠０，故｜λ－μ｜＝０，即λ＝μ．

　　三、空间直角坐标系

给定一个点及一个单位向量就确定了一条数轴．设点Ｏ及单位向
量ｉ确定了数轴Ｏｘ，对于Ｏｘ轴上任一点Ｐ，有对应的一个向量 →ＯＰ．由
于

→ＯＰ∥ｉ，根据定理１，必有惟一的实数ｘ，使 →ＯＰ ＝ｘｉ（实数ｘ称为轴
上有向线段

→ＯＰ的值），从而轴上的点Ｐ 与实数ｘ 具有一一对应的关

—６—



系．据此，定义实数ｘ为Ｏｘ轴上点Ｐ 的坐标．
由此可知，Ｏｘ 轴上点Ｐ 的坐标为ｘ 的充分必要条件是： →ＯＰ ＝

ｘｉ．下面我们引入向量的另外一种具体的表示形式．

图９ ８

在空间取定一点Ｏ和三个两两垂
直的单位向量ｉ，ｊ，ｋ，就确定了三条都
以Ｏ为原点的两两垂直的数轴，依次
记为ｘ轴（横轴）、ｙ轴（纵轴）、ｚ轴（竖
轴），统称为坐标轴．它们构成一个空
间直角坐标系，称为Ｏｘｙｚ坐标系（图

９ ８）．
注　（１）通常三个数轴应具有相同

的长度单位．
（２）通常把ｘ轴和ｙ轴配置在水平面上，而ｚ轴则是铅垂线．
（３）数轴的正向通常符合右手规则．
定义５　在空间直角坐标系中，任意两个坐标轴可以确定一个平

面，这种平面称为坐标面．由ｘ轴及ｙ轴所确定的坐标面称为ｘＯｙ面，
此外的另两个坐标面分别是ｙＯｚ面和ｚＯｘ面．
定义６　三个坐标面把空间分成八个部分，每一部分称为卦限，含

有三个正半轴的卦限称为第一卦限，它位于ｘＯｙ面的上方．在ｘＯｙ面
的上方，按逆时针方向（从上往下看）排列着第二卦限、第三卦限和第四
卦限．在ｘＯｙ面的下方，与第一卦限对应的是第五卦限，按逆时针方向
（从上往下看）排列着第六卦限、第七卦限和第八卦限．八个卦限分别用
字母Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ、Ⅷ表示．
向量的坐标分解式　任给向量ｒ，平移至坐标原点Ｏ为起点．终点

对应点Ｍ，使 →ＯＭ ＝ｒ．以ＯＭ 为对角线、三条坐标轴为棱作长方体，
则有

ｒ＝ →ＯＭ ＝ →ＯＰ＋ →ＰＮ ＋ →ＮＭ ＝ →ＯＰ＋ →ＯＱ＋ →ＯＲ．

设
→ＯＰ ＝ｘｉ， →ＯＱ ＝ｙｊ， →ＯＲ ＝ｚｋ，则

ｒ＝ →ＯＭ ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ．
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上式称为向量ｒ的坐标分解式，ｘｉ，ｙｊ，ｚｋ称为向量ｒ沿三个坐标轴方

图９ ９

向的分向量（图９ ９）．
显然，给定向量ｒ，就确定了点 Ｍ

及
→ＯＰ ＝ｘｉ， →ＯＱ ＝ｙｊ， →ＯＲ ＝ｚｋ三
个分向量，进而确定了ｘ，ｙ，ｚ三个有
序数；反之，给定三个有序数ｘ，ｙ，ｚ
也就确定了向量ｒ与点Ｍ．于是点Ｍ、
向量ｒ与三个有序数ｘ，ｙ，ｚ之间有
一一对应的关系．有序数ｘ，ｙ，ｚ称为
向量ｒ（在坐标系Ｏｘｙｚ中）的坐标，记作ｒ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）；有序数ｘ，ｙ，

ｚ也称为点Ｍ（在坐标系Ｏｘｙｚ中）的坐标，记为Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）．
向量ｒ＝ →ＯＭ 称为点Ｍ 关于原点Ｏ 的向径．上述定义表明，一个

点与该点的向径有相同的坐标．记号（ｘ，ｙ，ｚ）既表示点Ｍ，又表示向
量

→ＯＭ．
坐标面上和坐标轴上的点，其坐标各有一定的特征．例如：点 Ｍ

在ｙＯｚ面上，则ｘ＝０；同样，在ｚＯｘ平面上的点，ｙ＝０；在ｘＯｙ平面
上的点，ｚ＝０．如果点Ｍ 在ｙ轴上，则ｚ＝ｘ＝０；在ｚ轴上，则ｘ＝
ｙ＝０；如果点Ｍ 为原点，则ｘ＝ｙ＝ｚ＝０．

　　四、利用坐标作向量的线性运算

设

ａ＝ （ａｘ，ａｙ，ａｚ），ｂ＝ （ｂｘ，ｂｙ，ｂｚ），

即
　

则
ａ＝ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ，ｂ＝ｂｘｉ＋ｂｙｊ＋ｂｚｋ，

　　　 　ａ＋ｂ＝ （ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ）＋（ｂｘｉ＋ｂｙｊ＋ｂｚｋ）

＝ （ａｘ ＋ｂｘ）ｉ＋（ａｙ ＋ｂｙ）ｊ＋（ａｚ＋ｂｚ）ｋ

＝ （ａｘ ＋ｂｘ，ａｙ ＋ｂｙ，ａｚ＋ｂｚ）．

ａ－ｂ＝ （ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ）－（ｂｘｉ＋ｂｙｊ＋ｂｚｋ）
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