


书书书

　　图书在版编目（ＣＩＰ）数据

　　高等数学：机械类／沙淑波主编．—镇江：江苏
大学出版社，２０１１．８

　　ＩＳＢＮ９７８７８１１３０２４１７

　　Ⅰ．①高… Ⅱ．①沙… Ⅲ．①高等数学－高等职业教

育－教材 Ⅳ．①Ｏ１３

　　中国版本图书馆ＣＩＰ数据核字（２０１１）第１６８６５６号

高等数学：机械类

主　　编／沙淑波

副 主 编／胡　伟

责任编辑／吴昌兴　段学庆

出版发行／江苏大学出版社

地　　址／江苏省镇江市梦溪园巷３０号（邮编：２１２００３）

电　　话／０５１１８４４４３０８９

传　　真／０５１１８４４４６４６４

排　　版／镇江文苑制版印刷有限责任公司

印　　刷／丹阳市教育印刷厂

经　　销／江苏省新华书店

开　　本／７８７ｍｍ×１０９２ｍｍ　１／１６

印　　张／１６．２５

字　　数／３９８千字

版　　次／２０１１年８月第１版　２０１１年８月第１次印刷

书　　号／ＩＳＢＮ９７８７８１１３０２４１７

定　　价／３７．００元

如有印装质量问题请与本社发行部联系（电话：０５１１８４４４０８８２）



前　　言

　　高等数学是高职高专的重要基础课，也是职业教育体系中服务于专业教育的必修课。

编者基于国家级示范性高职院校的教学经验和教改成果，针对高职高专教学的基础性与应

用性特点，组织编写了面向应用型高职高专院校的《高等数学》。

本书为其中的机械类分册，包括函数的极限与连续、一元函数微分学、不定积分、定积

分及其应用、微分方程、线性代数共六个基本知识模块。它以讲解高等数学在机械类专业

课中的应用案例为切入点，本着够用为度、注重实效的原则，采用目标驱动的方式、模块化

的知识结构和独特的编排体例，使学生通过学习可以具备与专业技能需求相适应的数学知

识、与职业要求相适应的数学能力以及可持续发展的潜力，体现了编者不同于传统的数学

教育思想。

目前，高职院校的学生学业水平参差不齐，教学课时及内容受到一定限制，这使高职院

校的教学面临一定的困难。根据高职高专基础课程以应用为目的，以必需、够用为度的教

学原则，我们在制订教学计划时，充分考虑高职高专学生的认知规律，根据不同层次、不同

专业学生对数学知识的不同需求，循序渐进、由浅入深，适当增加学时，强化基础，解决知识

衔接问题，提高学生概括问题能力、逻辑推理能力、自学能力、运算能力及综合运用能力。

本书内容体现了全新的“三书”教材模式，即：

（１）课前指导书。明确每节课的学习内容、目的要求、重点难点，设置与课堂内容密切

相关的课前问题，要求学生通过各种途径主动查阅资料，参与小组讨论，完成课前指导书的

任务并进行评价，以达到课前预习的目的。

（２）课堂任务书。合理组织每次课的教学内容，结合专业和实际生活相关问题进行案

例设置，提高学生学习数学的兴趣和观察生活的能力；在例题后又设置相应的练习题，要求

学生在教师的引导下当堂完成并进行评价，以达到课堂学习的目标。

（３）课后作业书。根据学习内容选取难度适当、题量适宜、具有一定思考性的习题，要

求学生独立完成并进行评价，以达到课后复习的要求。

“三书”创新模式突破了“一生、一师、一教材”的传统模式，也是编者建设精品课程教材

的积极尝试。

本教材在编写过程中得到了山东科技职业学院领导的关心、支持，在此深表谢意。

由于编者自身的水平有限，书中难免存在一些不足和缺点，诚恳期望广大读者提出宝

贵的意见和建议，对此表示衷心的感谢！

编　者

２０１１年８月
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　　第!模块

函数的极限与连续

　　【学习目标】

掌握极限思想、极限概念、极限法则和求极限方法；理解无穷小和无

穷大的概念；理解函数的连续性概念，掌握函数的性质并会应用．

在工程力学及其他专业课程中应用最广的就是函数的微积分学，微分定义在导

数的概念基础上，而导数是函数因变量改变量与自变量改变量之比且当自变量的改

变量趋向零时的极限．所以，极限是后续内容的基础．本模块在分别研究数列极限与

函数极限的基础上，讨论极限的一些重要性质及其运算法则，函数的连续性，闭区间

上连续函数的性质等．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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：函数的定义与性质．

%&'(

：熟练掌握函数的定义、定义域、对应法则，了解分段函数、显函数、隐函数、反

函数、复合函数的概念，熟练掌握函数的单调性、有界性、奇偶性、周期性及

五种基本初等函数的图形、性质．

)*+*

：判断函数的四大特性，初等函数性质的应用


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．

１．阐述现实生活中的函数，并举例（至少３个）．

２．阐述函数的定义．

３．阐述定义域、值域、对应法则的概念．

４．阐述邻域、半径、去心邻域的概念．

５．阐述分段函数的定义，分段函数的应用．

６．阐述显函数、隐函数的定义．

７．阐述反函数、复合函数的概念．

８．阐述函数的四性（单调性、有界性、奇偶性、周期性）．

９．介绍五种基本初等函数的图形及性质．

　　案例　考虑一天中气温的变化．气温（犜）随时间（狋）的变化而变化，即对于每一个气温值（犜）

都有一个确定的时间（狋）与其对应．

　　１．１．１　函数概念

１．函数的定义

设集合犇是一个给定的非空数集．若对于每一个数狓∈犇，按照某一确定的对应法则

犳，都有唯一确定的数值狔与之对应，这种对应关系叫做集合犇上的函数，记作

狔＝犳（狓），　狓∈犇．

其中，狓称为自变量，狔称为因变量；数集犇称为该函数的定义域，是狓的取值范围．

!
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自变量取定义域内某一值时，因变量的对应值叫做函数值．对于给定的函数狔＝犳（狓），

当函数的定义域犇确定后，按照对应法则犳，因变量的变化范围也随之确定．函数值的集合

叫做函数的值域．所以定义域和对应法则就是确定一个函数的两个要素．两个函数只有在

它们的定义域和对应法则都相同时，才是相同的．

函数的三种表示方法：解析式、列表法、图形法．

２．邻域的概念

邻域也是一个重要概念，在以后的学习中会经常遇到．所谓点犪的δ邻域，是指以犪为

中心的开区间（犪－δ，犪＋δ）．也就是说，设犪，δ为两个实数，δ＞０，则称满足不等式｜狓－犪｜＜δ

的实数的全体为点犪的δ邻域．点犪为该邻域的中心，δ为该邻域的半径．若把邻域（犪－δ，

犪＋δ）的中心点犪去掉，称为点犪的去心δ 邻域，可表示为（犪－δ，犪）∪（犪，犪＋δ），或者

０＜｜狓－犪｜＜δ．　

为了方便，有时把开区间（犪－δ，犪）称为点犪的左δ邻域，把开区间（犪，犪＋δ）称为点犪的

右δ邻域．

３．分段函数

对于自变量的不同取值范围，对应法则也不同的函数，称为分段函数．

注意　（１）分段函数是一个函数，而不是几个函数；

（２）分段函数的定义域是各段定义域的并集．

例如，狔＝｜狓｜＝
狓，　 狓≥０，

－狓，狓＜０｛ ，
犳（狓）＝

１，　０＜狓≤５，

０， 狓＝０，

－１，－５＜狓＜

烅

烄

烆 ０

都是分段函数．

４．显函数和隐函数

若函数中的因变量狔用自变量狓的表达式直接表示出来，这样的函数称为显函数．

有些函数的表达方式却不是这样．例如方程狓＋狔
３－１＝０表示一个函数，当狓∈（－∞，

＋∞）时，狔都有唯一确定的值与之对应．

一般地，若两个变量狓，狔的函数关系用方程犉（狓，狔）＝０的形式来表示，即狓，狔的函数

关系隐藏在方程里，这样的函数叫做隐函数．

有的隐函数，可以从方程犉（狓，狔）＝０中解出狔来化为显函数，但有的隐函数化为显函

数比较困难，甚至是不可能的．例如由方程狓狔－ｅ
狓＋狔＝０确定的隐函数就不能化为显函数．

５．反函数

设函数狔＝犳（狓），狓∈犇，狔∈犣．若对于任意一个狔∈犣，在犇中都有唯一的一个狓，使得

犳（狓）＝狔成立，这时狓是以犣 为定义域的狔 的函数，称它为狔＝犳（狓）的反函数，记作狓＝

犳
－１（狔），狔∈犣．

在函数狓＝犳
－１（狔）中，狔是自变量，狓是因变量．但按照习惯，我们需对调函数狓＝犳

－１（狔）

中的字母狓，狔，并把它改写成狔＝犳
－１（狓），狓∈犣．今后凡不特别说明，函数狔＝犳（狓），狓∈犇的反

函数都是这种改写过的狔＝犳
－１（狓），狓∈犣形式．

函数狔＝犳（狓），狓∈犇与狔＝犳
－１（狓），狓∈犣互为反函数，它们的定义域与值域互换．

在同一直角坐标系下，狔＝犳（狓），狓∈犇与狔＝犳
－１（狓），狓∈犣互为反函数，且它们的图形

关于直线狔＝狓对称．

"
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　　例题１　函数狔＝３狓－２与函数狔＝
狓＋２
３
互为反函数，如图１１所示；函数狔＝２

狓 与函

数狔＝ｌｏｇ２狓互为反函数，如图１２所示．它们的图形都是关于直线狔＝狓对称的．

图１１

　　　

图１２

定理（反函数存在定理）　单调函数必有反函数，且单调增加（减少）的函数的反函数也

是单调增加（减少）的．

求函数狔＝犳（狓）的反函数可以按以下步骤进行：

（１）从方程狔＝犳（狓）中解出唯一的狓，并写成狓＝犳
－１（狔）；

（２）将狓＝犳
－１（狔）中的字母狓，狔对调，得到函数狔＝犳

－１（狓），这就是所求的函数的反函数．

６．复合函数

假设有两个函数狔＝犳（狌），狌＝φ（狓），与狓对应的狌值能使狔＝犳（狌）有定义，将狌＝φ（狓）

代入狔＝犳（狌），得到函数狔＝犳［φ（狓）］．这个新函数狔＝犳［φ（狓）］就是由狔＝犳（狌）和狌＝φ（狓）

经过复合而成的复合函数，狌称为中间变量．

例如，由狔＝犳（狌）＝ｓｉｎ狌，狌＝φ（狓）＝狓
２ 可以复合成复合函数狔＝犳［φ（狓）］＝ｓｉｎ狓

２．

复合函数不仅可以用两个函数复合而成，也可以由多个函数相继进行复合而成．如由

狔＝槡狌，狌＝ｌｎ狏，狏＝ｓｉｎ狓可以复合成复合函数狔＝ ｌｎｓｉｎ槡 狓．

例题２　下列函数是由哪几个函数复合而成的：

（１）狔＝ｌｎｃｏｓ狓；　　　　（２）狔＝ｓｉｎ 狓槡 ＋１；　　　　（３）狔＝ｅ
ｃｏｓ２狓．

解　（１）令狌＝ｃｏｓ狓，则狔＝ｌｎ狌．于是狔＝ｌｎｃｏｓ狓是由狔＝ｌｎ狌，狌＝ｃｏｓ狓复合而成的．

（２）令狏＝狓＋１，狌＝槡狏，则狔＝ｓｉｎ狌．所以狔＝ｓｉｎ 狓槡 ＋１是由狔＝ｓｉｎ狌，狌＝槡狏，狏＝狓＋１

复合而成的．

（３）令狏＝２狓，狌＝ｃｏｓ狏，则狔＝ｅ
狌．所以狔＝ｅ

ｃｏｓ２狓是由狔＝ｅ
狌，狌＝ｃｏｓ狏，狏＝２狓复合而成的．

注意　不是任何两个函数都能复合成复合函数．

由定义易知，只有当狌＝φ（狓）的值域与狔＝犳（狌）的定义域的交集非空时，这两个函数才

能复合成复合函数．例如函数狔＝ｌｎ狌和狌＝－狓
２ 就不能复合成一个复合函数．因为狌＝

－狓２ 的值域为（－∞，０］，而狔＝ｌｎ狌的定义域为（０，＋∞），显然（－∞，０］∩（０，＋∞）＝，

狔＝ｌｎ（－狓
２）无意义．

　　１．１．２　函数性质

１．单调性

设有函数狔＝犳（狓），狓∈（犪，犫），若对任意两点狓１，狓２∈（犪，犫），当狓１＜狓２ 时，总有

（１）犳（狓１）＜犳（狓２），则称函数犳（狓）在（犪，犫）上是单调增加的，区间（犪，犫）称为单调增加区间；

#
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（２）犳（狓１）＞犳（狓２），则称函数犳（狓）在（犪，犫）上是单调减少的，区间（犪，犫）称为单调减少区间．

单调增加的函数和单调减少的函数统称为单调函数，单调增加区间和单调减少区间统

称为单调区间．

２．有界性

设函数狔＝犳（狓），狓∈犇，如果存在犕＞０，使得对任意狓∈犇，均有｜犳（狓）｜≤犕 成立，则

称函数犳（狓）在犇内是有界的；如果这样的犕 不存在，则称函数犳（狓）在犇内是无界的．

例如狔＝ｓｉｎ狓是有界函数，其中对任意的狓∈（－∞，＋∞），均有｜ｓｉｎ狓｜≤１；而狔＝狓
２

在（－∞，＋∞）上是无界函数，因为狔＝狓
２ 在（－∞，＋∞）上仅有下界．

３．奇偶性

设函数狔＝犳（狓）的定义域关于原点对称，如果对于定义域内任意的狓都有

（１）犳（－狓）＝－犳（狓），则称函数犳（狓）为奇函数；

（２）犳（－狓）＝犳（狓），则称函数犳（狓）为偶函数．

奇函数的图形关于原点对称；偶函数的图形关于狔轴对称．如果函数犳（狓）既不是奇函

数也不是偶函数，则称犳（狓）为非奇非偶函数．

例如，狔＝ｓｉｎ狓与狔＝狓
３在（－∞，＋∞）上是奇函数，狔＝ｃｏｓ狓与狔＝狓

２ 在（－∞，＋∞）上

是偶函数．

４．周期性

设函数狔＝犳（狓），狓∈犇，如果存在常数犜≠０，对任意狓∈犇，犳（狓＋犜）＝犳（狓）恒成立，则

称函数狔＝犳（狓）为周期函数；使上式成立的最小正数犜，称为函数狔＝犳（狓）的最小正周期，

简称周期．

例如，狔＝ｓｉｎ狓与狔＝ｃｏｓ狓的周期犜＝２π，狔＝ｔａｎ狓与狔＝ｃｏｔ狓的周期犜＝π，正弦型

曲线函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）的周期为犜＝
２π

｜ω｜
．

狄利克雷函数狔＝犇（狓）＝
１，狓为有理数，

０，狓｛ 为无理数
是周期函数，但它没有最小正周期．

练习１（旅馆定价）　某旅馆有２００间房间，若定价不超过４０元／间，则可全部出租．若

每间定价高出１元，则会少出租４间．设房间出租后的服务成本费为８元，试建立旅馆一天

的利润与房价间的函数关系．

解

　　１．１．３　基本初等函数

幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本初等函数．

基本初等函数及其图形、性质见表１１．

$
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表１１　基本初等函数及其图形、性质

序号 函　数 图　　形 性　　质

１
幂函数

狔＝狓
犪，犪∈犚

在第一象限，犪＞０时函数单调增

加；犪＜０时函数单调减少．
共性：过点（１，１）

２

指数函数

狔＝犪
狓

（犪＞０且犪≠１）

犪＞１时函数单调增加；０＜犪＜１
时函数单调减少．

共性：过（０，１）点，以狓轴为渐近线

３

对数函数

狔＝ｌｏｇ犪狓

（犪＞０且犪≠１）

犪＞１时函数单调增加；０＜犪＜１
时函数单调减少．

共性：过（１，０）点，以狔轴为渐近线

４

三
角
函
数

正弦函数

狔＝ｓｉｎ狓

奇函数，周期犜＝２π，有界

｜ｓｉｎ狓｜≤１

余弦函数

狔＝ｃｏｓ狓

偶函数，周期犜＝２π，有界

｜ｃｏｓ狓｜≤１

正切函数

狔＝ｔａｎ狓
奇函数，周期犜＝π，无界

余切函数

狔＝ｃｏｔ狓
奇函数，周期犜＝π，无界

%
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续表

序号 函　数 图　　形 性　　质

５

反
三
角
函
数

反正弦函数

狔＝ａｒｃｓｉｎ狓

狓∈［－１，１］，狔∈ －
π
２
，π［ ］２ ，

奇函数，单调增加，有界

反余弦函数

狔＝ａｒｃｃｏｓ狓

狓∈［－１，１］，狔∈［０，π］，单调

减少，有界

反正切函数

狔＝ａｒｃｔａｎ狓

狓∈（－∞，＋∞），狔∈ －
π
２
，π（ ）２ ，

奇函数，单调增加，有界，狔＝±
π
２

为两条水平渐近线

反余切函数

狔＝ａｒｃｃｏｔ狓

狓∈（－∞，＋∞），狔∈（０，π），单

调减少，有界，狔＝０与狔＝π为两

条水平渐近线

　　１．１．４　初等函数

定义　由基本初等函数经过有限次四则运算或有限次复合所构成的，并能用一个式子

表示的函数，统称为初等函数．

初等函数的本质就是一个函数．为了研究需要，今后经常要将一个给定的初等函数看

成由若干个简单函数经过四则运算或复合而成的形式．简单函数是指基本初等函数，或由

基本初等函数经过有限次四则运算而成的函数．

本课程研究的函数主要是初等函数．凡不是初等函数的函数，皆称为非初等函数．

练习２（汽车租赁）　一汽车租赁公司出租某种汽车的收费标准为每天的基本租金２００

元加每公里收费１５元．试建立租用一辆该种汽车一天的租车费狔（单位：元）与行车路程狓

（单位：ｋｍ）之间的函数关系．

解
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日期： 　　　教师：

!"#! %&'()

!"#$

：数列的极限．

%&'(

：掌握数列、数列极限、数列收敛与发散的概念，熟练掌握数列极限的判断、数

列极限的四则运算法则．

)*+*

：数列极限的判断，数列极限的四则运算法则






















．

１．求半径为１的圆的面积，及其以下图形的面积：内接正四边形、外切正四边形、内接

正六边形、外切正六边形、内接正八边形、外切正八边形．

２．阐述数列的定义，并举例（至少２个）．

３．观察下列数列的变化趋势：

（１）
１｛ ｝狀 ：１，

１

２
，１
３
，…，１

狀
，…；

（２）｛狀２｝：１，４，９，１６，…，狀２，…．

４．阐述数列极限的定义，并举例（至少２个）．

５．阐述收敛数列的定义，并举例（至少２个）．

６．阐述发散数列的定义，并举例（至少２个）．

７．阐述数列极限的四则运算法则，并举例（每项至少２个）．

８．阐述无穷递缩等比数列的求和公式，并举例（至少２个）．

　　案例１　公元２６３年，我国古代数学家刘徽提出利用内接正多边形推算圆的面积．

设有一圆，首先作内接正六边形，它的面积记为犃１；再作内接正十二边形，它的面积记为犃２；

再作内接正二十四边形，它的面积记为犃３；如此下去，每次边数加倍，一般把内接正６×２
狀－１边形

的面积记为犃狀（狀∈犖
）．这样就得到一系列内接正多边形的面积：

犃１，犃２，犃３，…，犃狀，…

内接正多边形的边数越多，即正整数狀无限增大（记为狀→∞，读作狀趋向于无穷大）时，内接正多

边形的面积也在不断增大，却无限接近于一个定值———圆的面积犃．

'
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　　刘徽的割圆术还给我们一个重要启示：圆的周长最初是未知的，通过与未知有联系的一列

数———圆内接正多边形的周长，在无限增加正多边形边数的过程中，化未知为已知．这一思想正

是这里所要介绍的极限的基本思想．

　　案例２　春秋战国时期哲学家庄子在《庄子·天下篇》中对“截丈问题”有一段名言：“一尺之

棰，日取其半，万世不竭．”这句话的意思是：一尺长的木棍，每天截取它的一半，此过程将无穷无

尽．这其中也隐含了深刻的极限思想．

　　１．２．１　数列极限的概念

定义１　按照一定次序排列的一列数称为数列，记作｛狔狀｝，其中狔狀 称为数列的一般项

或通项；狀为正整数，称为下标．例如：

（１）
１｛ ｝狀 ：１，

１

２
，１
３
，…，１

狀
，…；

（２）
１＋（－１）狀－１｛ ｝狀

：２，０，
２

３
，０，
２

５
，０，…，

１＋（－１）狀－１

狀
，…；

（３）｛（－１）狀｝：－１，１，－１，１，…，（－１）狀，…；

（４）｛狀２｝：１，４，９，１６，…，狀２，…．

观察上述各数列，随着狀的取值逐渐增大，狔狀＝
１

狀
的取值越来越小，并逐渐逼近于零；对

于狔狀＝
１＋（－１）狀－１

狀
，当狀取奇数值时，其值越来越小，并向零靠近，当狀取偶数值时，其值均

为零；狔狀＝（－１）
狀 的取值总是在１和－１之间跳跃；狔狀＝狀

２ 的取值越来越大．随着狀值的增

大，狔狀 逐渐接近于某一个固定常数，就认为该数列的极限存在，否则就认为该数列没有极

限，或者极限不存在．

定义２　设有数列｛狔狀｝，如果存在一个常数犃，当狀无限增大时，狔狀 无限地接近于犃，则

称当狀→∞时，数列｛狔狀｝以犃为极限，记作

ｌｉｍ
狀→∞
狔狀＝犃或狔狀→犃 （狀→∞）．

如果一个数列存在极限，则称这个数列是收敛的，否则称这个数列是发散的．上述４个数列

中，因为ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
＝０，ｌｉｍ

狀→∞

１＋（－１）狀－１

狀
＝０，所以（１），（２）两数列是收敛的；又因极限ｌｉｍ

狀→∞

（－１）狀，ｌｉｍ
狀→∞
狀２

不存在，所以（３），（４）两数列是发散的．极限ｌｉｍ
狀→∞
狀２是趋于无穷大而不存在，也可记为ｌｉｍ

狀→∞
狀２＝∞．

列举２个数列，并说明其是否收敛：

(
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　　１．２．２　收敛数列的性质

性质１（唯一性）　若数列｛狔狀｝收敛，则其极限值唯一．

性质２（有界性）　收敛数列必有界．

推论　无界数列必发散．

性质３（存在性）　单调有界数列必有极限．

例题１　讨论下列数列的极限情况：

（１）狔狀＝（－１）
狀－１１

狀
；　　　　　　　　（２）狔狀＝ 狀槡＋１－槡狀．

解　（１）当狀为奇数时，狔狀 为正数，当狀为偶数时，狔狀 为负数．当狀越来越大时，｜狔狀｜越

来越小．当狀→∞时，狔狀 与常数０无限接近，所以数列｛狔狀｝的极限是０，即

ｌｉｍ
狀→∞
狔狀＝ｌｉｍ

狀→∞

（－１）狀
１

狀
＝０．

（２）狔狀＝ 狀槡＋１－槡狀＝
１

狀槡＋１＋槡狀
，由观察可知，当狀→∞时，分母 狀槡＋１＋槡狀→∞，而

分子为常数１，所以
１

狀槡＋１＋槡狀
→０，即

ｌｉｍ
狀→∞

（狀槡＋１－槡狀）＝ｌｉｍ
狀→∞

１

狀槡＋１＋槡狀
＝０．

　　１．２．３　数列极限的四则运算法则

根据极限的定义，可用观察的方法求出一些简单数列的极限，但对于比较复杂的数列，

很难用观察法求极限，此时便需要通过研究数列极限的运算进行判断．下面给出数列极限

的四则运算法则．

设有数列｛狓狀｝，｛狔狀｝，且ｌｉｍ
狀→∞
狓狀＝犪，ｌｉｍ

狀→∞
狔狀＝犫，则

（１）ｌｉｍ
狀→∞

（狓狀±狔狀）＝ｌｉｍ
狀→∞
狓狀±ｌｉｍ

狀→∞
狔狀＝犪±犫；

（２）ｌｉｍ
狀→∞

（狓狀·狔狀）＝ｌｉｍ
狀→∞
狓狀·ｌｉｍ

狀→∞
狔狀＝犪·犫；

（３）ｌｉｍ
狀→∞

（犆·狓狀）＝犆·ｌｉｍ
狀→∞
狓狀＝犆·犪（犆是常数）；

（４）ｌｉｍ
狀→∞

狓狀

狔狀
＝
ｌｉｍ
狀→∞
狓狀

ｌｉｍ
狀→∞
狔狀
＝
犪
犫
（犫≠０）．

注意　法则（１），（２）可以推广到３个及３个以上有限个数列的极限情形．

例题２　已知ｌｉｍ
狀→∞
狓狀＝２，ｌｉｍ

狀→∞
狔狀＝３，求：

（１）ｌｉｍ
狀→∞

（３狓狀狔狀）；　　　　　（２）ｌｉｍ
狀→∞

狔狀
５狓狀
；　　　　　（３）ｌｉｍ

狀→∞
３狓狀－

狔狀（ ）５ ．

解

)*
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例题３　求下列各极限：

（１）ｌｉｍ
狀→∞

２－
１

狀２
＋
２

狀（ ）３ ；　　　　　　　　　（２）ｌｉｍ狀→∞
３狀３－狀＋３

２狀＋狀３
．

解

　　１．２．４　无穷递缩等比数列的求和公式

例题４　求等比数列
１

２
，１
４
，１
８
，…，１
２狀
，…的前狀项和，并求当狀→∞时数列的极限．

解　

定义３　一般地，等比数列犪１，犪１狇，犪１狇
２，…，犪１狇

狀－１，…，当｜狇｜＜１时，称为无穷递缩等比

数列．当狀→∞时，其前狀项和犛狀 的极限叫做这个无穷递缩等比数列的和，并用符号犛表

示．因为犛狀＝
犪１（１－狇

狀）

１－狇
，所以犛＝ｌｉｍ

狀→∞
犛狀＝ｌｉｍ

狀→∞

犪１（１－狇
狀）

１－狇
＝ｌｉｍ
狀→∞

犪１
１－狇

·ｌｉｍ
狀→∞

（１－狇
狀）＝

犪１
１－狇

，则

称公式犛狀＝
犪１
１－狇

为无穷递缩等比数列的求和公式．

例题５（弹球模型）　一只球从１００ｍ的高空掉下，每次弹回的高度为上次弹回高度的

２

３
，这样下去，用球第１，２，３，…，狀，…次的高度来表示球的运动规律，则得数列

１００，１００×
２

３
，１００×（ ）２３

２

，…，１００×（ ）２３
狀－１

，…或 １００×（ ）２３
狀

｛ ｝
－１

．

试求在此运动过程中球所经过的总路程．

解

))

! !"#$

函数的极限与连续
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