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前 言

前 言

二次规划是最简单的非线性规划，通常通过解其库恩-塔克条件（KT条件）

获取一个解. KT条件的解称为 KT对，其中与原问题的变量对应的部分称为 KT

点. 二次规划分为凸二次规划和非凸二次规划，前者的 KT点便是其全局极小

点，而后者的 KT点可能连局部极小点都不是.

有很多算法可用于解凸二次规划，如 Wolfe，Dantzig，Lemke，van de Panne

and Whinston，Fletcher，Keller，Best and Ritter，Gill and Murray，von Hohenbalk-

en，Beale，Goldfarb，Benveniste，Sacher，Jensen and King等人的方法. 还有不少

内点算法可用于解凸二次规划. 应用最广泛的是 Fletcher 的有效集法. 这种方

法可用于非凸二次规划，但是也只能求出 KT点，不能保证它是局部极小点. 为

了判断 KT点是不是局部极小点，通常的做法是随机地产生许多距离 KT点很近

的可行解，看是否有一个解对应的目标函数值更小，称为摄动（perturbation）法.

这种方法有时如同大海捞针，当 KT点处可行下降方向的集合是一个十分狭窄

的区域时，很难发现一个更好的解，而且可能不存在可行下降方向. 例如 x1 = 0，

x2 = 0 是二次规划

minimize f（x）= x2
1 - 20x1 x2 +（100 - δ）x2

2 subject to x1 + x2≤1，x1，x2≥0

的 KT点. 当 δ是很小正数时，目标函数在 KT点处下降方向的区域很狭窄；当 δ
小于或等于零时没有下降方向.

本书重点介绍非凸二次规划的旋转算法，由简单到复杂逐步讨论以下几个

问题：

（i）求二次齐次函数的非负下降方向；

（ii）求二次齐次函数在锥内的下降方向；

（iii）求非凸二次规划的局部极小点；

（iv）求非凸二次规划的全局极小点.

问题（i）是在 n维空间直角坐标系的第一象限找一个点使一个不定二次型

小于零，可用数学规划模型表示为

minimize f（x）= xTHx subject to x≥0，

其中 H 是 n阶不定对称矩阵，x是 n维未知列向量. 这是一个 NP hard 问题，见
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Murty和 Kabadi的著述（1987）. 如果 H 有一个负的对角元素，或者有一个 2 阶

主子矩阵，其两个对角元素为 0，非对角元素是负数，很容易确定一个非负的 x

使得 f（x）< 0. 问题难在 H 的所有对角元素大于零且每行（列）都有负的非对角

元素的情形. 本书利用旋转运算，结合一种参数化技术，证明了此问题等价于在

一个有限集中寻找 I型或 II型非负下降方向. 问题（ii）与问题（i）类似，不过形

式要复杂一些. 问题（iii）的关键在于判断 KT点处是否有可行下降方向，有赖于

问题（ii）的解决. 本书以较大篇幅介绍非凸二次规划局部极小点，即问题（iii）

的计算方法. 至于问题（iv），只有当变量数目较少时才可能以较小的计算量获

得全局极小点. 随着问题规模不断增加，计算量成指数膨胀. Hansen 等人

（1993）、Vandenbussche和 Nemhauser（2005）提出用分支定界或分支切割算法解

一个简单的非凸二次规划，其约束条件仅仅是每个变量在 0 和 1 之间. 也就是

说，用类似于解混合整数规划的方法解一个简单的非凸二次规划，其计算量之大

可想而知. 本书简单介绍如何从一个局部极小点出发寻找其他局部极小点，为

进一步研究非凸二次规划的全局极小点提供一种思路.

序列二次规划（SQP）法是求解复杂非线性规划最有效的方法. SQP 法将一

个复杂的非线性规划在某一点处用一个二次规划近似，前者称为原问题，后者称

为子问题. 通过求解二次规划子问题获取一个新的解（点），然后再将原问题在

新的点用一个二次规划近似并求解，如此等等，以获取原问题的一个解. 用 SQP

法解非线性规划关键在于二次规划模型的形式及其计算方法. 序列二次规划法

分为牛顿法和拟牛顿法. 在无约束极值问题的牛顿法中，子问题目标函数的海

色（Hesse）矩阵是原问题目标函数 f（x）在某点 x（k）
处的海色矩阵

Δ2 f（x（k））. 对

于约束极值问题，子问题目标函数的海色矩阵通常是拉格朗日函数在（x（k），

λ（k））处的海色矩阵

Δ2
xL（x（k），λ（k））. 如果原问题的目标函数和约束条件较为

复杂，计算二阶偏导数是一项烦琐的工作，而且得到的海色矩阵可能不是正定

的，导致一个非凸的二次规划子问题. 于是，人们常用一个正定矩阵 Bk 代替目

标函数或拉格朗日函数的海色矩阵，并且在迭代过程中不断校正 Bk，这种方法

便是拟牛顿法. 近几十年来，拟牛顿法的理论研究成果很多，实际计算效果也较

好. 校正 Bk 的公式有 DFP 公式、BFGS公式、Broyden 族、Huang族等，其中最有

名的是 BFGS公式. 这些公式力图使 Bk 正定，或者说使子问题成为凸二次规

划. 可以证明，当 Bk 正定且充分接近

Δ2 f（x（k））或

Δ2
xL（x（k），λ（k））时，算法的收

敛性很好. 对于无约束极值问题，容易做到所有 Bk 正定，例如使用精确线搜索，

但是这一点并不能保证算法对于所有问题收敛. Dai Yuhong（2002）和 Mas-

carenhas W. F.（2004）就给出了 BFGS法用于非凸函数失效的一些例子. 至于

某些约束极值问题，想在迭代过程中让每个 Bk 正定都很困难. 早在 1987 年，

２ 此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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Murty和 Kabadi就指出了这些算法的局限性，他们说：“许多关于非线性规划的

教科书留给读者一种印象：其算法收敛于凸非线性规划的全局极小点，收敛于非

凸非线性规划的局部极小点，许多专业非线性规划的软件包文件也制造同样的

印象，这是十分错误的.”

本书也用序列二次规划法解更为复杂的非线性规划. 但与拟牛顿法不同，

二次规划子问题目标函数的海色矩阵就是原问题目标函数的海色矩阵，或者是

拉格朗日函数的海色矩阵.当约束条件较为复杂时，还可能使用增广拉格朗日函

数的海色矩阵. 这时的子问题可能是凸二次规划也可能是非凸的. 非线性规划

的形式多种多样，不同的算法有各自的适用范围. 有的问题用序列线性规划法

计算效果也很好. 希望本书介绍的方法能弥补传统算法的不足.

本书还介绍若干种资产组合选择模型的计算方法. 这些模型都以方差作为

风险的度量，其中一种模型考虑凹交易成本，另有一种考虑 V形交易成本，用序

列二次规划法计算. 据我们所知，现有文献都是用线性规划解这两种问题，用

绝对偏差等指标作为风险的度量，而不是实际中通常使用的方差风险.

全书分为六章. 第一章介绍线性代数和微分学的一些基础知识以及最优化

的有关定理.第二章介绍线性不等式组的解法及参数化技术. 第三章介绍二次

规划旋转算法的基本概念和凸二次规划的解法. 第四章由简单到复杂逐步介绍

非凸二次规划的计算方法. 第五章介绍约束非线性规划的序列二次规划法. 第

六章介绍若干均值方差资产组合选择问题的解法.

全书结构严谨，深入浅出，所有算法都有相应的定理为基础. 为便于初学者

掌握，仅用到一些较基本的数学知识，并且大多数问题有简单的例子说明算法的

计算步骤. 阅读本书只需具备线性代数、概率论和微分学的一些基础知识. 本

书可作为应用数学、经济学、管理科学以及许多工程技术学科研究生的教材或教

学参考书. 涉足运筹学优化的教师和研究人员更应该知道非线性规划特别是一

些较为简单的非线性规划如何计算.

张忠桢

2006 年 3 月于武汉
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第一章 基 础 知 识

第一章 基 础 知 识

1. 1 矩阵的旋转运算及分块矩阵公式

1. 1. 1 矩阵的一些概念

设 A =（a ij）是m × n矩阵，其中 a ij是第 i行第 j列的元素，i = 1，2，⋯，m，

j = 1，2，⋯，n. A的m个行向量的秩称为 A的行秩，A的 n个列向量的秩称为 A

的列秩. 若A的m行线性无关，则称A行满秩. 同样，若A的 n列线性无关，则

称 A列满秩. 可以证明，A的行秩等于 A的列秩. A的行秩或列秩称为 A的秩.

秩等于行数或列数的矩阵称为满秩矩阵.

若 A =（a ij）的行数等于列数等于 n，称 A 是一个 n 阶方阵，其中 a11，

a22，⋯，ann称为对角元素，其他元素称为非对角线元素. 一个满秩方阵称为非

奇异矩阵. 若存在方阵 B，使得 AB = BA = I，则称 A可逆，并称 B为 A的逆

矩阵，记为 A- 1
，这里的 I 是单位矩阵. 可以证明，A为非奇异矩阵的必要充分

条件是 A可逆.

n阶方阵 A =（a ij）的元素如果满足 a ij = a ji（i ≠ j）或者说 AT = A，则称

A为对称矩阵，这里的 T是转置符. 设A为 n阶对称矩阵. 如果对于任何 n维向

量 x（列向量）均有 xTAx ≥0，则称A正半定.若等号仅当 x = 0时成立，则称A

正定.

可以证明以下结论成立.

结论 1. 1. 1 设 A为对称矩阵，则以下诸命题等价：

（i）A为正半定矩阵；

（ii）有矩阵 B使 A = BTB；

（iii）A的所有（顺序）主子式非负；

（iv）A的所有特征值非负.

结论 1. 1. 2 设 A为对称矩阵，则以下诸命题等价：

１此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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（i）A为正定矩阵；

（ii）有列满秩矩阵 B使 A = BTB；

（iii）A的所有（顺序）主子式为正；

（iv）A的所有特征值大于 0.

1. 1. 2 矩阵的旋转运算

设 A =（a ij）是m × n矩阵. 用 a i 表示 A的第 i行，ei 表示 n阶单位矩阵的

第 i行，则

a i = a i1 e1 + a i2 e2 + ⋯ + ainen， i = 1，2，⋯，m. （1. 1. 1）

对于某个 r ∈｛1，2，⋯，m｝，s∈｛1，2，⋯，n｝，如果 a rs ≠ 0，则可由式（1. 1. 1）的

第 r式解得

es =
1
a rs

a r + ∑
n

j = 1，j≠s
-

a rj

a( )
rs

ej. （1. 1. 2）

将其代入式（1. 1. 1）的其余各式整理后可得

a i =
a is

a rs
a r + ∑

n

j = 1，j≠s
a ij -

a is

a rs
a( )rj

ej， i = 1，⋯，r - 1，r + 1，⋯，m.

（1. 1. 3）

以上运算过程称为旋转运算，运算前后的数据可用表 1. 1、表 1. 2 表示.

表 1. 1 初 始 表

es ej

a r a rs a rj

a i a is a ij

表 1. 2 旋转运算的结果

ar ej

es
1
ars

-
a rj

a rs

a i
a is

a rs

a ij'

其中 a ij' = a ij -
a is

a rs
a rj，i = 1，⋯，r - 1，r + 1，⋯，m，j = 1，⋯，s - 1，s + 1，⋯，n.

如果将向量组 a1，⋯，am，e1，⋯，en的一个最大线性无关组称为基，那么 e1，

e2，⋯，en是其一个基. 由于 a rs ≠0，向量组 e1，⋯，es- 1，a r，es+1，⋯，en也线性无

关，因而也是一个基. 在以上运算中，我们说 a r 入基 es 出基，两者位置的交换

记为 a res，a rs称为枢轴（元素）. 表1. 1中（即矩阵A中）枢轴元素 a rs所在行称

为枢轴行，其所在列称为枢轴列. 去掉表 1. 2 中
1
ars
所在行和列后，剩下的元素

２
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构成的矩阵（a ij'）称为 A关于 a rs 的残余矩阵.

给定一组向量 a i =（a i1，a i2，⋯，a in），i = 1，2，⋯，m，其中有多少向量线性

无关，或者一个向量能否表示为其余若干向量的线性组合，这个问题在许多问

题的讨论中具有十分重要的作用，下面用旋转运算研究这个问题.

为叙述方便起见，将向量组 a1，⋯，am，e1，⋯，en 的一个基中的向量称为基

向量，将其余向量称为非基向量，并将 a1，a2，⋯，am 称为原向量，e1，e2，⋯，en

称为外来向量. 首先以 e1，e2，⋯，en作为基向量，并将所有原向量表示为这些向

量的线性组合，如表 1. 1 所示. 然后尽可能地将非基向量中的原向量与基中的

外来向量交换，能够进行这种交换的必要充分条件是残余矩阵中至少有一个非

零元素. 最后将出现以下两种情况：

（i）所有原向量 a1，a2，⋯，am 进入基中，因此这些向量线性无关；

（ii）a1，a2，⋯，am 中的部分向量进入基中，而所有非基向量中的原向量已

表示为这些向量的线性组合.

由于每进行一次旋转运算有一个原向量入基，所以计算结束时，旋转运算

的次数等于向量组 a1，a2，⋯，am 的秩. 实际计算时，某个外来向量一旦出基便

可删掉. 例如可不要表 1. 2 中的 es 行. 如果目的仅在于求向量组 a1，a2，⋯，am

的秩或其中的一个最大无关组，还可不要表 1. 2 中的 a r 列，因为原向量进入基

中后，其所在列各元素不能再作枢轴元素.

现设 A =（a ij）是个 n阶方阵. 同样将其 n行 a1，a2，⋯，an 表示为 n个单位

向量 e1，e2，⋯，en的线性组合，如表1. 1所示. 如果 a11 ≠0，则可进行一次旋转

运算. 在得到的表中，如果主对角线上第二个元素也不为零，则可进行第二次

旋转运算，依此类推. 假设共进行了 n 次旋转运算，得到的结果用式子表示即

为

e1

e2


e













n

=

u11 u12 ⋯ u1n

u21 u22 ⋯ u2n

  
un1 un2 ⋯ u













nn

a1

a2


a













n

，

可见得到的矩阵（uij）是 A的逆矩阵.

注 如果用计算机求一个 n阶方阵 A的逆阵，为减少计算误差，最好在残

余矩阵（开始时为A）中选一个绝对值最大的元素. 如果大于一个充分小的正数

ε（一般为 10 - 6 ～ 10 - 4
）便以其为枢轴作一次旋转运算. 只要能进行 n次旋转运

算，A可逆. 这时，初始的基向量 e1，e2，⋯，en 成为非基向量，非基向量 a1，

a2，⋯，am 成为基向量，但它们的次序往往会发生变化. 为得到 A的逆，只需将

３



二 次 规 划———非线性规划与投资组合的算法

ei 行和 a j 列上的元素放在第 i行和第 j列，i，j = 1，2，⋯，n. 挑选绝对值最大的

元素作枢轴相当于线性方程组的全主元高斯消元法，计算量大但解的精度高.

当 n很大时，可使用部分选主元的方法. 如果 A正定，沿其主对角线进行旋转

运算便可，数值稳定性非常好（见曹志浩、张玉得和李瑞遐（1979））. 这意味着，

当 A是一个具有正对角元素的对称矩阵时，仅以对角线上的正元素为枢轴作旋

转运算，数值稳定性将会非常好.

定理 1. 1. 1（旋转运算公式） 设一个 m × n矩阵的分块矩阵为
A B( )C D
，其

中 A为可逆方阵. 那么，用旋转运算在此分块矩阵中求 A 的逆，其结果为

A- 1 - A- 1 B

CA- 1 D - CA- 1( )
B

.

证 用 a i 表示此 m × n矩阵的第 i行，ei 表示 n阶单位矩阵的第 i行，设

A的阶数为 k，那么

a1


a









k

= A

e1


e











k

+ B

ek+1


e











n

，

两边左乘 A- 1
并移项得

e1


e











k

= A- 1

a1


a











k

- A- 1 B

ek+1


e









n

，

所以对 A求逆后上方的两个子块变为 A- 1
和 - A- 1 B. 另外

ak+1


a









m

= C

e1


e









k

+ D

ek+1


e









n

= C A- 1

a1


a











k

- A- 1 B

ek+1


e





















n

+ D

ek+1


e











n

= CA- 1

a1


a











k

+（D - CA- 1 B）

ek+1


e











n

，

所以下方的两个子块变为CA- 1
和 D - CA- 1 B.

1. 1. 3 若干分块矩阵公式

以下是一些较为常用的分块矩阵公式.

（i）若 A11可逆，则

４
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A11 A12

A21 A( )
22

=
I1 O

A21 A- 1
11 I( )

2

A11 O

O A22 - A21 A- 1
11 A( )

12

I1 A- 1
11 A12

O I( )
2

，

（1. 1. 4a）

其中 I1 和 I2为单位矩阵；若 A22可逆，则

A11 A12

A21 A( )
22

=
I1 A12 A- 1

22

O I( )
2

A11 - A12 A- 1
22 A21 O

O A( )
22

I1 O

A- 1
22 A21 I( )

2

.

（1. 1. 4b）

（ii）若 A11可逆，则

A11 A12

A21 A( )
22

可逆（A22 - A21 A - 1
11 A12）可逆，

其中“”表示必要充分条件，并且

A11 A12

A21 A( )
22

- 1

=
I1 - A- 1

11 A12

O I( )
2

A- 1
11 O

O （A22 - A21 A- 1
11 A12）

-







1

I1 O

- A21 A- 1
11 I( )

2

=
B11 B12

B21 B( )
22

， （1. 1. 5a）

其中

B11 = A - 1
11 + A - 1

11 A12（A22 - A21 A - 1
11 A12）

- 1 A21 A - 1
11 ，

B12 = - A - 1
11 A12（A22 - A21 A - 1

11 A12）
- 1
，

B21 = -（A22 - A21 A - 1
11 A12）

- 1 A21 A - 1
11 ，

B22 =（A22 - A21 A - 1
11 A12）

- 1 .

若 A22可逆，则

A11 A12

A21 A( )
22

可逆 （A11 - A12 A - 1
22 A21）可逆，

并且

A11 A12

A21 A( )
22

- 1

=
I1 O

- A12 A- 1
22 I( )

2

（A11 - A12 A- 1
22 A21）

- 1 O

O A- 1







22

I1 - A12 A- 1
22

O I( )
2

=
B11 B12

B21 B( )
22

， （1. 1. 5b）

其中

B11 =（A11 - A12 A- 1
22 A21）

- 1
，

５此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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B12 = -（A11 - A12 A- 1
22 A21）

- 1 A12 A- 1
22，

B21 = - A- 1
22 A21（A11 - A12 A- 1

22 A21）
- 1
，

B22 = A- 1
22 + A- 1

22 A21（A11 - A12 A- 1
22 A21）

- 1 A12 A- 1
22 .

（iii）若 A11，A22，
A11 A12

A21 A( )
22

均可逆，则

（A11 - A12 A- 1
22 A21）

- 1 = A- 1
11 + A- 1

11 A12（A22 - A21 A- 1
11 A12）

- 1 A21 A- 1
11，

（A11 - A12 A- 1
22 A21）

- 1 A12 A- 1
22 = A- 1

11 A12（A22 - A21 A- 1
11 A12）

- 1
，

A- 1
22 A21（A11 - A12 A- 1

22 A21）
- 1 =（A22 - A21 A- 1

11 A12）
- 1 A21 A- 1

11，

A- 1
22 + A- 1

22 A21（A11 - A12A- 1
22 A21）

- 1A12A- 1
22 =（A22 - A21A- 1

11 A12）
- 1 . （1. 1. 6）

（iv）若 A12，A21可逆，则

A11 A12

A21
( )O

- 1

=
O A- 1

21

A- 1
12 - A- 1

12 A11 A- 1







21

. （1. 1. 7）

以上公式选自须田信英等的相关著述（1979）.

1. 1. 4 其他旋转运算公式

定理 1. 1. 2 设
A B

BT( )D
是秩为 r的 n阶正半定矩阵，其中 A为 k阶可逆方

阵，k < n. 则 D - BTA - 1 B是秩为 r - k的正半定矩阵.

证 在下式两边右乘（0，x）左乘（0，x）T
，其中 0 是 k维零向量，x 是任意

n - k维向量（都是行向量）：

I O

- BTA - 1( )I

A B

BT( )D

I - A - 1 B( )O I
=

A O

O D - BTA - 1( )B
.

由于
A B

BT( )D
正半定，x（D - BTA - 1 B）xT

非负，因而 D - BTA - 1 B 正半定，且

秩为 r - k.

定理 1. 1. 1 和定理 1. 1. 2 说明，如果矩阵 A正半定，则以主对角线上的正

元素为枢轴进行旋转运算得到的残余矩阵也正半定.

定理 1. 1. 3 设 A是一个 n阶对称矩阵，则 A正定的必要充分条件是可沿

其主对角线进行 n次旋转运算并且所有枢轴元素都是正数.

６
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证 考虑 A的 k + 1 阶主子矩阵并将其表示为分块矩阵
Ak b

bT( )d
，其中 Ak是

A中左上角的 k 阶矩阵，1≤k < n，并设 Ak的行列式大于 0. 由于
Ak b

bT d
=

Ak （d - bTA - 1
k b）并且 d - bTA - 1

k b 是在 A中沿 Ak的主对角线进行 k次旋转

运算所得矩阵主对角线上第 k + 1 个元素，由归纳不难看出此定理成立.

定理 1. 1. 4 在分块矩阵
B - AT( )A D

中 B 正定，D 正半定，那么沿 B 的对

角线进行旋转运算得到的矩阵
B - 1 B - 1 AT

AB - 1 D + AB - 1 A







T
正半定并且其秩等于 B与

D的秩之和.

证 因为

B - 1 B - 1 AT

AB - 1 D + AB - 1 A







T

=
I1 O

A I( )
2

B - 1 O( )O D

I1 AT

O I







2

.

设 A和 B是同阶方阵. 如果存在非奇异矩阵 P，使得 B = PTAP，称 A合同

于 B，或者说，按这种方式由 A得到 B的运算是合同变换. 合同变换不改变实

对称矩阵的正、负和零特征值的数目.

定理 1. 1. 5 设 B =
B11 B12

BT
12 B







22

，A11是非奇异方阵，那么在分块矩阵

B11 B12 - AT
11

BT
12 B22 - AT

12

A11 A12











0

中先后求 A11和 - AT
11的逆矩阵是对 B作合同变换.

证 按照定理 1. 1. 1，在以上 3 × 3 分块矩阵中先后求 A11和 - AT
11的逆矩

阵，结果为

A - T
11 B11 A - 1

11 A - T
11 B12 - A - T

11 B11 A - 1
11 A12 - A - T

11

BT
12 A - 1

11 - AT
12 A - T

11 B11 A - 1
11 B'

22 AT
12 A - T

11

A - 1
11 - A - 1

11 A12











O

，

其中

７
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B'
22 = B22 - BT

12 A - 1
11 A12 - AT

12 A - T
11（B12 - B11 A - 1

11 A12），

A - T
11 是 A - 1

11 的转置；其左上角的 2 × 2 分块矩阵可表示为

A - T
11 O

- AT
12 A - T

11







I

B11 B12

BT
12 B







22

A - 1
11 - A - 1

11 A12( )O I
，

所以是对 B作的一种合同变换.

1. 2 向量与矩阵的范数及其性质

1. 2. 1 向量与矩阵的范数

设 x是 n 维向量空间 Rn
的一个向量. x 的范数是一个非负实数，记为

‖x‖，它满足以下三个条件：
（i）‖x‖≥0，等号仅当 x = 0 时成立；

（ii）对于任意实数 α∈R，‖αx‖ = | α |‖x‖；
（iii）对于任意向量 x，y∈Rn

，有‖x + y‖≤‖x‖ + ‖y‖.

容易证明

‖x‖ - ‖y‖≤‖x + y‖， ‖y‖ - ‖x‖≤‖x + y‖.

所以

‖x‖ - ‖y‖ ≤‖x + y‖≤‖x‖ + ‖y‖，

此式称为三角不等式.

设 x =（x1，x2，⋯，xn）
T
，常用的向量范数有以下几种：

‖x‖1 = ∑
n

i = 1
| xi | ，

‖x‖2 = ∑
n

i = 1
x2

槡 i，

‖x‖� = max
i

| xi | .

设 A是 n阶方阵. A的范数是一个非负实数，记为‖A‖，它满足以下四
个条件：

（i）‖A‖≥0，等号仅当 A = O时成立；

（ii）对于任意实数 α∈R，‖αA‖ = | α |‖A‖；
（iii）对于任意 n阶方阵 A和 B，有‖A + B‖≤‖A‖ + ‖B‖；

８
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（iv）‖AB‖≤‖A‖‖B‖.

设 A =（a ij）n × n，常用的矩阵范数有以下三种：

‖A‖1 = max
j
∑

n

i = 1
a ij ，

‖A‖2 = λmax（ATA槡 ），

其中 λmax（ATA）表示 ATA的最大特征值，

‖A‖� = max
i
∑

n

j = 1
| a ij | .

可以证明，当 A是实对称矩阵时，‖A‖2 = max
i

| λi（A）|，其中λi（A）表示

A的第 i个特征值.

对于任意 n维向量 x和 n阶方阵 A，如果

‖Ax‖≤‖A‖‖x‖
成立，称矩阵范数‖A‖与向量范数‖x‖相容.

可以证明，‖A‖1，‖A‖2，‖A‖� 分别与‖x‖1，‖x‖2，‖x‖� 相容.

1. 2. 2 有关公式

向量 x =（x1，x2，⋯，xn）与 y =（y1，y2，⋯，yn）的内积是一个实数，记为 x·y，

规定

x·y = x1 y1 + x2 y2 +⋯ + xnyn .

定义了内积的向量空间 Rn
称为 n 维欧氏（向量）空间. 欧氏空间中向量 x

的长度为

‖x‖2 =（x1
2 + x2

2 +⋯ + xn
2
）

1
2 .

两向量 x与 y的距离为

‖x - y‖2 =［（x1 - y1）
2 +（x2 - y2）

2 +⋯ +（xn - yn）
2
］

1
2 .

如果 x·y = 0，称 x与 y直交，记为 x⊥y.

可证明以下公式成立：

公式 1. 2. 1（平行四边形公式） ‖x + y‖2
2 +‖x - y‖2

2 =2‖x‖2
2 +2‖y‖2

2；

公式 1. 2. 2（勾股定理） 当 x⊥y时，‖x + y‖2
2 = ‖x‖2

2 + ‖y‖2
2；

公式 1. 2. 3（柯西-许瓦茨不等式） | x·y|≤‖x‖2‖y‖2 .

为了简单起见，以后我们将范数符号‖·‖2记为‖·‖.
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1. 3 凸锥及 Farkas引理

1. 3. 1 向量空间

设 V是一个向量集，R 是实数集. 如果

（i）对于任意的 x∈V，y∈V，有 x + y∈V；

（ii）对于任意的 x∈V，k∈R，有kx∈V，

就称 V为一个向量空间. 也就是说向量空间关于向量的加法运算和数乘向量运

算是封闭的. 所有 n维向量的集合是一个向量空间，记为 Rn. 通常在 Rn
中引

入向量的内积运算，这时 Rn
称为 n维欧氏空间.

设 a1，a2，⋯，am∈Rn
，可证明集合

Zm =｛x∈Rn a i·x = 0，i = 1，2，⋯，m｝

和

Sm =｛a = k1 a1 + k2 a2 +⋯ + kmam k1，k2，⋯，km∈R｝

是两个向量空间. 这两个空间分别称为向量组 a1，a2，⋯，am的零空间和张成的

空间.

设 V和 S是两个向量空间，如果 S是 V的子集，则称 S为 V的子空间. 上

面定义的两个空间 Zm和 Sm都是 Rn
的子空间.

设集合 V是 Rn
的子集，向量 z∈Rn. 如果 z与 V中的一切向量直交，就说 z

与 V直交，记作 z⊥V. 设 V1 和 V2都是 Rn
的子集. 如果对于任何 x∈V1 和任何

y∈V2，均有 x⊥y，就说 V1 与 V2直交，记作 V1⊥V2 .

考虑向量组 a1，a2，⋯，am的零空间 Zm和张成的空间 Sm. 对于任何 x∈Zm，

任何 a∈Sm，由于 a 可表示为 a = k1 a1 + k2 a2 +⋯ + kmam，所以 a·x = k1 a1·

x + k2 a2·x +⋯ + kmam·x = 0，即 Zm和 Sm是 Rn
的两个互相直交的子空间. 如

果 x既属于 Zm也属于 Sm，那么，x·x = 0. 所以 Zm和 Sm的交集等于｛0｝.

设 V是一个向量空间，a1，a2，⋯，a l是其中的 l 个线性无关的向量. 如果 V

中每个向量可以表示为 a1，a2，⋯，a l的线性组合，则称 a1，a2，⋯，a l为 V的一个

基，数字 l称为 V的维数.

维数为 l的向量空间称为 l维向量空间. 显然 Rn
是 n 维向量空间. 向量组

a1，a2，⋯，am张成的空间 Sm的维数等于向量组 a1，a2，⋯，am的秩. 还可以证明，

如果 n维向量组 a1，a2，⋯，am的秩为 l，则此向量组的零空间 Zm的维数为 n - l.

设 V是 Rn
的子空间，x∈V，z∈Rn. 如果 z - x与 V的任何向量直交，就称

０１
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x是 z在 V上的直交投影. 容易证明

（i）‖x‖≤‖z‖，其中等号仅当 x = z时成立；

（ii）z·x = ‖x‖2 .

设 x和 y分别是向量 z在向量组 a1，a2，⋯，am的零空间 Zm和张成的空间

Sm上的直交投影，由于 Zm和 Sm直交，所以

z = x + y.

1. 3. 2 仿射集

设 x和 y是 Rn
中两个不同的点，t∈R，由（1 - t）x + ty表示的点的集合称

为通过 x和 y的直线. 设 V是 Rn
的子集，如果对于任意的 x，y∈V，t∈R，有

（1 - t）x + ty∈V，则称 V为仿射集（affine set）. 也就是说，仿射集包含通过该集

合中任意两点的直线.

规定空集  是一个仿射集. 而 Rn
的子空间是过原点的仿射集. 设 a1，

a2，⋯，am是 n维向量，b1，b2，⋯，bm是实数. 则方程组 a i·x = bi，i = 1，2，⋯，m

的所有解的集合

Am =｛x∈Rn a i·x = bi，i = 1，2，⋯，m｝

是个仿射集. 作为 Am的一个特殊情形，H =｛x∈Rn a1·x = b1｝称为 Rn
中一个

超平面，通常说成超平面 a1·x = b1，a1 称为法向量.

设 V1 和 V2是两个仿射集. 如果存在珔x∈Rn
，使得对于任何 x∈V1 有珔x + x∈

V2，就称 V1 和 V2平行.

设珔x属于 Am =｛x∈Rn a i·x = bi，i = 1，2，⋯，m｝. 由于对于任何属于 Zm =

｛x∈Rn a i·x = 0，i = 1，2，⋯，m｝的 x，均有珔x + x∈Am，所以 Am与 Zm平行.

显然，包含原点的仿射集是一个向量空间.

一个非空仿射集的维数定义为与其平行的子空间的维数. 仅含一个点的

集，一条直线，R3
中的一个平面分别是 0，1，2 维的仿射集.

设 n维向量组 a1，a2，⋯，am的秩为 l，则上述定义的仿射集 Am的维数等于

a1，a2，⋯，am的零空间 Zm的维数等于 n - l.

1. 3. 3 凸集

设 x（1）
，x（2）
，⋯，x（m）∈Rn

，k1，k2，⋯，km∈R. 如果 k1，k2，⋯，km≥0 且
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