
书书书

高等院校力学教材

弹性力学简明教程

杨桂通!编著

清 华 大 学 出 版 社

北!京



内 容 简 介

!!本书是为工程类各有关专业编写的一本弹性力学简明教程!可供研究生和高年级大学生作为
教材!其中有些内容可以选读"全书共有!"章!包括弹性力学的基本理论#基本概念和基本方法$
简单的和一些工程上常见的弹性力学问题$弹性弯曲和扭转$弹性薄板和薄壳$热应力问题$变分
原理和数值方法等"本书理论与应用并重!概念清晰!易于理解!列有习题和思考题!举一反三!便
于掌握"

版权所有!翻印必究"举报电话#!"!#$%&’%(’(!")*!"%*$$&’!")’!")"!())

图书在版编目$+,-%数据

弹性力学简明教程%杨桂通编著#&北京’清华大学出版社!$%%&#’
(高等院校力学教材)

()*+,-.%$-!$’/’-"

!#弹*!"#杨*!##弹性力学0高等学校0教材!$#1.".

中国版本图书馆2(3数据核字($%%&)第%"&.,’号

出 版 者’清华大学出版社 地 址’北京清华大学学研大厦

4556’%%777#586#9:;#9< 邮 编’!%%%/"
社 总 机’%!%-&$,,%!,= 客户服务’%!%-&$,,&’&’

责任编辑’杨!倩

印 装 者’北京国马印刷厂

发 行 者’新华书店总店北京发行所

开 本’!,=>$"=!!印张’!/#$=!字数’.,,千字

版 次’$%%&年’月第!版!$%%&年’月第!!!!!!!次印刷

书 号’()*+,-.%$-!$’/’-"%1+="%
印 数’!%.%%%
定 价’$&#%%元



本书是为工程类各有关专业的研究生和高年级大学生!提供一本简明易懂的教

材!其中包含必要的基本理论基础和工程上常见的弹性力学问题"这就要求在取材

和讲授方法上做到’去粗取精!通俗易懂!概念清晰!系统不乱"开始动笔以来!我

便朝这个方向努力去做"

所有的工程技术人员都会碰到各式各样的力学问题!其中最多的可能就是当各

种材料的物体或结构受各式各样的外界作用时!要我们判断其工作状态或是做出有

安全#经济要求的设计"对于重要的工程要求给出科学的判断或精确的设计!这就需

要掌握固体力学首先是弹性力学的基础理论和分析方法!以求给出正确的工程设计"

本书共分!"章!都是弹性力学的最基本和最有实用价值的重要概念和分析方

法!除第!章绪论外!第$%&章包括’应力和应变的概念和表达方法$应力和应变之

间的联系$弹性力学问题的提法和简单的平面问题"第,章介绍弹性力学平面问题

最精彩的求解方法&&&复变函数法$第/章讲述柱体的弹性扭转$第’章介绍弹性体

受热状态引起的应力问题$第!%章介绍空间问题的解题方法和两弹性体的接触问

题$第!!章讲述弹性力学的变分原理及数值方法!介绍了常见的里兹法#迦辽金法和

有限元法!这一章实为做数值计算准备理论基础!并对进一步做研究工作建立重要概

念"第!$和!.章分别介绍薄板和薄壳问题$最后一章介绍弹性波理论!希望借此给

读者一些在动力作用下将产生弹性波传播的概念"书中每章附有复习要点#思考题

和习题"为了使读者对力学的发展历程和著名科学家对力学发展的贡献有些了解!

书中安排了相应的简介和插图"此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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在编写本书过程中!树学锋教授#陈维毅教授#赵广慧博士以及太原理工大学应

用力学研究的老师和我的学生们给了我许多帮助!特向他们表示衷心的谢意"此外!

本书参考并吸收了许多国内外弹性力学名著的思想和内容!非常感谢众多专家学者

给予的现成的精彩成果!主要的都列在参考文献中"

最后!我特别感谢清华大学出版社的杨倩编辑!由于她的辛勤工作!热心的支持

与帮助!使得本书得以问世"

杨桂通

于太原理工大学
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书书书

第!章
绪!!论

!"!!弹性力学的研究对象和任务

弹性力学是固体力学的一个分支学科!是研究可变形固体受到外载荷"温度变化
及边界约束变动等作用时!弹性变形和应力状态的科学#本书专门讨论固体材料中
的理想弹性体的力学问题#
弹性力学是人们在长期生产实践与科学实验的丰富成果的基础上发展起来的#

它的发展与社会生产发展有着特别密切的关系!它来源于生产实践!又反过来为生产
实践服务#弹性力学作为固体力学的一个独立分支学科已有一百多年的历史#它有
一套较完善的经典理论和方法!在工程技术的许多领域得到了广泛的应用#目前!由
于现代科学技术的进一步发展!向弹性力学的新理论提出了一系列新课题!新任务#
因而!研究弹性力学的新理论"新方法及其在工程上的应用是非常必要的#在目前!
弹性力学仍然是一门富有生命力的学科#
材料力学和结构力学的研究对象及问题!往往也是弹性力学所要研究的问题#

不过!在材料力学和结构力学中主要是采用简化的可用初等理论描述的数学模型#
在弹性力学中!则将采用较精确的数学模型#有些工程问题$例如非圆形断面柱体的
扭转!孔边应力集中!深梁应力分析等问题%用材料力学和结构力学的理论无法求解!
而在弹性力学中是可以解决的#有些问题虽然用材料力学和结构力学的方法可以求
解!但无法给出精确可靠的结论!而弹性力学则可以给出用初等理论所得结果可靠性



!!!!! 第!章!绪论

与精确度的评价#因而!弹性力学的任务有二&一是建立并给出用材料力学和结构
力学方法无法求解的问题的理论和方法’二是给出初等理论可靠性与精确度的度量#
学习本课程的目的大致可归结为&

"%确定一般工程结构在外载荷作用下的弹性变形与内力的分布规律#

!%确定一般工程结构的承载能力#

#%为进一步研究工程结构的强度"振动"稳定性等力学问题打下必要的理论基础#

!#$!基 本 假 定

固体材料通常分为晶体和非晶体两种#晶体是由许多离子"原子或分子按一定
规则排列起来的空间格子$称为晶格%构成的#它们一般均处于稳定的平衡状态#普
通固体$例如低碳钢"黄铜"铝"铅等%是由许多晶粒方位混乱地组合起来的#它们中
间常有一些缺陷存在#非晶体一般是由许多分子的集合组成的高分子化合物#由此
可见!固体材料的微观结构是多样的"复杂的#如果我们在研究工程结构的力学性态
时!考虑固体材料的这些特征!必将带来数学上的极大困难#为了把本书所研究的问
题限制在一个简便可行的范围内!必须引进下列一些假定#

"%假定固体材料是连续介质#即!这种介质无空隙地分布于物体所占的整个空
间#这一假定显然与上述介质是由不连续的粒子所组成的观点相矛盾#但我们采用
连续性假定!不仅是为了避免数学上的困难!更重要的是根据这一假定所进行的力学
分析!被广泛的实验与工程实践证实是正确的#事实上!连续性假定与现代物质理论
的分歧可用统计平均的观点统一起来#从统计学的观点看来!只要所论物体的尺寸
足够大!物体的性质就与体积的大小无关#通常工程结构构件的尺寸!与晶粒或分子
团的大小相比!其数量级是非常悬殊的#在力学分析中!从物体中取出任一微小单
元!在数学上是一个无穷小量!但它却含有大量的晶粒!晶体缺陷与微小单元进而与
物体尺寸相比更是小得很多!因而连续性假定实际上是合理的#对于一些多相物体!
通常也作为连续性介质看待#
根据连续性假定!用以表征物体变形和内力分布的量!就可以用坐标的连续函数

来表示#这样!在进行弹性力学分析时!就可以应用数学分析这个强有力的工具#
弹性力学的理论基础仍然是牛顿力学#连续性假定和理论力学中的牛顿力学定

律相结合就必然会产生连续介质力学#当进一步给出固体材料的弹性本构关系之
后!也就必然会得到弹性力学的基本方程#

!%物体为均匀各向同性的#即认为物体内各点介质的力学特性相同!且各点的
各方向的性质也相同#也就是说!表征这些特性的物理参数在整个物体内是不变的#

#%物体的变形属于小变形#即认为物体在外力作用下所产生的变形!与其本身
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几何尺寸相比很小!可以不考虑因变形而引起的尺寸的变化#这样!就可以用变形以
前的几何尺寸来代替变形以后的尺寸#此外!物体的变形和各点的位移公式中二阶
微量可以略去不计!从而使得几何变形线性化#

$%物体原来是处于一种无应力的自然状态#即在外力作用以前!物体内各点应
力均为零#我们的分析计算是从这种状态出发的#
以上基本假定是本书讨论问题的基础!还有一些针对具体问题所作的假定!将在

以后各章分别给出#

!#%!弹 性 变 形

由材料力学知道!弹性变形是物体卸载以后!就完全消失的那种变形!即!弹性变
形是可恢复的"可逆的变形#而非弹性变形则是指卸载后不能消失而残留下来的那
部分变形!是不可逆的变形#在小变形假定的条件下!弹性变形与应力的关系是一一
对应的线性关系!因而!具有可加性!即叠加原理是适用的#
物体变形的机理!应从材料内部原子间力的作用来分析#实际上!固体材料之所

以能保持其内部结构的稳定性是由于组成该固体材料$如金属%的原子间存在着相互
平衡的力#吸力使各原子彼此密合在一起!而短程排斥力则使各原子间保持一定的
距离#在正常情况下!这两种力保持平衡!原子间的相对位置处于一种规则排列的稳
定状态#受外力作用时!这种平衡被打破!为了恢复平衡!原子便须产生移动和调整!
使得吸力"斥力和外力之间取得平衡#因此!如果知道了原子间的力相互作用的定
律!原则上就能算出晶体在一定外力作用下的弹性反应#
实际上!固体材料的内部结构是多样的"复杂的#例如夹杂"微孔"晶界等!都是

影响变形发展的因素#目前的一些学说尚不能解释全部固体材料的微观变形机理#
主要是由于所有的工程材料都不可避免的有缺陷存在#对于工程问题来说不必具体
分析每一个缺陷对于材料性态的影响!而只需研究其宏观的统计特性!即可解决工程
设计中的力学分析问题#
今后!我们仅宏观地研究弹性体在受外部作用时的应力场和位移场的分布!主要

是梁"板"壳这一类结构及其他形式的结构物和构筑物的弹性力学问题#

!#&!弹性力学发展历程简介

弹性力学的发展历程与人类文明和社会进步是密切相关的#中国在%世纪至

"%世纪这段时期!社会"政治相对稳定!从而出现了以陶瓷"纺织和建筑为代表的生
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产技术和生活环境的大改造!以及以农"医"天"算四大学科为代表的中国古代科学体
系!还有影响世界文明的四大发明#

""世纪以后!欧洲从漫长的黑夜苏醒!十字军东征带回了中国的四大发明和希
腊的学术!通过大翻译运动!出现了以经院哲学"理性论证为代表的学术复苏#诞生
了实验科学的先驱罗吉尔(培根$&’()*(+,-’.!"!"/)"!/!%#文艺复兴以后!人
们的世界观发生了重大变化!近代科学体系逐渐形成#人们开始探索天体"地球"大
自然#出现了航海罗盘"钟表"枪炮等#社会文明大大的前进了#继欧几里得$012
-345!约##6)!%7+8%以后!哥白尼$94-’3,1:8’;)*.4-1:!"$%#)"7$#%"开普勒$<’2
=,..):>);3)*!"7%")"?#6%"伽利略$@,343)’@,343)4!"7?$)"?$!%"笛卡儿$&).A
B):-,*C):!"7/?)"?76%"牛顿$D:,,-9)EC’.!"?$!)"%!%%等一大批学者的工作推动
了社会的进步和科学技术的发展#
本书的全部内容!显然都是建立在牛顿力学的基础上#牛顿力学的诞生与完善

经历了漫长的发展历程#谈到牛顿力学就会想到伽利略对牛顿力学的重要贡献#牛
顿于#66多年前$"?F%%发表了*自然哲学的数学原理+这一伟大著作!完成了牛顿力
学科学体系的建立#以后!又过了"66年!拉格朗日$"%#?)"F"#%做了出色的工作#
他接受了欧拉变分法的概念和理论!建立了分析力学!降低了解题的难度!使得牛
顿力学有了新的解题方法和严格的数学表述#可称为拉格朗日力学#又过了半个多
世纪!哈密顿$"F67)"F?7%进一步发展了牛顿力学#形成了影响广泛的"具有崭新
面貌的哈密顿力学#牛顿"拉格朗日和哈密顿这三位伟大的天才科学家!经过了#66
多年完成了经典力学的完美体系!至今仍是光彩夺目!应用广泛#
弹性力学完整科学体系的形成也已经有了上百年的历史#有不少著名的经典著

作#例如!勒夫$GH0HIHJ’K)!"F?#)"/$6%著!*数学弹性理论+$GL*),C4:)’.
C=)M,C=)N,C4-,3L=)’*O’P03,:C4-4CO!%其第一版于"F/!年问世!第四版为"/!%
年!后被译成各种文字!人们视为不朽经典名著#又如铁摩辛柯 $QC);=).RH
L4N’:=).S’!"F%F)"/%!%著*弹性理论+$L=)’*O’P03,:C4-4CO!俄文版!卷一!"/"$
年!卷二!"/"?年%和以后的各种版本$英文"中文等%!以及他的一系列专著$如弹性
振动理论"板壳理论"材料力学"弹性稳定理论等%!世界各国用它培养了一代又一代
的工程师和研究人员#稍后有穆斯海里什维利$9HDHM1:S=)34:=K434!"F/")"/%?%在
他的老师克罗索夫$@HTH>’3’:’PP%工作的基础上出版了著名著作!"#$%&’()
*+",-$#’"./&01$#&0()&-21$"+3".4-&’0()(03!俄文第一版于"/##年问世!以后
多次修订!"/??年做最后一次修订#在这本传世名著中用复变函数法和奇异积分对
弹性力学平面问题给出了完美的解答#多年来国外出版的弹性力学教科书种类繁
多!各有千秋!难以胜数#
国内出版了很多很好的弹性力学专著和教科书#最早问世的有&钱伟长"叶开源

著*弹性力学+$"/7?%!之后有徐芝伦著*弹性力学+$上下册%!武际可"王敏中著*弹性



思考题 7!!!!

力学引论+!程昌钧著*弹性力学+"吴家龙著*弹性力学+等!和一大批国外优秀弹性力
学专著和教科书的翻译本#
我国学者在弹性力学发展进程中曾做出了卓越的贡献#例如!钱学森在弹性薄

壳的非线性稳定理论方面的开创性工作!钱伟长对弹性板壳内禀理论的研究!摄动
法"弹性圆板大挠度"穿甲理论等方面的重要贡献!胡海昌对广义变分原理的重要贡
献#最近!钟万勰发展了辛弹性力学和弹性力学求解的新方法!武际可对弹性稳定理
论和力学史的研究做出了贡献#郭仲衡!黄克智!杜庆华!徐秉业等众多知名学者在
弹性力学发展上都做出了各自不同的重要贡献#

思!考!题

!’!!为什么要引进一些基本假定, 如果放弃其中的任一条会出现什么情况,

!’$!你对弹性力学的发展历程和展望有何见解,



第$章
应!!力

$"!!力和应力的概念

作用在物体上的外力可分为表面力和体积力!简称面力和体力#
所谓面力指的是作用在物体表面上的力!如风力"液体压力"两固体间的接触力

等#物体上各点所受的面力一般是不同的#为了表明物体表面上的一点*所受面

图!!5"

力的大小和方向!我们在* 点的邻域取一包含*
点在内的微小面积元素!!$图!5"%!设在!!上的
面力为 !!!则面力的平均集度为 !!-!!#如将

!!不断地缩小!则!!-!!及!!都将不断地改变
其大小"方向和作用点#如令!!无限缩小而趋于

* 点!!!-!!将趋于一定的极限!:!即有

34N
!!"6

!!
!!6!: $!5"%

!!这个极限矢量!:就是*点面力的集度#由于

!!是标量!故矢量!:的方向与!!的极限方向相同#!:在坐标轴7!3!8方向的投影

97!93!98 称为*点面力的分量!并规定指向坐标轴正方向的分量为正!反之为负#
作用在物体表面上的力都占有一定的面积!但对于作用面很小的面力通常理想

化为作用在一点的集中力#



$%!!力和应力的概念 %!!!!

体力!则是满布在物体内部各质点上的力!如重力"惯性力"电磁力等#物体内各
点所受的体力一般也是不同的#我们可以仿照对面力的讨论!得出物体内一点:所
受的体力为按体积计算的平均集度!"U-!;!在微小体积元素!; 无限缩小而趋于:
点时的极限矢量"U!即

34N
!;"6

!"U

!; 6"U $!5!%

!!显然!体力矢量"U的方向就是!; 内的体力!"的极限方向#
固体材料受外力作用后就要产生内力和变形#用以描述物体中任何部位的内力

和变形特征的力学量是应力和应变#应力的概念!在材料力学课程中虽已讨论并应
用过!但由于这一概念的重要性!我们在这里除了强调应力的确切含义之外!还要进
一步给出在受力物体内某一点处的应力状态的描述方法#

!!柯西!GHJH8,1-=O"!"%F/年生于法国#"F7%年逝

世$数学家和力学家$他奠定了应力和应变的理论#首

先指出了矩形截面柱体的扭转与圆形截面柱体的扭转有

重大区别#最早研究了板的振动问题$在数学和力学的

其他领域有很多重要贡献$
!G1(1:C4.J’14:8,1-=O

柯西$GVJV8,1-=O!"%F/)"F7%%首先提出了应力和应变的理论#为了说明应
力的概念!我们假想把受一组平衡力系作用的物体用任一平面:分为<"%两部分
$图!5!%#如将%部分移去!则%对< 的作用应代之以% 部分对< 部分的作用力#
这种力在%移去前是物体内<!%之间在: 截面上的内力!且为分布力#如从:面
上* 点的邻域取出一包括* 点在内的微小面积元素!!:!而!!: 上的内力矢量为

!!!则内力的平均集度为!!-!!:#如令!!: 无限缩小而趋于* 点!则在内力连续
分布的条件下!!-!!: 趋于一定的极限!!即

!6 34N
!!:"6

!!
!!:

$!5#%

!!这个极限矢量!就是物体在过:面上* 点处的应力#由于!!: 为标量!故!的
方向与!!的极限方向一致#
应力!可分解为其所在平面的外法线方向和切线方向这样两个分量#沿应力
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所在平面的外法线方向$=%的应力分量叫做正应力!记做!=#沿切线方向的应力分

图!!5!

量叫做剪应力!记做"=#此处脚注=标
明其所在面的外法线方向#因此!!!
的正应力和剪应力分别为

!= 6 34N
!!:"6

!9=

!!:

"= 6 34N
!!:"6

!9:

!!

#

$

%:

$!5$%

其中!!9=!!9:分别为!!: 上的内力矢

量!!在=平面的法向和切向分量#
如果图!5!中的=方向与3 坐标

轴的方向一致$图!5#%!则此时有

!= 6!3 及"= 6"3

其中"3 是作用在:截面内的剪应力!如将"3 分解为沿7轴和8轴的两个分量!并记
作"37和"38!则过:面上* 点的应力分量为!3!"37!"38#以后!我们对正应力只用一
个字母的下标标记!对剪应力则用两个字母标记!其中第一个字母表示应力所在面的
外法线方向’第二个字母表示应力分量的指向#应力的正负号规定为&正应力以拉
应力为正!压应力为负#
剪应力的正负号规定分为两种情况&当其所在面的外法线与坐标轴的正方向一

致时!则以沿坐标轴正方向的剪应力为正!反之为负’当所在面的外法线与坐标轴的
负方向一致时!则以沿坐标轴负方向的剪应力为正!反之为负#图!5#及图!5$中的
各应力分量均为正#应力及其分量的量纲为.力/.长度/W!!单位为帕$R,%#

图!!5# 图!!5$

!!在以上的讨论中!过*点的:平面是任选的#显然!过*点可以做无穷多个这
样的平面:#或者说!过*点有无穷多个连续变化的=方向#不同面上的应力是不
同的#这样!就产生了一个到底如何描绘一点处应力状态的问题#下面我们讨论这
个问题#
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