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书书书

前 言

布尔代数理论、自动机理论是计算机科学中的基础理论，在计算机科学发展中有重

要作用。它们在可计算理论、计算复杂性理论、并行计算、密码学、人工智能、形式语

言理论、逻辑设计、编译理论等计算机科学的许多分支学科中有重要应用。在群与半群

理论、逻辑学、组合理论、图论、模糊数学、经济学、管理科学等学科中也有很多重要

应用。

布尔代数理论、自动机理论有着相互联系和相互间的应用。如利用布尔函数解决有

穷自动机的最小化问题，利用布尔矩阵确定有穷自动机状态等价的数量估计，自动机与

格和布尔代数的关系，布尔电路模拟图灵机，利用自动机简化布尔编码的识别和构造

等。

随着信息科学的发展，信息安全的重要性日益突出，解决信息安全问题的密码学理

论显得十分重要。作为密码学重要的研究工具，布尔代数理论、自动机理论在促进密码

学发展方面的作用越来越受到关注。

因此，向计算机专业的大学生、研究生和科技工作者介绍更多一点的布尔代数、自

动机的知识是适宜的、需要的。本书所介绍的布尔代数、自动机的内容，除了为适应系

统性要求而包含有基础知识外，还有布尔代数和自动机的较为深入的知识和较为广泛的

应用。这既有益于增加计算机专业大学生、研究生读者对布尔代数理论、自动机理论相

关知识的了解，增加对布尔代数理论、自动机理论对计算机科学的发展和研究的意义的

认识，也有利于读者根据各自研究的需要进入到相应领域，更进一步地了解和学习布尔

代数和自动机的更深入、更前沿的知识。本书写作中参阅了很多优秀的文献。书后介绍

了一些参考文献，需要深入了解更多内容的读者，可根据参考文献进行查阅或进一步学

习。

作者水平有限，书中缺点错误在所难免，望读者批评指正。

作者

2005 年 12 月
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第一章 引 论

第一节 集 合

一、集合的基本概念

1. 集合的概念

集合是具有某种特点的对象组成的整体，集合中的每一个对象称为这个集合的元

素。如一些笔记本电脑构成一个笔记本电脑的集合，其中每一台笔记本电脑都是该集合

的元素。又如自然数的全体构成自然数集合，每一个自然数都是这个集合的元素。

通常用大写英文字母 A，B，C，⋯⋯代表集合，用小写英文字母 a，b，c⋯⋯代表

集合中的元素。如果 a 是集合 A中的元素，称为 a 属于 A，并记作 a∈A。如果 a 不是集

合 A中的元素，称 a 不属于 A，记作 aA。

不含任何元素的集合称为空集，记作 。
2. 常用的集合

N：正整数或自然数集合｛1，2，3，⋯｝。

E：整数集合｛⋯， - 3， - 2， - 1，0，1，2，3，⋯｝。

Q：有理数集合。

R：实数集合。

C：复数集合。

3. 集合的表示方法

①列举法：将集合中所有元素一一列出，元素之间用逗号隔开，并用花括号括起
来。如 A= ｛1，2，3｝，B = ｛a，b｝。

②描述法：以某个小写英文字母统一表示该集合的元素，并指出这类元素的共同特
征。如 c = ｛x | x是偶数，且 0 < x10｝。

4. 集合的基数

集合 A中不同元素的数目，称为集合 A的基数，记为︱A︱。当集合 A具有有限数

目的元素，即 | A | 有限时，称 A为有限集，否则称 A为无限集。

二、集合的运算

1. 集合的包含 设有集合 A，B，如果 A的每一个元素都是 B的元素（即如果 a∈
A，则必有 a∈B），则称 A是 B的子集，或说 A包含于 B（或 B包含 A），记作 AB或

BA。而如果 A不是 B的子集，则记作 AB或 BA。
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2. 集合包含的性质

①A；

②AA；

③若 AB， BC， 则 AC。

3. 集合的相等 A= BAB且 BA。

4. 真子集 AB但 A≠B，则称 A为 B的真子集，记为 AB。

5. 惟一。
6. 幂集

①定义：由集合 A的所有子集为元素而构成的集合，称为 A的幂集。记为 P （A）

（或 2A），有 P（） = ｛｝。
②定理：设 A为有限集，则

︱P（A）︱ = 2 | A|

证明：设︱A︱ = n，则 ︱P（A）︱ = c0
n + c1

n +⋯ + cn
n = 2n = 2 | A| 。

7. 全集合 U：如果一个集合包含了某个问题中所讨论的一切集合，则称它为该问

题的全集合，记作 U。

一般，我们总是取一个对问题的讨论较为方便的集合为 U。例如，如果我们讨论的

问题在实数范围内，则可将实数集 R取作全集合 U。以后的讨论中，所涉及的集合均看

做对应的全集合的子集。

8. 并集 A∪B：集合 A与集合 B的所有元素组成的集合，称为 A与 B的并集，记

作 A∪B，即：A∪B = ｛x | x∈A或 x∈B｝

9. 交集 A∩B：属于集合 A同时又属于集合 B的所有元素组成的集合，称为 A与 B

的交集，记作 A∩B，即：A∩B = ｛x | x∈A且 x∈B｝

10. 差集 B - A：由属于集合 B而不属于集合 A的所有元素组成的集合，称为 B与

A的差集，记为 B - A，即：

B - A= ｛x | x∈B，x瓟A｝

11. 补集：集合 A的补集 A为：

A= U - A= ｛x | x∈U，但 x瓟A｝

12. 集合运算定律：对于全集合 U的任意子集 A，B，C，有：

①交换律
A∪B = B∪A；A∩B = B∩A

②结合律
A∪（B∪C） = （A∪B）∪C

A∩（B∩C） = （A∩B）∩C

③分配律
A∩（B∪C） = （A∩B）∪（A∩C）

A∪（B∩C） = （A∪B）∩（A∪C）

④同一律
A∪ = A；A∩U = A
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⑤互补律
A∪A= U；A∩A= 
⑥对合律
A= A

⑦等幂律
A∪A= A；A∩A= A

⑧零一律
A∪U = U；A∩ = 
⑨吸收律
A∪（A∩B）= A；A∩（A∪B） = A

稍作证明：

A∪（A∩B） = （A∩U）∪（A∩B） 由同一律

= A∩（U∪B） 由分配律

= A∩（B∪U） 由交换律

= A∩U 由零一律

= A 由同一律

A∩（A∪B） = （A∪）∩（A∪B） 由同一律

= A∪（∩B） 由分配律

= A∪（B∩） 由交换律

= A∪ 由零一律

= A 由同一律

⑩德·摩根律
（A∪B）= A∩B； （A∩B）= A∪B；

从上面的每一定律的两个式子以及证明中，可以看到集合定律的两个公式和证明中

的“∪”和“∩”运算有一种对偶关系。

三、集合的分划

定义 1. 1. 3. 1

设 π = ｛Ai｝ik是非空集合 A的幂集 P（A）的子集，如果：

（1）Ai≠
（2）∪

i∈k
Ai = A

（3）Ai∩Aj = 
当 i≠j时

则称集合 π是集合 A的一个分划，每个 Ai 称为这个分划的一个分划块。

例：设 A= ｛a，b，c｝，则

π1 = ｛｛a｝，｛b｝，｛c｝｝， π2 = ｛｛a｝，｛b，c｝｝， π3 = ｛｛a，b｝，｛c｝｝，

π4 = ｛｛a，c｝，｛b｝｝， π5 = ｛｛a，b，c｝｝都是 A的分划。可知一个集合的

分划一般不是惟一的。
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第二节 关 系

一、笛卡尔积和关系

1. 定义 1. 2. 1. 1

设 A1，A2，⋯，An 为任意集合，由 Ai （i = 1，⋯，n）的所有元素的组合构成的

A1 × A2 ×⋯ × An = ｛（a1，a2，⋯，a n） | a i∈Ai，i = 1，2，⋯，n｝

称为 A1，A2，⋯，An 的笛卡尔积（或直乘积），其中（a1，a2，⋯a n）称为有序 n

元组，特别当 n = 2 时，（a1，a2）又称为序偶。

若 A1 = A2 =⋯ = An = A时，A× A×⋯ ×      A
n个

记为 An

例：A= ｛a，b｝，B = ｛1，2，3｝

则A× B = ｛（a，1），（a，2），（a，3），（b，1），（b，2），（b，3）｝

B × A= ｛（1，a），（1，b），（2，a），（2，b），（3，a），（3，b）｝

A× A= ｛（a，a），（a，b），（b，a），（b，b）｝

可知 A× B≠B × A

下面，只具体讲二元关系，这是我们主要讨论的问题，而 n元关系可以类推。

2. 定义 1. 2. 1. 2

设 A、B为任意集合，直乘积 A × B的一个子集 ρ，称为 A到 B的一个二元关系。

特别当 A= B时，A× A的一个子集 ρ 称为 A上的一个二元关系，简称为 A上的一个关

系。

若（x，y）∈ρ，则称 x，y有关系 ρ，记为 xρy，若，（x，y）∈ρ，则称 x，y没有

关系 ρ，记为 x ρy。

例：定义在实数集 R上的“等于”、“大于”、“小于”关系

ρ1 = ｛（x，y） | （x，y）∈R2，x = y｝

ρ2 = ｛（x，y） | （x，y）∈R2，x > y｝

ρ3 = ｛（x，y） | （x，y）∈R2，x < y｝

例：

（1）空关系：即 A× A的空子集
（2）全域关系 EA：EA = A× A= ｛（xi，yj） | xi，yj∈A｝

（3）恒等关系 IA：IA = ｛（x，x） | x∈A｝

二、关系的性质与等价关系

1. 定义 1. 2. 2. 1

设 ρ为集合 A上的关系，若对任意 X∈A都有 xρx，则称 ρ有反身性（或自反性）。
若 xρy则有 yρx，（其中 x，y∈A），则称 ρ具有对称性。
若 xρy，yρz则有 xρz，（其中 x，y，z∈A），则称 ρ具有传递性。
若 xρy，yρx则有 x = y，（其中 x，y∈A），则称 ρ具有反对称性。
注意区分自反关系与恒等关系，集合 A上的恒等关系一定是自反的，但自反关系
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并不一定是恒等关系，如“≤”是自反的但不恒等。
例：R上的关系

ρ = ｛（x，y） | x≤y｝

具有反身性，传递性和反对称性，但无对称性。

2. 定义 1. 2. 2. 2

非空集合 A上的关系 ρ，如果 ρ具有反身性，对称性和传递性，则称 ρ是 A上的等

价关系。等价关系通常用符号“ ～”表示。也就是说，具有以下性质的关系 ρ 称为等
价关系。

（1）反身性：对所有 x∈A，有 xρx。

（2）对称性：对所有 x，y∈A，若 xρy则 yρx。

（3）传递性：对所有 x，y，z∈A，若 xρy和 yρz则 xρz。

3. 定义 1. 2. 2. 3

设 ～是非空集合 A上的等价关系，则 A中等价于 x∈A的全体元素的集合 M称为 x

所生成的等价类（或在 ～下的，或相对于 ～的一个等价类）。即
（1）若 x∈M，y∈M，则 x ～ y。

（2）若 x∈M，y∈A，且满足 x ～ y，则 y∈M。

定理 1. 2. 2. 1

设 ～是非空集合 A上的等价关系，则等价类存在。

证明：任取 a∈A，令

M = ｛x | x ～ a，x∈A｝，

则可证明 M是由 a 生成的等价类。

因 ～是 A上的等价关系。a∈A，由反身性，有 a ～ a，即 a∈M，故 M非空。

设 x1，x2∈M，则 x1 ～ a，x2 ～ a，由对称性，有 a ～ x2，再由传递性，有 x1 ～ x2，

即 M中元素均有等价关系 ～。
任取 x1∈M，又设 x2∈A且满足 x1 ～ x2，则由于 x1∈M，x1 ～ a，故由传递性也有 x2

～ a，故 x2∈M。即 A中凡与 M中元素有等价关系的元素均为 M中的元素。

故 M是等价类。

定理 1. 2. 2. 2

设 ～是集合 A上的等价关系，则相对于等价关系 ～的等价类的集合 Mi （i∈I）构

成 A的一个分划。

证明：（1）Mi 非空是显然的。

（2）取 Mi，Mj（i≠j，i，j∈N）且 Mi≠Mj。若 Mi∩M；≠，则设 x∈Mi∩Mj，则

任取 a∈Mi，b∈Mj，有 a ～ x，x ～ b，所以 a ～ b，所以 a∈Mj，故 MiMj。

同理可证，故 MjMi，故 Mj = Mi，这与等价类 Mi≠Mj 矛盾。因而 i≠j时，Mi∩
Mj = 。
（3）任取 a∈A，令

M = ｛x | x∈A，x ～ a｝，

则 M是一个等价类。即有 i∈N，使 M = Mi。
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又因 a∈M∪
i∈N

Mi，所以 A∪
i∈N

Mi，而显然∪
i∈N

MiA，所以 A= ∪
i∈N

Mi。

三、偏序关系与全序关系

这里主要是证明偏序关系与全序关系的区别。

定义 1. 2. 3. 1

设 ρ是非空集合 A上的一个关系，如果 ρ具有反身性，反对称性和传递性，则称 ρ
是 A上的一个偏序关系。偏序关系通常写成符号“≤”，读作“小于或等于”。而集合
A连同 A上的偏序关系≤组成的二元偶（A，≤）称为偏序集合（或简称 A为偏序集

合）。

定义 1. 2. 3. 2

设（A，≤）是偏序集合，若对任意 a，b∈A，都有 a≤b或 b≤a 成立，则称≤为
A上的全序关系，称（A，≤）为全序集合。显然，全序集合中存在一个链 a0≤a1，≤
⋯≤，a n，故全序集合也称作链。

偏序集与全序集的区别是显然的。对于偏序集（A，≤）中的任意两元素 a，b，或

者有 a≤b，或者有 b≤a，或者 a，b不可比。而对于全序集合中（A，≤）的任两元素
a，b均可比。均有 a≤b，或 b≤a。即全序。

例：令“≤”是实数集 R 上的小于等于关系，则“≤”是实数集 R 上的偏序关

系，也是全序关系。

例：（P（A），）中，A = ｛a，b，c｝，则 P （A） = ｛，｛a｝，｛b｝，｛c｝，

｛a，b｝，｛a，c｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，则显然（P （A），）是偏序集。但｛a｝

与｛b，c｝不可比，故不是全序集。

第三节 代 数 系 统

一、运算与代数系统

定义 1. 3. 1. 1

设有非空集合 A，映射 f：An→A称为 A上的一个 n元运算；n称为这个运算的阶。

若映射 f：A2→A称为 A上的二元运算。若 f：A→A，则 f是 A上的的一元运算。这是

我们常见也常用的两种运算。相应地，可记为 f（a，b）= c，（a，b）∈A2，c∈A，及 f（x）= y，x

∈A，y∈A。但由于代数运算是一种特殊的映射，所以也可以把映射符号记得特殊一点。

如“○”、“△”、“”、“～”。并且可把 f（a，b）= c记为 a○b = c。

定义 1. 3. 1. 2

一个非空集合 S和定义在该集合上的一个或多个运算○1，○2，⋯，○n 所组成的

系统称为一个代数系统。记为（S；○1，○2，⋯，○n）。非空集 S称为这个代数系统

的域。当 S是有限集时（S；○1，○2，⋯，○n）称为有限代数系统。

二、同态与同构

定义 1. 3. 2. 1

设 v1 = （S1；○，△，）和 v2 = （S2；○，△，是两个同类型的代数系统，
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○，○，△，△是二元运算，，是一元运算。是一个从 S1 到 S2 的映射。若对于

任意（x1，x2）∈S2
1 有

（x1○x2） = （x1）○（x2）

（x1△x2） = （x1）△（x2）

对任意的 x∈S1，有

（x） = （x）

则称 是 v1 到 v2 的一个同态，或 S1 到 S2 的一个同态映射。称 v2 是 v1 在 下的同
态像。

定义 1. 3. 2. 2

对定义 1. 3. 2. 1 中的 ，若 还是由 S1 到 S2 的满射，则这时称 为同态满射。

并说对 v1 和 v2 的代数运算来说，S1 与 S2 同态。

定义 1. 3. 2. 3

对定义 1. 3. 2. 1 中的 ，若 是由 S1 到 S2 的双射，则这时称 为 S1 与 S2 间的

同构映射（简称同构）。并说对 v1 和 v2 的代数运算来说，S1 与 S2 同构。

第四节 数据结构与栈

一、数据结构

数据结构是计算机科学的基础内容。现在计算机加工处理的对象，不仅有数值，更

多地还有字符、表格、图象等各种具有一定结构的数据。为了编写出一个“好”程序，

必须分析待处理对象的特性及各处理对象之间存在的关系，这就需要学习、了解数据结

构。

但本书只能对数据结构的一些基本概念作些简单介绍。

数据：是对客观事物的符号表示，在计算机科学中是指所有能输入到计算机中并被

计算机程序处理的符号的总称。例如，一个编译程序或文字处理程序的处理对象是字符

串。这个串就是一个数据。对计算机科学而言，数据的含义极为广泛，图象、声音、字

符等都可以通过编码而归之于数据的范畴。

数据元素：数据的基本单位。在计算机程序中通常作为一个整体进行考虑和处理。

例如对学生学籍进行管理时，每个学生的信息构成一个数据元素。而该数据元素的一些

项，如姓名、年龄、籍贯、学号、年级、专业等，称为一个数据项。数据项是数据的不

可分割的最小单位。

数据对象：性质相同的数据元素的集合，是数据的一个子集。如字母字符数据对象

是集合 C = ｛‘A’、‘B’，⋯⋯，‘Z’｝。

数据结构：相互间存在一种或多种特定关系的数据元素的集合。在要研究并由计算

机处理的问题中，数据元素之间都存在着某种关系，这种数据元素相互之间的关系称为

结构。数据元素之间关系，根据其不同特性，通常有下列四类基本结构：（1）集合。

结构中的数据元素之间除了“同属于一个集合”的关系外，再无其他关系；（2）线性
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结构。结构中的数据元素之间存在一个对一个的关系；（3）树形结构。结构中的数据

元素之间存在一个对多个的关系；（4）网状结构或图状结构。结构中的数据元素之间

存在多个对多个的关系。下面给出这四类基本结构关系示意图，以便于对它的理解。

集合 树线性 图
图 1-1 四类基本结构关系图

于是，可给出数据结构的形式定义：数据结构是一个二元组（D，S），其中，D是

数据元素的有限集，S是 D上关系的有限集。例如，一个课题组组长带 3 名教师，每个

教师各带 2 名研究生。则定义数据结构为

tree = （P，R）

其中：P = ｛T，G1，G2，⋯⋯，Gi，S11，⋯⋯，Sij｝ 1≤i≤3，1≤j≤2

R = ｛R1，R2｝

R1 = ｛〈T，Gi〉 | 1≤i≤3｝

R2 = ｛〈G1，Sij〉 | 1≤i≤3，1≤j≤2｝

图示为：

T

G1 G1 G1

S11 S11 S11 S11 S11 S11

图 1-2 上例的示意图

在计算机科学中所讨论的数据结构有线性表，栈和队列、串、数组和广义表，树和

二叉树，图等。但本书在下面只简单地介绍一下栈这种数据结构。要较深入了解数据结

构的内容，读者可参看有关数据结构的专门书籍。

二、栈

栈是一种重要的数据结构。从数据结构的角度看，栈也是线性表，但它是操作受限

制的线性表，它的基本操作是线性表操作的子集。在数据结构中要对栈进行专门的讨

论。

栈是限定仅在表尾进行插入或删除操作的线性表。因之，栈的修改是按后进先出的

原则进行的。故而栈又称为后进先出的线性表。对栈来说，表尾端有其特殊含义，称为

栈顶（Top），相应地，表头端称为栈底（Bottom）。不含元素的空表称为空栈。
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假设栈 S = （a1，a2，⋯⋯，a n），则称 a1 为栈底元素，a n 为栈顶元素。栈中元素

按 a1，a2，⋯⋯，a n 的次序进栈，退栈的第一个元素为栈顶元素，因而上面栈中元素

退栈时，按 a n，a n - 1，⋯⋯，a2，a1 的次序退栈。

通常，栈这种线性有序表用随机存储器实现。若栈顶单元地址比栈底小，称为向下

生长的栈，反之称为向上生长的栈。下面用向下生长栈表示栈 S = （a1，a2，⋯⋯，

a n）。

栈底→

出栈坼 坻进栈

栈顶→

a1

an

a2

图 1-3 向下生长栈示意图
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第二章 格

第一节 偏 序 集

格是一种特殊的偏序集。为此，先要复习一下偏序集，并对偏序集的一些性质作出

讨论。

先复习一下偏序集的概念。设“≤”是定义在非空集合 A上的偏序关系，即关系

“≤”具有性质：
（1）反身性：有x∈A，有 x≤x。

（2）反对称性：若 x≤y，y≤x，则 x = y，其中 x，y∈A。

（3）传递性：若 x≤y，y≤z，则 x≤z，其中 x，y，z∈A。

则称二元偶（A，≤）为偏序集合，简称 A为偏序集合。

例 1：设 P （A）是非空集合 A的幂集“”是集合的包含关系，则（P （A），

）是偏序集合。
例 2：设 x是某些原子（命题符号）的集合，B（x）是由 x生成的命题公式的集

合，是公式的蕴含关系，则（B（x），）是偏序集合。
显然具有反身性 PP；

反对称性：若 PQ，QP，即 PQ恒真，即 PQ；

传递性：若 PQ，QR，则由（P→Q）∧（Q→R）P→R，即 PR。

例 3：令 A= ｛1，2，4，5，10，20，25，50，100｝，在 A上定义关系“x≤y”为

“y可被 x整除”（即 x | y），则（A，≤）为偏序集。
显然，这里定义的（A，≤）和例 1 的（P（A），）一样都只是偏序集，而不是

全序集。比如在 2 与 5 之间，4，10 与 25 之间，20 与 50 之间就没有“≤”关系。
有限偏序集合（A，≤）可用平面上的图示表示（Hasse图）。方法如下：

设 x，y∈A，若 x≤y，x≠y，则将 x画在 y的下方；若进一步 A中没有异于 x，y的

元素 z满足 x≤z≤y，则将 x，y可用线段连接起来。

于是例 3 的偏序集合有如下图示：
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图 2-1 例 3 的偏序集的 Hasse图

显然，偏序集合的 Hasse图不会出现以三个元素为顶点的三角形。全序集的 Hasse

图是一条直线，故全序集也称作链（或线序集）。偏序集的非空子集也是一偏序集。

定义 2. 1. 1

设（A，≤）是一偏序集，B是 A的非空子集。

（1）若 B中有一元 b0，使

b（b∈Bb0≤b）

则称 b0 是 B的最小元（以后在格中将把最小元记为 0）。

（2）若 B中有一元 b0，使

┐（b）（b ∈ B ∧ b < b0）

则称 b0 是 B的极小元。

（3）若 B中有一元 b0，使

b（b ∈ Bb ≤ b0）

则称 b0 是 B的最大元。（以后在格中将把最大元记为 1）。

（4）若 B中有一元 b0，使

┐（b）b ∈ B ∧ b0 < b）

则称 b0 是 B的极大元。

从定义可知，如果 b0 是 B的最小元，则 b0 “小于或等于” B 中所有的（注意是

“所有的”）其他的元。B中没有“小于” b0 的其他元存在，b0 就是 B的极小元。如果

b0 是 B的最大元，则 b0 “大于或等于” B中所有的（注意是“所有的”）其他元。而

如果 B中没有“大于” b0 的其他元存在，b0 就是 B的极大元。因此：

（1）偏序集 B中的最小元一定是极小元，但极小元不一定是最小元；同样 B中的

最大元一定是极大元，但极大元不一定是最大元。

（2）偏序集 B中不一定存在最大元或最小元，但一定存在极大元或极小元。

（3）偏序集 B中如果存在最大元，最大元一定是惟一的；如果存在最小元，则最

小元也一定是惟一的。偏序集中的极大元或极小元可能有多个而不惟一。

例 4：令 B是例 3 中集合 A，则 100 和 1 分别是 B中的最大元和最小元。当然也是

B中的极大元和极小元。

例 5：令 B是例 3 中集合 A的子集。B = ｛4，5，10，20，25，50｝则 B中偏序关
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系如下图示：

2050

25

5

10 4

图 2-2 例 5 中偏序集 B的 Hasse图

由图 2-2 可见 4 和 5 都是 B的极小元，20 和 50 都是 B的极大元。而 B中没有最大

元和最小元。因为 50 和 20 之间没有偏序关系，4 和 5 之间也没有偏序关系。

例 6：偏序集合 A= ｛1，2，3，4，5，7，9，10，12，36｝，定义在其上的偏序关

系“≤”为整除关系。A的子集 B = ｛3，4，5，7，9，10，12，36｝，则 B中的偏序关

系如下图示：

7

36

9

3 4

12

10

5

图 2-3 例 6 中偏序集 B的 Hasse图

则偏序集 B中有极大元 36，10 和 7，极小元 3，4，5 和 7。7 为孤立点，它与 B中任何

元都不可比，所以它既是极大元也是极小元。

非空有序集合的这种代数结构还可以推广到多个集合的笛卡尔积上，如下面的定理

所示。

定理 2. 1. 1

令 p是偏序集合 A和 B的笛卡尔积，偏序关系“≤”为整除关系。定义 A× B的偏

序关系（整除关系）如下：当且仅当 a1≤a2∧b1≤b2 （a1，b1∈A，a2，b2∈B）时，方

能成立下列关系。

（a1，b1）≤（a2，b2）

于是 A× B对此关系是一偏序集合。广义地说，令 p是 n 重笛卡尔积 A1 × A2 ×⋯ × An。

关系

（a1，a2，⋯，a n）≤（b1，b2，⋯，bn）

的定义方式如上，则 p是对此关系的偏序集合。

例 7：设 A= ｛1，2｝，B = ｛1，2，3｝，偏序关系为整除关系，则 A × B对此关系

为偏序集合，图示如下：
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