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前　　言
本书是为迎接2010年全国硕士研究生入学考试而编写的数学辅导教材.我们注意到，

在准备考研的考生中，大家共同感到数学（包括高等数学、线性代数、概率论与数理统计）是
比较难复习的科目.从2003年起，教育部对硕士研究生入学考试进行了改革，考试科目数减
少到4科，数学卷面总分为150分，加重了数学在研究生入学考试中（理工、经管类专业）的
分量.因此，如何进行数学课程的复习成为了所有考生十分关心的问题.为了帮助广大考生
能在研究生入学考试中得到理想的分数，实现自己的梦想，我们编写了《2010全国硕士研究
生入学考试辅导教材———数学》.

为了使读者获得良好的复习效果，我们在编写中贯彻了如下指导思想：
1.严格按照教育部制定的“全国硕士研究生入学统一考试数学考试大纲”的要求编写.
2.力争做到：跟踪命题走向，抓住出题心理，研究考题思路，贴近考研题型.通过对辅

导教材的学习，使考生达到事半功倍的效果.
根据上述指导思想编写的《2010全国硕士研究生入学考试辅导教材———数学》具有如

下特色：
1.本书融进了多年考研辅导班授课教师的授课经验和积累的丰富材料；
2.本书通过对研究生入学考试知识点的精选总结和典型例题的深入分析，突出体现数

学的思想、方法和技巧，使考生不但通过复习能够熟悉试题的类型，更能掌握解决问题的
方法；
3.本书深入地分析了历年来研究生入学考试数学试题的特点，从试题内容的分类和解

决方法上进行了认真的研究，使得本书适合理工类和经济类的所有考生；
4.本书在典型例题的编写中，对历年研究生入学数学试题都在例题的右上角用①②③
④做了标注，用以表示是历年研究生入学数学一、二、三、四试卷中的试题（从2009年开始，
数学三、四合并为数学三）；
5.书后附有2008年和2009年全国硕士研究生入学统一考试数学试题及参考答案，有

利于考生对最新考试情况的了解.
参加本书编写的教师有白岩、赵建华（一元微、积分学）、孙毅、马富明（级数、方程与空间

解析几何、多元微积分）、张朝凤、马振生（行列式、矩阵、向量）、陈殿友（线性方程组、特征值
与特征向量、二次型）、高彦伟、术洪亮、高文森（概率论与数理统计）.本书的编写得到了吉林
大学数学学院领导和数学教研中心领导的高度重视和大力支持，清华大学出版社对本教材
的编辑和出版工作给予了大力支持，在此一并致谢.

由于时间比较仓促，书中的疏漏和不妥，敬请读者不吝赐教.

编　者
2009年3月
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书书书

第一部分　高 等 数 学
根据工学、经济学、管理学各学科和专业对硕士研究生入学所应具备的数学知识和能力
的要求，我国硕士研究生入学考试数学统考试卷分为数学一、数学二和数学三.高等数学是
数学一、数学二和数学三的考试科目之一.在数学一试卷中高等数学内容约占56％，在数学
二试卷中高等数学内容约占78％，在数学三试卷中高等数学内容约占56％.

第一讲　函数、
                           

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

 

极限与连续

本讲要点：1.函数的概念及函数的有界性、单调性、奇偶性和周期性；
2.反函数及复合函数、分段函数、初等函数；
3.极限的概念、无穷小和无穷大；
4.极限的性质和运算法则；
5.极限存在的两个准则、两个重要极限；
6.无穷小的比较；
7.洛必达法则；
8.函数的连续性与间断点；
9.连续函数的性质和初等函数的连续性；
10.闭区间上连续函数的性质.

一、内容提要
1.极限
1）极限的定义
（1）数列极限　limn→∞xn＝a ε＞0，N∈NN

＋，当n＞N时，有|xn－a|＜ε.
（2）函数极限
limx→x0f（x）＝A ε＞0，δ＞0，当0＜|x－x0|＜δ时，有|f（x）－A|＜ε.
limx→∞f（x）＝A ε＞0，X＞0，当|x|＞X时，有|f（x）－A|＜ε.
仔细区分，又有f（x＋0）＝lim

x→x＋0
f（x）＝A，f（x－0）＝lim

x→x－0
f（x）＝A，limx→＋∞f（x）＝A，

limx→－∞f（x）＝A等.
（3）重要关系　limn→∞xn＝alimn→∞x2n＝limn→∞x2n－1＝a.

limx→x0f（x）＝Alimx→x＋0f
（x）＝lim

x→x－0
f（x）＝A.
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limx→∞f（x）＝Alimx→＋∞f（x）＝limx→－∞f（x）＝A.
（4）海涅（Heine）定理　limx→x0f（x）＝A对满足limn→∞xn＝x0，xn≠x0的任何｛xn｝，都有

limn→∞f（xn）＝A.
2）极限的性质和运算法则
（1）有界性　若｛xn｝收敛，则｛xn｝有界.
若limf（x）＝A，则存在U

。，在U
。内f（x）有界（对于x→x0，U

。表示0＜|x－x0|＜δ；
对于x→∞，U

。表示|x|＞X）.
（2）保号性　若limf（x）＝A＞B，则存在U

。，在U
。内f（x）＞B.

推论　若存在U
。，在U

。内f（x）≥B，且limf（x）＝A，则A≥B.
（3）极限的四则运算法则　设limf（x）＝A，limg（x）＝B，则
lim［f（x）±g（x）］＝A±B；lim［f（x）g（x）］＝AB；limf（x）g（x）＝

A
B（B≠0）.

设limf（x）存在，limg（x）不存在，则lim［f（x）±g（x）］不存在.
（4）复合函数的极限　设limx→x0φ（x）＝u0，limu→u0f（u）＝A，且δ＞0，当x∈U

。（x0，δ）时，
φ（x）≠u0，则

limx→x0f［φ（x）］
u＝φ（x）limu→u0f（u）＝A（称为变量代换法）.

　　3）极限存在的两个准则、重要极限
（1）单调有界原理　若数列｛xn｝单调增加（减少）且有上界M（下界m），则｛xn｝收敛，
且limn→∞xn≤M（≥m）.

（2）夹逼准则　设三个数列满足un≤xn≤vn，且limn→∞un＝limn→∞vn＝a，则limn→∞xn＝a.
夹逼定理对于函数极限也成立.
（3）两个重要极限
limx→0
sinx
x＝1，　limx→0（1＋x）

1
x＝e，　limx→∞1＋

1（ ）xx＝e，　limn→∞1＋1（ ）nn＝e.
2.无穷小和无穷大（以x→x0为例）
1）无穷小和无穷大的定义
（1）无穷小　若limx→x0f（x）＝0，称f（x）为x→x0时的无穷小.
（2）无穷大　limx→x0f（x）＝∞ M＞0，δ＞0，当0＜|x－x0|＜δ时，有
|f（x）|≥M.
仔细区分，又有limx→x0f（x）＝＋∞，limx→x0f（x）＝－∞等.
（3）无穷小与极限的关系

limx→x0f（x）＝Af（x）＝A＋α（x），　limx→x0α（x）＝0.
　　（4）无穷小与无穷大的关系
limx→x0f（x）＝∞limx→x0

1
f（x）＝0；　limx→x0f（x）＝0，且f（x）≠0limx→x0

1
f（x）＝∞.
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　　2）无穷小和无穷大的运算性质
（1）有限个无穷小的和、差、积也是无穷小.
（2）无穷小与有界函数的积是无穷小.
（3）设limf（x）＝＋∞，limg（x）＝＋∞，则lim［f（x）＋g（x）］＝＋∞.
设limf（x）＝－∞，limg（x）＝－∞，则lim［f（x）＋g（x）］＝－∞.
3）无穷小的比较
（1）无穷小的比较　设limα＝limβ＝0，且α≠0.
若limβα＝0，称β是比α高阶的无穷小（或α是比β低阶的无穷小），记作β＝o（α）.

若limβα＝c≠0，称β与α是同阶无穷小；当c＝1时，称β与α是等价无穷小，记作

β～α.
若limβαk＝c≠0（k＞0），称β是α的k阶无穷小.
（2）重要的等价无穷小　当x→0时，
sinx～x，　tanx～x，　1－cosx～12x

2，　arcsinx～x，
arctanx～x，　ax－1～xlna（a＞0，a≠1），　ex－1～x，
ln（1＋x）～x，　（1＋x）α－1～αx.

（3）求积、商的极限时的等价无穷小代换　
设在同一极限过程中α（x）～α′（x），β（x）～β′（x）且limβ′

（x）
α′（x）f（x）存在（或为∞），则

limβ（x）α（x）f（x）＝lim
β′（x）
α′（x）f（x）.

4）洛必达法则
（1）00（ ）型设①limf（x）＝limg（x）＝0；②f（x）和g（x）在U。内可导，且

g′（x）≠0；③limf′（x）g′（x）＝A（或为∞）.则lim
f（x）
g（x）＝lim

f′（x）
g′（x）.

（2）∞∞（ ）型洛必达法则对∞∞型极限（limf（x）＝limg（x）＝∞）也成立.
3.函数的连续性
1）连续与间断
（1）f（x）在点x0连续①f（x）在U（x0）内有定义；②limx→x0f（x）存在；③limx→x0f（x）＝
f（x0）.

（2）f（x）在点x0左连续lim
x→x－0
f（x）＝f（x0）.

f（x）在点x0右连续lim
x→x＋0
f（x）＝f（x0）.

f（x）在点x0连续f（x）在点x0左连续且右连续.
（3）f（x）在开区间（a，b）内连续f（x）在（a，b）内每一点都连续.
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f（x）在闭区间［a，b］上连续f（x）在（a，b）内连续，且f（a＋）＝f（a），f（b－）＝f（b）.
（4）间断点分类　
设x0是f（x）的间断点，若f（x－0）＝f（x＋0），则x0为可去间断点，若f（x－0）≠f（x＋0），
则x0为跳跃间断点.可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点.
不是第一类间断点的间断点称为第二类间断点，包括无穷间断点、振荡间断点等.
2）连续函数的运算
（1）设f（x），g（x）在点x0连续，则f（x）±g（x），f（x）g（x），f（x）g（x）（g（x0）≠0）都在
点x0连续.

（2）连续函数的反函数是连续函数.
（3）连续函数的复合函数是连续函数.
（4）一切初等函数在其定义区间内都连续.
3）闭区间上连续函数的性质　
设f（x）在［a，b］上连续，则
（1）（有界性定理）　f（x）在［a，b］上有界.
　　（2）（最值定理）　ξ1，ξ2∈［a，b］，使

f（ξ1）＝M＝maxx∈［a，b］f（x），　f（ξ2）＝m＝minx∈［a，b］f（x）.
（3）（介值定理）　 μ：m≤μ≤M，ξ∈［a，b］，使f（ξ）＝μ.
（4）（零点定理）　若f（a）f（b）＜0，则ξ∈（a，b），使f（ξ）＝0.

二、典型例题
【例1】选择题
（1）设limx→x0f（x）＝＋∞，limx→x0g（x）＝＋∞，limx→x0h（x）＝A，则下列命题中不正确...的
是（　　）.
　（A）limx→x0［f（x）＋g（x）］＝＋∞　　　　　（B）limx→x0［f（x）h（x）］＝∞
（C）limx→x0［f（x）＋h（x）］＝＋∞ （D）limx→x0［f（x）g（x）］＝＋∞

（2）当x→0时，变量1x2sin
1
x是（　　）.

（A）无穷小　　　　　　　　 （B）无穷大
（C）有界的，但不是无穷小 （D）无界的，但不是无穷大

（3）③④函数f（x）＝xsin（x－2）x（x－1）（x－2）2在区间（　　）内有界.
（A）（－1，0）　　　（B）（0，1）　　　 （C）（1，2）　　　（D）（2，3）

（4）②设y＝y（x）是二阶线性常系数微分方程y″＋py′＋qy＝e3x满足初始条件
y（0）＝y′（0）＝0的特解，则当x→0时，函数ln（1＋x

2）
y（x）的极限（　　）.

（A）不存在 （B）等于1 （C）等于2 （D）等于3
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（5）③设对任意的x，总有φ（x）≤f（x）≤g（x），且limx→∞［g（x）－φ（x）］＝0，
则limx→∞f（x）（　　）.

（A）存在且等于零 （B）存在但不一定为零
（C）一定不存在 （D）不一定存在

（6）当x→1时，函数x
2－1
x－1e

1
x－1的极限（　　）.

（A）等于2 （B）等于0
（C）为∞ （D）不存在但不为∞

（7）设x→0时，（1＋sinx）x－1是比xtanxn低阶的无穷小，而xtanxn是比（esin2x－
1）ln（1＋x2）低价的无穷小，则正整数n等于（　　）.

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4
（8）①②把x→0＋时的无穷小α＝∫x0cost2dt，β＝∫x20tan tdt，γ＝∫ x0sint3dt排列起来，
使排在后面的是前一个的高阶无穷小，则正确的排列次序是（　　）.

（A）α，β，γ （B）α，γ，β （C）β，α，γ （D）β，γ，α
（9）设x→0时，ax2＋bx＋c－cosx是比x2高阶的无穷小，其中a，b，c为常数，
则（　　）.

（A）a＝12，b＝0，c＝1 （B）a＝－12，b＝0，c＝0
（C）a＝－12，b＝0，c＝1 （D）a＝12，b＝0，c＝0

（10）设f（x）为不恒等于零的奇函数，且f′（0）存在，则函数g（x）＝f（x）x（　　）.
（A）在x＝0处左极限不存在 （B）在x＝0处右极限不存在
（C）有跳跃间断点x＝0 （D）有可去间断点x＝0

【解】　（1）应选（B）.因为两个正无穷大之和与之积均是无穷大，即（A）、（D）正确；又
正无穷大与有界量之和仍是正无穷大，即（C）也正确.因此（B）不正确.当A＝0时，
limx→x0［f（x）h（x）］是未定式（无穷大与无穷小之积）.

（2）应选（D）.本题关键在于弄清无穷大与无界变量之间的区别，无界变量不一定是无
穷大.如果取数列x（1）n＝1nπ，x

（2）n＝ 1
2n＋（ ）12π，n＝1，2，…，则

limn→∞f（x
（1）n）＝limn→∞（nπ）

2sinnπ＝0，

limn→∞f（x
（2）n）＝limn→∞2n＋（ ）122π2sin2n＋（ ）12π＝＋∞，

表明当x→0时，f（x）无界但不是无穷大.
（3）应选（A）.本题中x＝0，x＝1，x＝2是f（x）的间断点，其中x＝1，x＝2是无穷
间断点，故f（x）在x＝1，x＝2的邻域内无界；而x＝0是f（x）的跳跃间断点，x＝－1是
f（x）的连续点，故f（x）在（－1，0）内有界.

（4）应选（C）.不需要解微分方程，条件只是变相地告诉我们y″（0）＝1，从而
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limx→0
ln（1＋x2）
y（x）＝limx→0

x2
y（x）＝limx→0

2x
y′（x）＝limx→0

2
y″（x）＝

2
y″（0）＝2.

　　（5）应选（D）.由题设知0≤f（x）－φ（x）≤g（x）－φ（x），再由limx→∞［g（x）－φ（x）］＝0
及夹逼准则，有limx→∞［f（x）－φ（x）］＝0.从而limx→∞f（x）存在与否取决于limx→∞φ（x）是否存在.

（6）应选（D）.对于limx→1e
1
x－1，应考虑左、右极限，而

lim
x→1－
f（x）＝lim

x→1－
（x＋1）e1x－1＝0，　lim

x→1－
f（x）＝lim

x→1－
（x＋1）e1x－1＝＋∞.

　　（7）应选（B）.当x→0时，（1＋sinx）x－1～exln（1＋sinx）－1～xsinx～x2，（esin2x－1）ln（1
＋x2）～sin2x·x2～x4.而xtanxn～xn＋1.因此2＜n＋1＜4n＝2.

（8）应选（B）.分别求出α，β，γ关于x的阶数，由洛必达法则得

lim
x→0＋
α
x＝limx→0＋
∫x0cost2dt
x ＝lim

x→0＋
cosx2
1＝1α是x的一阶无穷小，

lim
x→0＋
βxk＝limx→0＋
∫x20tan tdt
xk ＝lim

x→0＋
tanx 2·2x
kxk－1

＝2klimx→0＋
tanx
xk－2

取k－2＝123β是x的三阶无穷小，

lim
x→0＋
γ
xk＝limx→0＋
∫ x0sint3dt
xk ＝limx→0＋

sinx32·12 x
kxk－1

＝12klimx→0＋
x32·x－12
xk－1 ＝

1
2klimx→0＋
1
xk－2
取k＝214γ是x的二阶无穷小.

　　故选（B）.
（9）应选（C）.
由题意得 limx→0（ax

2＋bx＋c－cosx）＝0，
得c＝1.又因为

limx→0
ax2＋bx＋1－cosx
x2 ＝limx→0a＋

b
x＋
1－cosx
x（ ）2 ＝0

所以b＝0，a＝－12.故选（C）.
也可以这样考虑.由麦克劳林公式有

cosx＝1－12x
2＋0（x2）　（x→0），

于是
ax2＋bx＋c－cosx＝（c－1）＋bx＋a＋（ ）12x2＋0（x2）.

因此，a＝－12，b＝0，c＝1.故选（C）.
（10）应选（D）.因为f（x）是奇函数，有f（0）＝0，所以
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limx→0g（x）＝limx→0
f（x）
x＝limx→0

f（x）－f（0）
x－0 ＝f′（0），

x＝0是g（x）的可去间断点.
【例2】　填空题
（1）设 x，f（x）＋2f（1－x）＝x2－2x，则f（x）＝ .
（2）设f（x）是连续函数，且f（x）＝x＋2∫10f（t）dt，则f（x）＝ .
（3）设f（x）＝ex2，f［φ（x）］＝1－x，且φ（x）≥0，则φ（x）＝ .
（4）数列极限limn→＋∞

1
 n∫
n1ln1＋1 （ ）xdx＝ .

（5）［x］表示取小于等于x的最大整数，则limx→0x
2［］x＝ .

（6）设当x→0时，F（x）＝∫x－sinx0 ln（1＋t）dt是xn的同阶无穷小，则n＝ .
（7）设函数f（x）在x＝1连续，且f（1）＝1，则limx→＋∞ln2＋f（x

1
x［ ］）＝ .

（8）设f（x）＝

2＋e1x
1＋e2x＋
ln（1＋2x）
x ＋b，x＞0，

a， x＝0，
1
sin2x－
1
x2， x＜

 

 

 0

在x＝0处连续，则a＝ ，b

＝ .
（9）设f（x）＝ e

x－b（x－a）（x－1）有无穷间断点x＝0及可去间断点x＝1，则a＝ ，
b＝1.

（10）设f（x）在x＝0处可导，f（0）＝0，且f′（0）＝b，若函数

F（x）＝
f（x）＋asinx
x ，x≠0，

A， x
 
 
 ＝0

在x＝0处连续，则常数A＝ .
【解】　（1）应填13（x

2＋2x－2）.由已知式有f（1－t）＋2f（t）＝（1－t）2－2（1－t）＝t2－
1，即2f（x）＋f（1－x）＝x2－1.与已知式联立，消去f（1－x）可解得f（x）.

（2）应填x－1.注意到∫10f（t）dt为常数，记a＝∫10f（t）dt，则f（x）＝x＋2a.两边积分，得
a＝∫10f（x）dx＝∫10（x＋2a）dx＝12＋2a.

解上式得a＝－12.
（3）应填ln（1－x ）.因为f［φ（x）］＝eφ2（x）＝1－x，故φ（x）＝ln（1－x ）.
（4）应填2.将求数列的极限转化为求函数的极限.
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原式＝limx→＋∞
1
x∫x21ln1＋1 （ ）tdt＝limx→＋∞ln1＋

1（ ）x·2x
1

＝limx→＋∞2x·
1
x＝2.

　　注意到，当x→＋∞时，ln1＋1（ ）x～1x.
（5）应填2.
2
x－1≤

2［］x≤2x，因此，
当x＞0时，2－x＜x2［］x≤2，
当x＜0时，2－x＞x2［］x≥2，

　　又limx→0（2－x）＝2，于是limx→0x
2［］x＝2.

（6）应填6.
limx→0
F（x）
xn＝limx→0

ln［1＋（x－sinx）］（1－cosx）
nxn－1

＝12limx→0
（x－sinx）x2
nxn－1 ＝C（常数且不为零）

n－1＝5n＝6.
　　（7）应填ln3.先求出

limx→＋∞x
1
x＝limx→＋∞e

1
xlnx＝e0＝1，

由函数的连续性得
limx→＋∞ln2＋f（x

1
2［ ］）＝ln［2＋f（1）］＝ln3.

　　（8）应填13；－
5
3.因为f（x）在x＝0处连续，所以
lim
x→0＋
f（x）＝lim

x→0－
f（x）＝f（0）.

lim
x→0＋
f（x）＝lim

x→0＋
2＋e1x
1＋e2x＋
ln（1＋2x）
x ＋（ ）b

＝lim
x→0＋
2e－2x＋e－1x
e－2x＋1＋limx→0＋

2x
x＋b＝2＋b.

　　而
lim
x→0－
f（x）＝lim

x→0－
1
sin2x－
1
x（ ）2＝limx→0－x2－sin2xx2sin2（ ）x

＝lim
x→0－
x－sinx
x3 ·x＋sinxx

＝2lim
x→0－
1－cosx
3x2 ＝

1
3.
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　　所以，2＋b＝13及a＝
1
3，故当a＝

1
3，b＝－
5
3时，f（x）在x＝0处连续.

（9）应填a＝0，b＝e.因为x＝0是f（x）的无穷间断点，所以
limx→0
ex－b（x－a）（x－1）＝∞，

即
limx→0

（x－a）（x－1）
ex－b ＝a1－b＝0，

所以当a＝0，b≠1时，x＝0是无穷间断点.
又x＝1是f（x）的可去间断点，所以当a≠1，b＝e时，

limx→1
ex－b（x－a）（x－1）＝limx→1

e（ex－1－1）（x－a）（x－1）＝
e
1－a.

　　因此，当a≠1，b＝e时，x＝1是f（x）的可去间断点.
综上所述，当a＝0，b＝e时，f（x）有无穷间断点x＝0，可去间断点x＝1.
（10）应填a＋b.因为F（x）在x＝0处连续，所以
A＝F（0）＝limx→0

f（x）＋asinx
x ＝limx→0

f（x）－f（0）
x－0＋alimx→0

sinx
x＝b＋a.

　　1.函数及其初等性质
【例3】　设f（x）是以2为周期的偶函数，且当x∈（2，3）时，f（x）＝x2，求当x∈

（－2，0）时f（x）的表达式.
【解】　当－2＜x＜－1时，2＜x＋4＜3，由周期性有

f（x）＝f（x＋4）＝（x＋4）2.
当－1＜x＜0时，0＜－x＜1，2＜－x＋2＜3.由于f（x）是以2为周期的偶函数，有

f（x）＝f（－x）＝f（－x＋2）＝（－x＋2）2.
所以

f（x）＝（x＋4）2，－2＜x＜－1，
（－x＋2）2，－1＜x＜0   ，

在x＝－1处，f（x）无定义（由于所给条件中f（x）在x＝3处无定义）.
【例4】　设f（x）＝f1（x）＝ x1＋x 2

，fn（x）＝f［fn－1（x）］，n＝2，3，….求fn（x）的

表达式，并计算limn→∞ nsinfn（x）和∫10f15（x）dx的值.
【解】　易知

f2（x）＝f［f（x）］＝ f（x）1＋f2（x ）＝
x
1＋2x 2.

设当n＝k时有fk（x）＝ x
1＋kx 2

，则当n＝k＋1时有

fk＋1（x）＝f［fk（x）］＝
x
1＋kx 2

1＋x21＋kx 2

＝ x
1＋（1＋k）x 2.
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由数学归纳法得
fn（x）＝ x

1＋nx 2
，　n＝1，2，….

于是
limn→∞ nsinfn（x）＝limn→∞ nsin

x
1＋nx 2＝limn→∞

 nx
1＋nx 2＝sgnx.

由换元积分法得

∫10f15（x）dx＝∫10 xdx1＋15x 2＝
1
151＋15x 21

0
＝15.

　　2.极限的求法和证法
1）利用极限运算法则及重要极限
【例5】　求limx→＋∞（x＋x＋   x－ x）.
【解】　分子分母同乘以x＋x＋   x＋ x，

limx→＋∞ x＋x＋   x－ （ ）x＝limx→＋∞ x＋  x
x＋x＋   x＋ x

＝limx→＋∞
 x1＋x－ 1

2

 x1＋x－1＋x－  3
2＋（ ）1＝

1
2.

【例6】　求limn→∞sin
2（πn2＋ n）.

【解】　　　　　limn→∞sin
2（πn2＋ n）＝limn→∞sin

2π（n2＋ n－n）
＝limn→∞sin

2 nπ
n2＋ n＋n＝sin

2π
2＝1.

【例7】　求下列极限：
（1）设un＝cosx2cos

x
4…cos
x
2n，x≠0，求limn→∞un.

（2）设xn＝1－12（ ）2 1－13（ ）2…1－1n（ ）2，求limn→∞xn.
【解】　（1）乘除sinx2n，得

un＝cosx2cos
x
4…cos
x
2nsin
x
2nsin
x
2n

＝12cos
x
2cos
x
4…cos

x
2n－1sin

x
2n－1sin

x
2n

＝…＝sinx
2nsinx2n

，

所以
limn→∞un＝limn→∞

sinx
xsin（x／2n）
x／2n

＝sinxx.
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　　（2） xn＝2
2－1
22
32－1
32…n2－1n2　　　

＝1×322
2×4
32…

（n－1）（n＋1）
n2 ＝12

n＋1
n，

于是limn→∞xn＝
1
2.

【例8】　求lim
x→0＋
（cos x）1x.

【解】　令t＝ x，则
lim
x→0＋
（cos x）1x＝lim

t→0＋
（cost）1t2

＝lim
t→0＋

（1＋cost－1）1cost－［ ］1cost－1t2.
因为

lim
t→0＋
（1＋cost－1）1cost－1＝e，　lim

t→0＋
cost－1
t2 ＝－

1
2，

所以原极限＝e－12.
【注】　凡1∞型极限总可以写成lim［1＋φ（x）］ψ（x），其中limφ（x）＝0，limψ（x）＝∞.若limφ（x）ψ（x）＝k，
则lim［1＋φ（x）］ψ（x）＝ek.

【例9】　求limx→0
tanx（ ）x 1

1－cosx

【解】　这是1∞型极限，

limx→0
tanx（ ）x 1

1－cosx＝limx→01＋
tanx－x（ ）x 1

1－cosx

　　因为
limx→0
tanx－x
x（1－cosx）＝limx→0

tanx－x
1
2x
3
＝2limx→0
sec2x－1
3x2 ＝

2
3，

　　所以，原式＝e23.
【例10】　求limx→∞

e1x＋e2x＋…＋enx（ ）n
x
.

【解】　这是1∞型极限，令t＝1x，有

limx→∞
e1x＋e2x＋…＋enx（ ）n

x
＝limt→0
et＋e2t＋…＋ent（ ）n

1
t

＝limt→01＋
et＋e2t＋…＋ent－n（ ）n

1
t.

由洛必达法则得
limt→0
et＋e2t＋…＋ent－n

n ·1t＝limt→0
et＋2e2t＋…＋nent
n

＝1＋2＋…＋nn ＝n＋12.
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