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编写说明

编写说明
BIANXIESHUOMING

精算科学的主要部分是构造和分析数学模型,这些模型刻画了保险赔

付损失,以及资金流入和流出一个保险系统的过程。精算风险也可以用随

机模型的方法进行表述,这些模型是对这些精算风险变量未来的概率分布

及环境状况的假设。本教材的目的是向读者阐述精算建模的过程,即如何

从实际数据出发建立一个合适的精算模型。

长期以来,我国精算课程和考试体系都包含了精算建模的内容,但是

它们都分属于不同的课程体系。生存模型及估计是寿险精算的重要基础,

用于确定身故、失效和伤残时间的概率模型,这部分内容被放在 “生命表

基础暠课程中;理赔额和理赔次数一般模型是非寿险精算的重要基础,用

来确定非寿险公司的赔付损失分布,这部分内容被放在 “风险理论暠课程

中。虽然生存模型与理赔量和理赔数分布模型刻画的风险不同,但从统计

方法上,生存模型的研究与理赔量和理赔数的一般模型并没有本质的差异。

因此,国际精算师协会 (IAA)在国际精算教育指南和国际认可精算师资

格考试的培训大纲中,将这些内容放在一门课程 (IAA6)中。为适应IAA
考试体系的要求,中国精算师协会考试委员会将中国精算师资格考试课程

“05风险理论暠和 “06生命表基础暠整合成新课程体系中的 “A3精算模

型暠。作为这门课程的指定教材,本书试图将这些内容整合在一起,从精算

建模的角度出发,以概率统计为研究工具,对保险经营中的损失风险和经

营风险进行定量的刻画,建立精算模型并研究模型的性质。

为了保持与原考试课程体系的连贯性,本书是在中国精算师资格考试

用书 《风险理论》 (吴岚、王燕主编,中国财政经济出版社2006版)和

《生命表基础》(李晓林、孙佳美主编,中国财政经济出版社2006版)的基

础上进行编写和修订。根据IAA 课程大纲,本书增加了多状态生存模型、

理赔额和理赔次数的分布、布朗运动与盈余过程、信度理论、Bootstrp模

拟和 MCMC模拟等内容;保留了生存模型、生命表、短期个体风险模型、

长期聚合风险模型、修匀理论、随机模拟等章节的基本内容,删除了人口

统计和效用理论等内容。本书的最大特色是,重新编写了三章的内容来阐

述在完整和非完整样本数据情况下生存函数、理赔额和理赔次数分布模型

的估计和选择,并用两个案例来说明整个精算的建模过程。

虽然本书是精算师考试教材,但并不要求读者对保险系统已经具有很
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好的知识背景。凡是在本书中首次出现保险术语的地方,我们都会给出定

义。本书同时也是一本统计应用教材,既适合于具有中等概率统计知识的

读者学习怎样运用统计学知识处理和研究保险业务的问题,也为已经掌握

较多数理统计和随机过程知识的读者提供较深的理论内容,以便更好地掌

握保险精算知识。

本书由中国人民大学统计学院肖争艳老师担任主编,负责全书统稿和

编写第一、八、九、十、十二、十四章,并对第十一、十三章的初稿进行

了修订;中央财经大学保险系郑苏晋老师负责编写第二至第四章,并对第

五至第七章的初稿进行了修订;北京大学数学科学院的吴岚老师作为教材

协调人,对全书的大纲和内容提出了方向性的指导意见;南开大学孙佳美

老师作为教材主审,对全书进行了认真细致的审阅,并提出了许多宝贵的

修改建议;李晓林、贾冬梅、钟颖、史淼、郭程宁等作为试读人,为本书

进行了认真的评审,为保证全书的出版质量提供了有力的支持;北京大学

数学科学院的杨静平老师也对本书提出了一些参考意见。在本书的编写过

程中,中国人民大学统计学院的一些研究生也参与了本书初稿编写和习题

解答等工作,他们是:邵亚娣、李君、刘天营、王伟伟、左辰、鲍金辉、

张逸铭、徐梦语、蒋安华和程夏莹等同学,同时还有许多读者、专家也提

出了宝贵的意见和建议,在此一并表示衷心的感谢。

编者
2010年8月
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书书书

第一章　绪　　论

第一章　绪　　论

学习目标

□ 了解精算建模的一般过程

□ 了解参数模型与经验模型的优缺点

□ 了解本书的基本结构

§１１　构建精算模型

所谓模型，就是对现实的一种数学简化。对任何给定问题的研究，都

可以用模型化的方法来解决。精算中许多问题的解决都需要借助于模型。

例如，在寿险中，通过建立生存模型，对人口的死亡规律进行分析来预测

被保险人未来的赔付；在非寿险中，精算师通过估计被保险人的索赔次数

和索赔额的分布来进行费率厘定、准备金计提、再保险安排等一系列精算

问题。因此，北美精算协会在公开发表的 《精算学基本原理》中指出：“精

算风险可以用随机模型的方法进行表述，这些模型是对这些精算风险变量

未来的概率分布以及未来的环境状况的假设”①。这里的精算风险变量一般

指：风险是否发生、发生的时间和损失量———索赔事件的发生机率、如果

索赔事件发生其发生的时间以及围绕索赔的所有成本。

精算模型的构建有两种方法：经验法和参数模型法。经验法就是不对

模型做任何分布假设，直接使用经验数据建模。当统计数据特别充足而且

完整时，经验分布趋近于真实分布。但在通常情况下，我们所获得的样本

数据是有限的，尤其是关于高额赔付的数据更为有限。有时得到的数据还

是不完整的，有可能被截断或被删失。这些都会导致经验法存在偏差。下

面两个例子将阐明这一点。

【例１－１】　某团体人寿保险合同由不同年龄和不同受益水平的５００个

雇员组成。在过去的５年中，已有８名雇员身故并共计得到４５万元。由于

该计划的身故赔付与雇员的工资水平挂钩，所以需要将赔付进行通货膨胀

调整。假设下一年通货膨胀率是１０％，试根据以上信息对该合同下一年的

·１·
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预期身故赔付进行经验估计。

解：５年内年平均赔付额为９万元，考虑到通货膨胀因素，预计下一年

预期身故赔付为９９万元。当然这个估计的缺陷在于，过去５年的经验不

一定完全能够反映这个合同在未来一年的情况，因为在如此短 （５～６年）

的时间内身故赔付的表现可能会有很大波动。

看来，更合理的方法是建立一个模型。依例１－１，应建立一个生命

表，而要构造这样的表需要积累很多个体的经验，５００个人的经验是不够

的。有了这张生命表，不仅可以估计下一年的预期赔付，还可以度量我们

所作的估计本身的风险。

【例１－２】　考虑一个公司团体牙医保险计划。目前保单规定，每次事

故的免赔额为５０元，即只对一次医疗费用超过５０元的保单赔付超出的部

分。为了减少保险公司的平均赔付成本，有３种修改方案。第一种方案认

为应该取消免赔额，这样员工就会经常去看牙，从而减少高昂的医疗费用；

第二种方案认为应该提高免赔额到１００元，以降低赔付成本；第三种方案

认为应该限制对高额损失的赔付，建议保持免赔额５０元不变，但每次最高

理赔额不超过２０００元。作为精算师，你认为哪种方案比较合理？为了研

究方便，假设你已经随机抽取了１０个赔付数据：１４１、１６、４６、４０、３５１、

２５９、３１７、１５１１、１０７、５６７。

解：在免赔额为５０元的条件下，每次赔付的平均值为３３５５元。如果

免赔额提高到１００元，上述保单的赔付额数据将变为：１４１－５０＝９１，３５１－

５０＝３０１，…，５６７－５０＝５１７元，其中赔付额低于５０元的保单将为０。于

是平均理赔额为 （９１＋３０１＋…＋５１７）／７＝２９０３／７＝４１４７元。保险公司的

成本将减少 （３３５５－２９０３）／３３５５＝１３４７％。

当免赔额为０，上述理赔额分别为：１４１＋５０＝１９１，１６＋５０＝６６，…，

５６７＋５０＝６１７元。平均理赔额为３８５５／１０＝３８５５元。保险公司的成本将

提高 （３８５５－３３５５）／３３５５＝１４９０％。

实际上，当取消免赔额时，经验法得到的结果是没有意义的，因为我

们使用的数据并不是真正来自原始样本。如果免赔额为０，则任何有医疗

花费的保单都可以获得赔付，也都应该有可能被随机抽取到。但是由于最

初的保单规定免赔额为５０元，因此医疗费用低于５０元的保单损失不可能

被保险公司所记录，更不可能被随机抽取。这样会损失了大量的原始数据，

造成估计结果的偏差。

对于第三种方案，经验法无法衡量这个修改对平均赔付额的影响，因

为样本数据中没有理赔额超过２０００元的数据。

经验法的上述缺陷可以通过建立参数模型来解决。在例１－２中，假设

每张保单的原始医疗费用服从对数正态分布ＬＮ（μ，σ），利用极大似然法得

·２·



第一章　绪　　论

到参数估计值为μ^＝５２６２，σ^＝１１１２。经计算得到免赔额为５０元时，每张

保单的平均赔付额为３０８８８元。当免赔额提高到１００元时，平均赔付额为

２６８９３元，平均赔付额将减少１４８８％。当取消免赔额时，则每张保单的

平均赔付额等于对数正态分布的期望值３５６４９元。由于医疗费用大于５０

元的概率为０８８７６，若取消免赔额，理赔次数将会增加０１１５６９／０８８７７６

＝１２６６％。当每张保单的最高赔付额不超过２０００元时，每张保单的平均

赔付额为２８７２２元，平均赔付额将减少７１％。

相比较而言，参数模型法对分析问题更加有用。首先，理论分布中有

丰富的应用性质 （如中心极限定理、独立同分布泊松随机变量的可加性），

这些性质有助于对实际问题进行分析；其次，参数模型法更加简单，完全

可以由少数几个参数概括，如泊松分布、指数分布只有一个参数，正态分

布、对数正态分布、伽玛分布、帕累托分布和负二项式分布也仅有两个参

数；最后，模型法不仅可以给出各种相关量的点估计值，还可以估计置信

区间，进行误差分析。

图１－１是建立参数模型流程的示意图①，这个流程由以下六个阶段

组成：

第一阶段，根据分析人员对现有数据的性质和形式的先验认知和经验，

初步选择一个或多个模型。例如，在研究死亡率时，所选的模型也许会包

含以下这些协变量：年龄、性别、保单生效期限、保单类型、健康方面的

信息和生活方式等。在研究保险的损失量大小时，会对统计分布类型有一

些自然的选择 （例如：对数正态、伽玛、威布尔）。

第二阶段，基于观测数据进行模型的校准。在研究死亡率的情形，数

据可能是某寿险保单群体的信息；在研究财产保险的索赔时，数据可能是

某财产保险群体的实际赔付数据。

第三阶段，确定所拟合模型的有效性是否充分考虑了数据中的所有信

息。这里可以采用各种诊断检验。例如一些著名的统计检验：卡方拟合优

度检验、Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ－Ｓｍｉｒｎｏｖ检验，或者按照事物的本质进行的定性检

验。检验方法的选择直接依赖于建模的目的。在保险有关的研究中，经常

要求最终的模型能够从整体上复制出实际经验数据所表现的损失，保险实

务中也常称之为 “模型的无偏性”。

第四阶段，要有适当的机会考虑其他可选模型。特别是，如果在第三

阶段揭示出前面的模型不适用，这个步骤将特别有价值。在这个阶段也许

会考虑不止一个的有效模型。

·３·

① 引自ＫｌｕｇｍａｎＳＡ，ＨＨＰａｎｊｅｒ，ＧＥ Ｗｉｌｌｍｏｔ著：《损失模型：从数据到决策》，吴岚译，

人民邮电出版社２００９年版，第１～２页。
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第五阶段，将所有第一至第四阶段考虑的有效模型按照一定的准则进

行比较选择。这时可以利用前面获得的一些检验结果，也可以考虑其他的

准则。一旦某个模型胜出，则淘汰的那些模型可用于敏感性分析。

第六阶段，最终要保证被选出的模型适用于未来的应用。也许要对参

数进行适当的调整，以反映从观测数据时期到未来模型使用时期之间的通

货膨胀变化。

当新的数据产生或者环境有所变化时，需要重复进行以上六个步骤以

改进模型。

图１－１　建模的流程

在模型选择中，要注意对模型的拟合程度和简单程度进行平衡，对模

型的优劣给予客观的评价。简洁性是指模型中待估计的未知参数个数尽可

能少，准确性是指模型对实际数据的拟合的误差尽可能小。另一个需要注

意的问题是，对损失分布估计应考虑获得该分布的具体精算要求。在不同

的精算目的下，对损失分布估计的精度要求不一样，代价也不一样。例

如，如果是为了制定费率，则对损失分布的中间部分的分布情况要求较

高；如果是为了考虑再保险自留额的问题，则对损失分布的尾部要作更

细致的估计。

§１２　本书的结构

本书将向读者展示整个精算建模过程。我们假定读者已经掌握了高等

数学和概率统计的基础知识。我们首先要学习寿险和非寿险中的基本风险

模型并介绍如何使用这些模型，然后再讨论模型参数的估计以及如何选择

模型。本书结构如下：

·４·
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１生存模型和生命表。死亡风险是寿险精算中的最主要的风险。在第

二章中将介绍寿险精算中生存模型的基本概念及形式，对生存函数进行研

究，进而对死亡率和条件死亡率的概念及公式进行阐述。生命表是表达生

存模型的一种最常见的形式，在第三章中将给出生命表的传统形式和标准

精算符号，以之为基础，推导死亡年龄随机变量的概率密度函数，给出风

险暴露数的概念和计算公式，并对非整数年龄的死亡概率进行阐述。

２单张保单的理赔额和理赔次数分布。保单理赔发生的时间、发生次

数和每次理赔的金额是非寿险中最主要的风险来源。在第四章中我们将介

绍财产险中单张保单的理赔额和理赔次数分布。一般情况下，保险合同不

可能对标的损失提供全额的赔偿。因此我们首先说明理赔额和损失额的区

别与联系，其次介绍常见的保险责任：免赔额、保单限额和比例分保的基

本概念，并研究带有这些保险责任后理赔额和理赔次数的分布。最后介绍

几种常见的理赔次数分布的性质，并讨论免赔额对理赔次数分布的影响。

３短期多张保单的总理赔额的分布。在对一些保单组合、某个业务线

或者某个公司进行损失建模时，我们将关心赔付的整体情况。第五章研究

个体风险模型，即保单组合中保单数已知，假设每张保单至多只发生一次

理赔，且相互独立。第六章研究聚合风险模型，是既考虑赔付次数，又考

虑每次赔付的金额的总理赔额模型。

４破产概率。保险公司的经营过程是动态的。第七章将不仅考虑保险

人长期的赔付情况，还将引入保费收入、投资收入和费用支出以及其他可

能影响现金流的因素来研究保险人盈余的变化规律。我们将分别建立连续

时间和离散时间盈余过程的概念和破产概率的计算公式及性质。

５经验模型。有时人们需要利用数据的经验分布，这也许是因为数据

的规模足够大或者是因为需要很好的表现数据本身的特点。第八章将讨论

这些内容，包括对完整个体数据直接计算的简单情形、对截断或删失数据

的调整、对大数据集的适当修正，特别是对生存模型的研究。

６参数模型的估计和选择。构建精算模型的关键在于选择一个合适的

分布模型并估计参数。第九章对不同数据类型下参数估计方法进行了详细

阐述，讨论参数的区间估计和极大似然估计的方差，介绍含伴随变量的参

数模型。第十章将考虑模型选择问题，包括被选模型与实际数据函数图形

上的直观比较和筛选直观的选择、用统计学方法对模型分布函数进行拟合

优度检验、评分法选择最优模型。

７估计的调整。在此，还需要对结果作进一步的调整。本书中介绍了

两种调整方法，首先是修匀调整。有时我们得到的估计值不一定满足先验

的观点。例如死亡率，我们认为它应该是关于年龄的连续变化、递增的光

滑曲线。而在大多数情形下，这个序列的每个元素是彼此独立得到的，它

·５·
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们不一定满足光滑性和递增性，所以需要采用修匀方法进行必要的调整。

第十一章讨论了表格数据修匀和参数修匀的几种方法。其次是信度调整。

有时我们得到的几个估计都是基于很小的观测量得到的，数据的可信度不

高，这时可以考虑添加一些相关的先验信息来提高估计的精度。第十二章

的信度理论考虑了如何结合先验信息进行适当调整的机制和方法。

８随机模拟。在很难得到解析结果时，随机模拟 （利用随机数）方法

也许可以提供一些答案。第十三章讨论各种随机变量随机数的产生方法，

还简单介绍了目前流行的ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法和ＭＣＭＣ模拟法的技术。

９案例分析。在第十四章中，我们给出了两个案例来说明精算建模的

流程。

·６·
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第一篇　基本风险模型

第二章　生存分析的基本函数及生存模型

学习目标

□ 了解对一元和多元生存模型进行分析的基本函数：生存函数、概率

密度函数、危险率函数、剩余寿命均值以及剩余寿命中位数

□ 了解五类参数生存模型：均匀分布、指数分布、Ｇｏｍｐｅｒｔｚ分布、

Ｍａｋｅｈａｍ分布以及韦伯分布

□ 熟悉生存分析基本函数的概念及其相互关系，熟悉这些基本函数对

应的精算符号

□ 掌握五类参数生存模型的假设及结果，并能熟练运用相应的精算符

号进行演算

§２１　生存分析的基本函数

简单地说，生存分析就是对特定事件发生的时间进行分析和推断。由

于研究领域不同，这一特定事件可以是生物体的死亡、疾病的出现、设备

的失效或者债券的违约。这些事件发生的时间受随机因素的影响，是一个

随机变量，通常我们称其为生存时间随机变量，用Ｔ表示，其含义是个体

从初始时刻开始直至死亡、发生疾病、失效或者违约的时间，以下为了简

便起见，我们称Ｔ是个体从初始时刻到死亡的时间。

Ｔ的分布特征可以通过以下四个函数来描述：（１）反映个体存活时间超

过时间ｔ的概率的生存函数；（２）反映给定年龄的个体在下一瞬间死亡概率

的危险率函数；（３）反映无条件瞬间死亡概率的概率密度函数；（４）反映平

均死亡时间的剩余寿命均值。

这四个函数与另一个常用函数———累积危险率函数一起，刻画了随机

变量Ｔ不同的特征。

２１１　生存函数

生存时间随机变量Ｔ表示个体从初始时刻开始的 “未来寿命”，通常我

·７·
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们总是从某一时刻开始记录某种生物体、某种设备的 “未来寿命”，我们将

这一起始时刻记为ｔ＝０，在ｔ＝０发生的事件称为初始事件。

描述生存时间统计特征的基本函数是生存函数，它反映被观察个体在

任意时刻ｔ（ｔ≥０）仍然生存的概率，我们将其定义为：

Ｓ（ｔ）＝Ｐ（Ｔ＞ｔ） （２１１）

显然有：①Ｔ≥０；②Ｓ（０）＝１；③Ｓ（ｔ）是ｔ的非增函数，且ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｓ（ｔ）＝０。

生存函数有时与初始时刻个体的年龄无关，例如对已确诊患有某种重

大疾病的病人而言，一旦确诊，其生存概率仅依赖于时间ｔ，而与病人确

诊时的年龄无关。但在人寿保险与养老金计划的生存模型中，必须考虑所研

究对象的确切年龄 （自然年龄），这是因为不同年龄群体的生存概率Ｐ（Ｔ＞

ｔ）有很大的不同。

考虑一个ｘ岁 （通常ｘ取整数，称其为选择年龄）的投保群体的生存

函数，我们把保单签发的时刻作为初始时刻ｔ＝０，讨论生存函数Ｓ（ｔ）。

显然，ｘ＝２５与ｘ＝４５所对应的函数Ｓ（ｔ）不一样。为了刻画Ｐ（Ｔ＞ｔ）

对ｘ的依赖关系，我们通常将其记为

Ｐ（Ｔ＞ｔ）＝Ｓ（ｔ；ｘ） （２１２）

式 （２１２）中的选择年龄ｘ称为伴随变量，未来的寿命ｔ称为主要变量。

这时，生存函数为式 （２１２）。

年龄不是唯一对生存函数Ｓ（ｔ）有影响的伴随变量，性别、吸烟与否等

因素对未来寿命都有影响。如果考虑这些因素，那么对年龄为ｘ岁的男性

（ｍ）吸烟者 （ｓ）来说，其生存函数则为Ｓ（ｔ；ｘ，ｍ，ｓ），其中ｘ，ｍ，ｓ均为

伴随变量。更一般的生存函数为Ｓ（ｔ；ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）。其中，ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ 是对生存有影响的ｍ 个伴随变量，我们称这样的生存函数为选择生存

函数。

特殊情况下，如果在初始时刻ｘ＝０，即个体为新生婴儿，那么根据

式 （２１２），生存函数为Ｓ（ｔ；０），也可简写为Ｓ（ｔ）。我们注意到，在时

刻ｔ，被观察者的自然年龄也刚好是ｔ岁，在不致引起混淆的情况下，可用

ｘ代替ｔ，此时新生儿的生存函数就是Ｓ（ｘ），对应的随机变量Ｘ表示新生

婴儿的死亡年龄 （或称为未来生命随机变量），Ｓ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ＞ｘ）。

当Ｔ为连续型随机变量时，生存函数与累积分布函数互补，即Ｓ（ｔ）＝

１－Ｆ（ｔ），这里Ｆ（ｔ）＝Ｐ（Ｔ≤ｔ），同时，生存函数也是概率密度函数ｆ（ｔ）

的积分，即Ｓ（ｔ）＝Ｐ（Ｔ＞ｔ）＝∫ｔ
∞
ｆ（ｙ）ｄｙ，因此，

ｆ（ｔ）＝－ｄＳ
（ｔ）
ｄｔ

（２１３）

Ｓ（ｔ）的图形叫做生存曲线，陡峭的生存曲线表示较低的生存概率或较

短的生存时间，平缓的生存曲线表示较高的生存率或较长的生存时间。

·８·
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【例２－１】　生存时间随机变量服从指数分布，其生存函数为Ｓ（ｔ）＝

ｅ－１
θｔ，ｔ≥０，θ＞０，图２－１为指数生存曲线。

当Ｔ为离散型随机变量时，假设其概率分布函数ｐ（ｔｊ）＝Ｐ（Ｔ＝ｔｊ），

ｊ＝１，２，…，其中ｔ１＜ｔ２＜ …，那么Ｔ的生存函数为：

Ｓ（ｔ）＝Ｐ（Ｔ＞ｔ）

＝∑
ｔｊ＞ｔ
ｐ（ｔｊ） （２１４）

【例２－２】　假设生存时间Ｔ服从离散均匀分布，概率分布函数为：

ｐ（ｔｊ）＝Ｐ（Ｔ＝ｊ）＝ １３
，

ｊ＝１，２，３
其生存函数为：

Ｓ（ｔ）＝Ｐ（Ｔ＞ｔ）＝∑
ｔｊ＞ｔ
ｐ（ｔｊ）＝

１，　

２／３，

１／３，

０，

烅

烄

烆 　

　

０≤ｔ＜１

１≤ｔ＜２

２≤ｔ＜３

ｔ≥３　　
其生存曲线如图２－２所示。
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图２－１　指数生存曲线
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图２－２　离散型随机寿命的生存曲线

２１２　危险率函数

危险率函数是生存分析中的另一个基本函数，它描述被观察个体在某

时刻存活的条件下，在以后的单位时间内死亡的 （条件）概率。危险率函

数也称为条件瞬时死亡率、死亡密度。在人口学中，它也被称为死亡力，

在可靠性研究中，也称为条件失效率。

危险率函数的定义为：
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