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第２版说明

本书是南京航空航天大学理学院教授戴嘉尊先生在多年教学工作

的基础上编写而成，自２００２年首版以来，一直是我校信息与计算科学专

业本科生和工科研究生“微分方程数值解法”课程的教材，同时也被国内

多所院校选用，目前已发行万余册，受到了使用者的广泛欢迎。２００４年

该教材被评为南京航空航天大学优秀教材一等奖，２００５年获评为江苏省

高校精品教材。

该教材内容丰富、全面，既重视基本理论和基本训练，又有一定的理

论深度。因此，这次修订保持了首版的框架体系和特色，仅就一些印刷

错误进行了修正，并结合在教学过程中的一些体会，对部分内容做了

修改。

此次修订工作由王春武老师承担。在教材出版十周年之际，我们对

关心本书和对首版的使用提出宝贵意见的老师和同学们表示衷心的感

谢，并恳请对疏漏之处提出批评、指正。

编　者
２０１２年８月



前 言

本书是作者在多年来为计算数学本科生和工科类研究生开设“微分

方程数值解法”课程讲义的基础上修改而成的。它适合于计算数学专业

本科生，同时也适合于工科类研究生，并可供从事微分方程数值解法和

科学工程计算的有关科技人员参考。

全书讲授约需７０学时。

本书内容较丰富、全面，取材比较新颖，重视基本理论、基本训练，有

一定的理论深度和广度，注意理论联系实际；本书自成系统，注意教学

法。每章后面附有一定数量的习题供读者练习。

本书在编写过程中，得到南京航空航天大学理学院的大力支持和帮

助，编者对领导和同仁表示深深的谢意。东南大学孙志忠教授详细审阅

了全书，提出了许多宝贵的意见，江苏省工业与应用数学学会和东南大

学出版社在本书出版过程中给予大力支持，在此一并表示衷心的感谢。

本书由戴嘉尊编写了第１章至第５章，邱建贤编写了第６章。由于

水平所限，书中一定有许多缺点和错误，敬请读者批评指正。

编　者
２００１年３月
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书书书

１　 常微分方程初值问题数值解法

１．１　引　言

在常微分方程课程中我们知道，在科学技术的许多领域中都会遇到常微分方
程初值问题，然而只有很少十分简单的微分方程能够用初等方法求其解。一般而
言，找出解的解析表达式极其困难，对大部分问题是不可能的。因此，对许多类型的
方程求出其近似解是很有意义的。本章研究的近似方法是数值方法，目标在于给出
解在一些离散点上的近似值。利用电子计算机求解微分方程主要使用数值方法。

本章研究常微分方程初值问题的主要数值解法，包括基本方法以及基本理论
问题。

在下面研究常微分方程初值问题

　　
ｄｙ
ｄｘ＝ｆ

（ｘ，ｙ）　（ｘ０＜ｘ≤Ｘ）；

ｙ ｘ＝ｘ０ ＝ｙ（ｘ０
烅
烄

烆 ）

（１．１）
（１．２）

如无特别说明，总认为这个初值问题的解存在、唯一且连续依赖于初值条件，即初
值问题（１．１）和（１．２）是适定的。

图１．１

１．２　欧拉法（Ｅｕｌｅｒ方法）

１．２．１　欧拉方法

数值求解常微分方程初值问题（１．１）和
（１．２）的最简单的方法是欧拉法（Ｅｕｌｅｒ方
法），又称折线法，推导如下：由

　　ｄｙｄｘ＝ｆ
（ｘ，ｙ）

得

　　ｙ（ｘ０＋ｈ）－ｙ（ｘ０）＝∫
ｘ０＋ｈ

ｘ０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ

·１·



如图１．１所示，求∫
ｘ０＋ｈ

ｘ０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ的近似值的最直接的方法是用ｆ（ｘ０，ｙ０）代替区

间［ｘ０，ｘ０＋ｈ］上的ｆ（ｘ，ｙ），即用矩形面积近似代替曲边梯形的面积，于是有

　　ｙ（ｘ０＋ｈ）≈ｙ（ｘ０）＋ｈｆ（ｘ０，ｙ０）
用ｙ０表示ｙ（ｘ０），ｙ１近似代替ｙ（ｘ０＋ｈ），ｘ１＝ｘ０＋ｈ，则

　　ｙ１＝ｙ０＋ｈｆ（ｘ０，ｙ０）
依次令ｘｎ＋１＝ｘ０＋（ｎ＋１）ｈ，ｙｎ＋１近似替代ｙ（ｘｎ＋１），则

　　
ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ）　（ｎ＝０，１，２，…），

ｙ０＝ｙ（ｘ０
烅
烄
烆 ）

（１．３）

这就是欧拉方法的计算公式，ｈ＝ｘｎ＋１－ｘｎ称为积分步长。
式（１．３）也可由泰勒级数去掉高阶导数项得到。由

　　ｙ（ｘｎ＋１）＝ｙ（ｘｎ）＋ｙ′（ｘｎ）（ｘｎ＋１－ｘｎ）＋１２！ｙ″
（ｘｎ）（ｘｎ＋１－ｘｎ）２＋…

去掉高于一阶导数的项，由ｙ′（ｘｎ）＝ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ）），则有

　　ｙ（ｘｎ＋１）≈ｙ（ｘｎ）＋ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））

图１．２

用ｙｎ＋１近似代替ｙ（ｘｎ＋１），ｙｎ近似ｙ（ｘｎ），则
得

　　ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ）
欧拉方法有明显的几何意义，即以折线代替
积分曲线（见图１．２）。因此也称欧拉法为折
线法。

一般而言，并不要求步长相等，则有

　　ｙｎ＋１＝ｙｎ＋（ｘｎ＋１－ｘｎ）ｆ（ｘｎ，ｙｎ）
（１．４）

例１．１　以ｈ＝０．１为步长，用欧拉法
求初值问题

　　
ｄｙ
ｄｘ＝ｘｅ

－ｘ－ｙ，

ｙ（０）＝
烅
烄

烆 １

的数值解，并与精确解ｙ（ｘ）＝１２
（ｘ２＋２）ｅ－ｘ比较。

解　由式（１．３）有

　　
ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈ（ｘｎｅ－ｘｎ －ｙｎ）　（ｎ＝０，１，２，…），

ｙ０＝
烅
烄
烆 １

计算结果见表１．１。

·２·
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表１．１

ｘｎ ｙｎ ｙ（ｘｎ） ｙ（ｘｎ）－ｙｎ

０　 １　 １　 ０

０．１　 ０．９００　０００　 ０．９０９　３６２　 ９．３２６　０Ｅ－０３

０．２　 ０．８１９　０４８　 ０．８３５　１０５　 １．６０５　７Ｅ－０２

０．３　 ０．７５３　５１８　 ０．７７４　１５５　 ２．０６３　７Ｅ－０２

０．４　 ０．７００　３９１　 ０．７２３　９４６　 ２．３５５　５Ｅ－０２

０．５　 ０．６５７　１６５　 ０．６８２　３４７　 ２．５１８　２Ｅ－０２

０．６　 ０．６２１　７７５　 ０．６４７　５９８　 ２．５８３　２Ｅ－０２

０．７　 ０．５９２　５２６　 ０．６１８　２４９　 ２．５７２　３Ｅ－０２

０．８　 ０．５６８　０３４　 ０．５９３　１１４　 ２．５０８　０Ｅ－０２

０．９　 ０．５４７　１７７　 ０．５７１　２３０　 ２．４０５　３Ｅ－０２

１．０ ０．５２９　０５１　 ０．５５１　８１９　 ２．２７６　８Ｅ－０２

　　在使用欧拉法数值求解过程中我们发现计算过程非常简单，即由ｙ０可直接计
算出ｙ１，由ｙ１可直接计算出ｙ２。以此类推，无需用迭代方法求解任何方程，因此也
称其为显式格式。在表１．１中，我们分别列出了在ｘ＝ｘｎ处解的精确值ｙ（ｘｎ），和
用计算机由欧拉法求得的近似解ｙｎ，以及它们的误差 ｙ（ｘｎ）－ｙｎ 。事实上，一般
而言，我们难以得到精确解ｙ（ｘｎ），这是显然的。另一方面，不论显式格式（或者隐
式格式）我们都不能利用计算机求得它们的精确解ｙｎ，这是因为计算机计算，不论
运算器能进行多少位数的运算，总是有限位二进制运算，因此对十进制的数字运算
总会出现舍入误差以及在计算过程中误差的传递。

因此计算机输出的是欧拉方程的近似解珘ｙｎ，而不是其精确解ｙｎ。我们可以想
象

　　珘ｙｎ－ｙ（ｘｎ）＝（珘ｙｎ－ｙｎ）＋（ｙｎ－ｙ（ｘｎ）） （１．５）
可见，为了使计算得到的解珘ｙｎ是ｙ（ｘｎ）的好的精确近似，我们要求：

（１）欧拉方法的精确解ｙｎ是微分方程精确解ｙ（ｘｎ）
的很好近似，特别要求当

步长ｈ充分小时，所得的近似解ｙｎ能足够精确地逼近精确解ｙ（ｘｎ）。换言之，要求

ｈ→０时，ｙｎ→ｙ（ｘｎ）。
（２）珘ｙｎ是ｙｎ

好的近似。由于计算过程会不断产生舍入误差，本问题的讨论相
当复杂。为了简化讨论，我们设想计算机对欧拉格式计算过程完全精确，每步都没
有误差，因此 珘ｙｎ－ｙｎ 的值完全由 珘ｙ０－ｙ０ 决定。要求珘ｙｎ是ｙｎ的好的近似则相
当于要求欧拉格式解对初始值具有连续依赖性，这种解对初始值的连续依赖性就
称为稳定性。

问题（１）称为格式的收敛性问题，问题（２）称为格式的稳定性问题。
·３·
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格式的收敛性、稳定性研究是微分方程数值解法最基本的理论研究工作，具有
重要的实用意义。而一个格式既是收敛的又是稳定的才是有用的格式。下面就欧拉
法深入进行研究。

１．２．２　收敛性研究

前已指出，收敛性问题，即研究ｈ→０，ｘ０＋ｎｈ→ｘ时，ｙｎ→ｙ（ｘ）的问题，其中

ｙｎ为欧拉方法（１．３）在ｘ＝ｘｎ处的解，ｙ（ｘｎ）为微分方程初值问题（１．１）和（１．２）
在ｘ＝ｘｎ处的解，计算它们之间的差，有

　　ｙ（ｘｎ＋ｈ）－ｙｎ＋１＝ｙ（ｘｎ）＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ－［ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ）］

（１．６）
这里，ｙｎ＋１由ｙｎ算得，ｙｎ由ｙｎ－１算得，…，ｙ１由ｙ０算得，都是利用欧拉格式计算得到
的。

令εｎ＋１＝ｙ（ｘｎ＋１）－ｙｎ＋１，显然它受到εｎ的影响，因此也受εｎ－１，…，ε０的影响，我
们称εｎ＋１＝ｙ（ｘｎ＋１）－ｙｎ＋１为欧拉方法的整体截断误差。为了估算它，先估计由

ｙ（ｘｎ）利用欧拉公式计算出的ｙ＊ｎ＋１与ｙ（ｘｎ＋１）之差ｅｎ＋１：

　　ｙ＊ｎ＋１＝ｙ（ｘｎ）＋ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ）） （１．７）

　　ｅｎ＋１＝ｙ（ｘｎ＋１）－ｙ＊ｎ＋１
＝ｙ（ｘｎ＋１）－［ｙ（ｘｎ）＋ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））］

＝ｙ（ｘｎ）＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ－［ｙ（ｘｎ）＋ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））］ （１．８）

＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ－ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））

ｅｎ＋１称为局部截断误差，就是用精确解ｙ（ｘｎ）代入欧拉公式得到的ｙ＊ｎ＋１与ｙ（ｘｎ＋１）
之间的差，也可记为Ｒｎ。设 Ｒｎ ≤Ｒ，Ｒ为一正常数。由式（１．６），整体截断误差满
足

　　εｎ＋１＝ｙ（ｘｎ＋１）－ｙｎ＋１

＝ｙ（ｘｎ）＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ－［ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ）］

＝εｎ＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ－∫

ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））ｄｘ

＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））ｄｘ－∫

ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘｎ，ｙｎ）ｄｘ

＝εｎ＋Ｒｎ＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
［ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））－ｆ（ｘｎ，ｙｎ）］ｄｘ

则

　　εｎ＋１ ≤ εｎ ＋Ｒ＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））－ｆ（ｘｎ，ｙｎ）ｄｘ

·４·
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设ｆ（ｘ，ｙ）关于ｙ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件

　　 ｆ（ｘ，珔ｙ）－ｆ（ｘ，珘ｙ）≤Ｌ珔ｙ－珘ｙ （１．９）
其中，Ｌ为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数。因此

　　εｎ＋１ ≤ εｎ ＋Ｒ＋Ｌｈεｎ
　　εｎ＋１ ≤（１＋ｈＬ）εｎ ＋Ｒ

≤（１＋ｈＬ）［（１＋ｈＬ）εｎ－１ ＋Ｒ］＋Ｒ

＝（１＋ｈＬ）２εｎ－１ ＋（１＋ｈＬ）Ｒ＋Ｒ

≤（１＋ｈＬ）３εｎ－２ ＋（１＋ｈＬ）２　Ｒ＋（１＋ｈＬ）Ｒ＋Ｒ
＝（１＋ｈＬ）３εｎ－２ ＋［（１＋ｈＬ）２＋（１＋ｈＬ）＋１］Ｒ
≤…

≤（１＋ｈＬ）ｎ＋１ε０ ＋［（１＋ｈＬ）ｎ＋（１＋ｈＬ）ｎ－１＋…＋１］Ｒ
一般而言，有

　　εｎ ≤（１＋ｈＬ）ｎε０ ［＋ ∑
ｎ－１

ｊ＝０
（１＋ｈＬ）］ｊ　Ｒ

＝（１＋ｈＬ）ｎε０ ＋ＲｈＬ
［（１＋ｈＬ）ｎ－１］　（ｎ＝１，２，…）

因为ｈＬ＞０，则ｅｈＬ＞１＋ｈＬ，ｅｎｈＬ＞（１＋ｈＬ）ｎ，因而整体截断误差εｎ有如下估计：

　　εｎ ≤ｅｎｈＬ ε０ ＋ＲｈＬ
（ｅｎｈＬ－１）

　　εｎ ≤ｅ（Ｘ－ｘ０）Ｌε０ ＋ＲｈＬ
（ｅ（Ｘ－ｘ０）Ｌ－１） （１．１０）

其中，ε０为初值误差，Ｒ为局部截断误差界，并利用了ｘｎ＝ｘ０＋ｎｈ≤Ｘ。因此欧拉
方法的整体截断误差εｎ由初始误差和局部截断误差界决定。

现在估计局部截断误差的界。由式（１．８），有

　　Ｒｎ＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ－ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））

＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
［ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））－ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））］ｄｘ

＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
［ｙ′（ｘ）－ｙ′（ｘｎ）］ｄｘ

＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｙ″（ｘｎ＋θ（ｘ－ｘｎ））（ｘ－ｘｎ）ｄｘ

＝ｙ″（ｘｎ＋θ（ｘ－ｘｎ））∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
（ｘ－ｘｎ）ｄｘ

＝１２ｈ
２ｙ″（ｘｎ＋θ（ｘ－ｘｎ））

其中０＜θ＜１，ｘ∈（ｘｎ，ｘｎ＋１）。
·５·
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令Ｍ＝ ｍａｘ
ｘ０≤ｘ≤Ｘ

ｙ″（ｘ），则有

　　 Ｒｎ ≤１２Ｍｈ
２ （１．１１）

定理１．１　假定ｙ＝ｙ（ｘ）∈Ｃ２［ｘ０，Ｘ］，则欧拉方法的局部截断误差Ｒｎ满足

　　 Ｒｎ ≤１２Ｍｈ
２ （１．１２）

其中ｈ为步长，Ｍ＝ ｍａｘ
ｘ０≤ｘ≤Ｘ

ｙ″（ｘ）。

定理１．２　设ｆ（ｘ，ｙ）关于ｙ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，Ｌ为相应的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数，
则欧拉方法的整体截断误差εｎ满足

　　εｎ ≤ｅ（Ｘ－ｘ０）Ｌε０ ＋ＲｈＬ
（ｅ（Ｘ－ｘ０）Ｌ－１） （１．１３）

其中Ｒ为局部截断误差的上界，Ｌ为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数。
由定理１．１和定理１．２可得下面的定理。
定理１．３　设ｆ（ｘ，ｙ）关于ｙ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，Ｌ为相应的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数，

ｙ＝ｙ（ｘ）∈Ｃ２［ｘ０，Ｘ］且当ｈ→０时，ｙ０→ｙ（ｘ０），则欧拉方法的解ｙｎ一致收敛到
初值问题（１．１），（１．２）的解ｙ（ｘｎ），并有估计式

　　εｎ ≤ｅＬ（Ｘ－ｘ０）ε０ ＋Ｍｈ２Ｌ
（ｅＬ（Ｘ－ｘ０）－１） （１．１４）

如果ｙ０＝ｙ（ｘ０），即ε０＝０，由此有

　　εｎ ≤ ｈ２ＬＭ
（ｅＬ（Ｘ－ｘ０）－１） （１．１５）

即

　　εｎ ＝Ｏ（ｈ）
欧拉方法的整体截断误差与ｈ同阶，由Ｒｎ的表达式可知Ｒｎ＝Ｏ（ｈ２），这说明

局部截断误差比整体截断误差高一阶。
我们称欧拉方法为一阶格式。

１．２．３　稳定性研究

前已指出欧拉方法的稳定性问题是决定欧拉法在利用计算机计算中能否得到
精确欧拉解的关键问题，只有稳定的算法才可能是有用的算法。

定义１．１　如果存在正常数ｃ及ｈ０，使对任意初始值ｙ０，ｚ０，用

　　
ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ），

ｙ
烅
烄
烆 ０

　与　
ｚｎ＋１＝ｚｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｚｎ），

ｚ
烅
烄
烆０

计算所得之解ｙｎ，ｚｎ满足估计式
　　 ｙｎ－ｚｎ ≤ｃ　ｙ０－ｚ０ 　（０＜ｈ＜ｈ０，ｎｈ≤Ｘ－ｘ０）

则称欧拉方法稳定。
·６·
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注意：这里ｙｎ，ｚｎ分别是以ｙ０，ｚ０为初值得到的精确值，毫无舍入误差，因此这
里稳定性定义是对初值的稳定性，即研究初值误差在计算过程的传递问题。

定理１．４　在定理１．２的条件下，欧拉方法是稳定的。
证　因为

　　ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ），　ｚｎ＋１＝ｚｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｚｎ）
令

　　ｅｎ＋１＝ｙｎ＋１－ｚｎ＋１
则有

　　ｅｎ＋１＝ｅｎ＋ｈ［ｆ（ｘｎ，ｙｎ）－ｆ（ｘｎ，ｚｎ）］

　　ｅｎ＋１ ≤ ｅｎ ＋ｈ　ｆ（ｘｎ，ｙｎ）－ｆ（ｘｎ，ｚｎ）

≤ ｅｎ ＋ｈＬ　ｙｎ－ｚｎ
＝（１＋ｈＬ）ｅｎ
≤（１＋ｈＬ）２　ｅｎ－１


≤（１＋ｈＬ）ｎ＋１　ｅ０
即

　　ｅｎ ≤（１＋ｈＬ）ｎ　ｅ０

　　ｅｎ ≤（１＋ｈＬ）
１
ｈＬｈＬｎ　ｅ０

从而对所有ｎ，ｎｈ≤Ｘ－ｘ０，即当０＜ｈ＜ｈ０时，有

　　ｅｎ ≤ｅＬ（Ｘ－ｘ０）ｅ０
令Ｃ＝ｅＬ（Ｘ－ｘ０），则有ｅｎ ≤Ｃ　ｅ０ 。

定理证毕。
由定理１．２我们看到，如初始误差ε０＝０，则整体截断误差的阶完全由局部截

断误差的阶决定。事实上，若局部截断误差阶为Ｏ（ｈｐ＋１），则整体截断误差阶为
Ｏ（ｈｐ）。因此为了提高数值算法的精度，往往从提高局部截断误差的阶入手，这也
是构造高精度差分方程数值方法的主要依据。

１．３　梯形法、隐式格式的迭代计算

图１．３

前面推导欧拉法的过程，是用矩形公式近似计
算积分

∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ≈∫

ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））ｄｘ

＝ｈｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））
现在若用梯形公式近似计算积分（见图１．３），

·７·

１　常微分方程初值问题数值解法



则

　　ｙ（ｘｎ＋１）－ｙ（ｘｎ）＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ

≈１２
（ｘｎ＋１－ｘｎ）［ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（ｘｎ＋１））］

因此有

　　ｙ（ｘｎ＋１）≈ｙ（ｘｎ）＋１２
（ｘｎ＋１－ｘｎ）［ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（ｘｎ＋１））］

可得梯形公式为

　　ｙｎ＋１＝ｙｎ＋１２
（ｘｎ＋１－ｘｎ）［ｆ（ｘｎ，ｙｎ）＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１）］ （１．１６）

显然这是一个隐式格式，现估计其局部截断误差阶，为此我们总假定ｆ（ｘ，ｙ）
和解ｙ（ｘ）充分光滑。由式（１．８），即

　　ｅｎ＋１＝ｙ（ｘｎ＋１）－ｙ＊ｎ＋１

　　ｙ＊ｎ＋１＝ｙ（ｘｎ）＋ｈ２
［ｆ（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（ｘｎ＋１））］

＝ｙ（ｘｎ）＋∫
ｘｎ＋１

ｘ
［

ｎ

ｘ－ｘｎ＋１
ｘｎ－ｘｎ＋１ｆ

（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））

＋ ｘ－ｘｎｘｎ＋１－ｘｎｆ
（ｘｎ＋１，ｙ（ｘｎ＋１ ］））ｄｘ

　　ｅｎ＋１＝ｙ（ｘｎ＋１）－ｙ＊ｎ＋１

＝ｙ（ｘｎ）＋∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））ｄｘ ｛－ ｙ（ｘｎ）＋∫

ｘｎ＋１

ｘ
［

ｎ

ｘ－ｘｎ＋１
ｘｎ－ｘｎ＋１ｆ

（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））

＋ ｘ－ｘｎｘｎ＋１－ｘｎｆ
（ｘｎ＋１，ｙ（ｘｎ＋１ ］））ｄ ｝ｘ

＝∫
ｘｎ＋１

ｘ
｛

ｎ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ）） ［－ ｘ－ｘｎ＋１

ｘｎ－ｘｎ＋１ｆ
（ｘｎ，ｙ（ｘｎ））

＋ ｘ－ｘｎｘｎ＋１－ｘｎｆ
（ｘｎ＋１，ｙ（ｘｎ＋１ ］｝）） ｄｘ

＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ
［ｆ（ｘ，ｙ（ｘ））－Ｐ１（ｘ）］ｄｘ

其中Ｐ１（ｘ）是ｆ（ｘ，ｙ）的二点插值多项式，由Ｌａｇｒａｎｇｅ插值余项，可知

　　ｆ（ｘ，ｙ）－Ｐ１（ｘ）＝ １２！ｆ
（２）（ｘｎ＋ξｈ）（ｘ－ｘｎ）（ｘ－ｘｎ＋１）

其中０＜ξ＜１，ｆ
（２）（ｘｎ＋ξｈ）＝ｙ

（３）（ｘｎ＋ξｈ）。显然，在（ｘｎ，ｘｎ＋１）上，（ｘ－ｘｎ）（ｘ－ｘｎ＋１）

＜０。
由中值定理

　　ｅｎ＋１＝∫
ｘｎ＋１

ｘｎ

１
２！ｆ

（２）（ｘｎ＋ξｈ）（ｘ－ｘｎ）（ｘ－ｘｎ＋１）ｄｘ

·８·
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＝ １２！ｆ
（２）（ｘｎ＋ξｈ）∫

ｘｎ＋１

ｘｎ
（ｘ－ｘｎ）（ｘ－ｘｎ＋１）ｄｘ

　　ｅｎ＋１＝－ｈ
３

１２ｆ
（２）（ｘｎ＋ξｈ）＝－

ｈ３
１２ｙ

（３）（ｘｎ＋ξｈ） （１．１７）

局部截断误差阶为Ｏ（ｈ３），较之欧拉法高一阶。记Ｒ（１）ｎ 为梯形公式的局部截断误
差，Ｒ（１）为Ｒ（１）ｎ 的上确界，则有

　　Ｒ（１）≤ｈ
３

１２Ｍ３

其中，Ｍ３＝ ｍａｘ
ｘ０≤ｘ≤Ｘ

ｙ（ｘ）。

类似于欧拉法，对梯形法可平行地建立它的整体截断误差的阶为Ｏ（ｈ２），以及
格式的收敛性和稳定性等定理。

前已指出，梯形法是一个隐式格式

　　ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈ２
［ｆ（ｘｎ，ｙｎ）＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１）］ （１．１６）

如何求解ｙｎ＋１，我们采用迭代法，其格式如下：

　　
ｙ（ｐ＋１）ｎ＋１ ＝ｙｎ＋ｈ２

［ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（ｐ）ｎ＋１）＋ｆ（ｘｎ，ｙｎ）］，

ｙ（０）ｎ＋１———
烅
烄

烆 初始猜测
（１．１８）

为证迭代法的收敛性，将式（１．１８）与（１．１６）相减，有

　　ｙ（ｐ＋１）ｎ＋１ －ｙｎ＋１＝ｈ２
［ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（ｐ）ｎ＋１）－ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１）］

　　 ｙ（ｐ＋１）ｎ＋１ －ｙｎ＋１ ≤ｈ２Ｌ　ｙ
（ｐ）
ｎ＋１－ｙｎ＋１

其中，Ｌ为ｆ（ｘ，ｙ）关于ｙ的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数。因此

　　 ｙ（ｐ＋１）ｎ＋１ －ｙｎ＋１ ≤ ｈ
２（ ）Ｌ ｐ＋１

ｙ（０）ｎ＋１－ｙｎ＋１

可见，当ｈ
２Ｌ＜１

且迭代次数ｐ相当多时，ｈ２（ ）Ｌ ｐ＋１
则相当小。因此

　　ｈ２Ｌ＜１
（１．１９）

是梯形法迭代格式（１．１８）收敛的充分条件。在实际计算中令ｐ＝０，有下面的预报
校正格式：

　　
ｙ（０）ｎ＋１＝ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ）———预报格式，

ｙｎ＋１＝ｙｎ＋ｈ２
［ｆ（ｘｎ，ｙｎ）＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（０）ｎ＋１）］———

烅
烄

烆 校正格式
（１．２０）

当然也可迭代多次：

　　
ｙ（０）ｎ＋１＝ｙｎ＋ｈｆ（ｘｎ，ｙｎ）———预报格式，

ｙ（ｐ＋１）ｎ＋１ ＝ｙｎ＋ｈ２
［ｆ（ｘｎ，ｙｎ）＋ｆ（ｘｎ＋１，ｙ（ｐ）ｎ＋１）］———

烅
烄

烆 校正格式
（１．２１）

·９·
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